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Die  hier  vorliegende  neue  Ausgabe  der  Trigonometrie  will,  wie  die 
erste,  nur  ein  Hilfsmittel  für  den  Selbst-  und  den  Schul-Uiitorricbt  zur 
Vb        tgfdCi  diph  hAt 

V12Jh        b         h         H  bd  tAfigddi 

1     t  w    d       d         h        U  t  m  ht        1     G    da  f       t  188 

bldbkthttddtgmthVkt  l  Um 

dRel         hhtdZbe  Ifh  ü!  bg!  d 

Lhbh       Ute         Lhbhlf  fl       1         t        Vlitg 

m  ttel  w    d      k      t     1    ffl    d     G    d  ht  d    Z   t       Gell  t 

tld        fdlhg  ä  \llt  mthDg 

hbl       1  irA         i        tglh<!!iltgmt 

1  d  gt  m  D    Ab  t        t      d        11  ft  rab         1      E    1  jj 

d  Ob         1    h  1      k      m  !  E    1 1     g    m    llg  g 

gd       b      tet      fdTh       bHhllf      dAbl      t      atd 
M  tt  1    h  1      l       d      d       te       d     P        taat   d    Ty  1  b  t        t 

1       ft  St    d       t  1  m  t  1  (t  1  g 

h  t  h  tt  h  Hill      ttel        ü     It    d       I  1      F  U    d 

g     A    f  h  1  bk  t       hl   f  11t     w  1   f        1  h      t  dir    d 

d  11      T    b      b      H    >    1   1  Ib  t  g        t        d     Ab 

h         dMttlbld  bKl  d      ^tell    d      f  ül 

M  tl       t  cl      Abte  1  d     Stuttga  t     P  lyte  h    k         g  t    t 

Ifttehd       IdBbl  dHldShl 

mttlb  dt  h         D        Hftgtflb  bb 

dmMa  EfUggg  fdd        dB    hl       fd 

HadlSlül  tgh       M  dl       mtdmU        d  b 

g  Eht  a  Äflggk  bglblmh 

al  Kap  t  I  b  Ausf  h  1  bk   t      E      1  B     1      k    g 

d     Stoif       i  lg  leslhlffb  hht         1        db 

mhl  IJh        d       dLl         dlVgmt       IE       I 

f  d       g    d  t     h      A  i'abe  dtdüdüdpl        h 

Atm  ht  dHd  1         Id  IttMttl 


y  Google 


1  V    b 

ti 

g   gt 

k  mmt 

gt 

fü     11 

lY  Vonvoit. 

znr  Belebung  des  Schulunterrichts  in  der  Trigonomptrip  anerkennen  und  ih 

tbhlhVb        tgfdV  t 

Wkl  dPlddLdm         gl       dg         pll  1: 

dtmhZtbt  g  ttb  d        1        dh 

0  t       ht.     t     g    d      1^   t     D  b       t    b     II      f  d  g 

1   h  t     rnf    1      R    1       g        1       f  d         11  t     üg     [        1  ffll  d 

Ehgb  ht  Eb  bt        Mahtwhld 

\ilt       gph       1  htAfebd&hl  k  frtg 

K    h  bld        All        bg     h     d  d  in     m 

g        dt  d      h       &b       ]dT.gthmtaf]b3h 

mftgßl  pl       k  mlhlgWgst 

b     t  m     daa  Z   1  1     i^  h  It  g      m  t  ht  1 1 

SU        od  Jh  bdmbhl       d         Ut       htsbl       11 

f    1  t      E    h  f    b  1  b   d        E      Itat  1 

I    -5  hül       d     St  d       d  fl  I    d     T  g 

tgfdwihtgtZgdpkt      h       ü 

ht  (  t      hl        d      El  m    ta  g    m  t 

temtr)d      Wg  iflsag  Atgb 

Im  b     uf       1 1  dl        Z  bl        hg 

1     S  hfll      d         h        m  t     h         h        tud  d        F  II 

tdT  tr  diTldElmtamtbtk  b 

f  II  mü  1 1         11        G  ?    t      th       t    I      E  k      h  d 

Orb         Ig  td  Wkglgb         hl  t 

H     d  m  d  las  1 1  d    f  irg    d  mm  h      mfi 

b       b        1       gilt  d       tu     1    T  {,  t        1        ht  g  t   G      dl  g    d 

Gd  dd       pb        hAt       m        Eghtlhlbl  hg 

h      d       ft  p    t       4.  digl  P    m  I  1 1    b    w 

hdUfgd  dhtrralpptsmlh         hk 

k  ImTtddF        Id  hfitgbraht        d  1 

I  bmktgbhbt        ätg  üssdbfttDk 

1  b  b 

V      d        k       te    St    dp     kt  d     V    b        t     g      E  d  bt  g 

»ten  Zweite  der  prakt  seien  Mathemat  k  s,  i  cht  m  St  dp  kt 
des  Mathematikers  aus,  bitte  ich  dieses  Bleraentarbuch  zu  beniteilen,  dos 
keine  Bereicherang  der  mathematischen  Litteratur,  sondern  eine  Erleichterung 
für  den  Ton  dem  TJnterzeiobneten  zu  erteilenden  geodätischen  und  sphäriscb- 
astrono mischen  Unterricht  Torstellen  soll.  Wenn  Study  in  seiner  , Sphäri- 
schen Trigonometa-ie"  etc.  Leipzig  1893  (vgl.  die  Anm.  s')  und  83)),  Vorwort, 
sagt:  , Sollten  nicht  vielmehr  eben  die  Werkaenge  und  Methoden,  die  zat 
Erschliessung  neuer  Gebiete  gedient  haben,  geeignet  sein,  auch  der  elemen- 
taren Geometrie  Schätze  neuer  Art  abzugewinnen?  Und  wenn  dem  so  ist, 
ist  es  nicht  wünschenswert,  dass  gerade  die  mathematische  Disziplin,  die 
für  die  Technik  wie  für  die  physikalische  Forschung  die  notwendige  Grund- 
lage bildet,  der  bei  der  Erziehung  unsrer  Jugend  eine  Hauptrolle  zugeteilt  ist, 
noch  länger  vernachlässigt  wird?"  so  kann  ich  vom  Standpunkt  des  Praktikers 
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Vorwort.  V 

sat  nur  sagen,  dass  ich  solche  Bestiebungf«  zm  Ansfullnng  der  Kliift  ,die 
die  elemeiitarp  (reometiie  tiennt  v  n  der  lebendigen  Wissensihaft',  eben 
falls  begrftsse,  so  lange  sie  eben  nicht  den  elemi,ntareii  Dntpmeht  dei 
meiner  Ansicht  nach  iiirffends  rasch  genug  zu  praktisch  Branchbarem 
lOtdcingen  kann  noch  mehr  yei wissen s'hafthchpn  wollen  Mag  Study  m 
Wissens (.hafüicber  Beziehung  Hecht  haben  wenn  er  am  bohlusse  meines  Bu  h 
sagt  ^IifDi^rhin  wird  dds  Mitgetedte  wohl  ZPigen,  dass  die  Formeln  dei 
Tngononietrie  doch  noch  nicht  so  genau  bekannt  sind,  wie  man  wohl  hier  und 
da  geglaubt  haben  mag,  ja  dass  das  Beste  vielleicht  noch  zu  thun  bleibt",  so 
wird  doch  Niemand,  der  in  der  Trigonometrie  einen  Gebrauchsgegenstand 
sieht  und  sehen  musa  ( —  und  müssen  denn  alle  Schüler  höherer  Lehranstal- 
ten in  der  Mathematik  eo  unterrichtet  weiden,  als  ob  sie  alle  angehende 
Mathematik-Studirende  wären?  — )  zustimmen  können,  wenn  er  verlangt 
[S.  92  a.  a.  0.)  dass  da«  Lehrgebäude  der  Trigonometrie,  allen  Zwecken  gleich- 
zeitig genügend,  in  vollständiger  Allgemeinheit  (dnrch  Benütjang  des  , all- 
gemeinen" sphärischen  Dreiecks,  Weglassung  der  Beschiankung;  Seiten  und 
Winkel  <  1800,  die  Mööiussche  Wahl  der  Winkel  des  „Dreiecks")  aufgebaut 
werden  soll,  um  dann  erst  ,am  Schlüsse  die  für  den  praktischen  Gebranch 
umgerechneten  Pornielu  tabellarisch  zusammenzustellen."  Mag  dies  der 
richtige  Weg  für  den  Mathematiker  sein,  der  anfängt,  die  reine  Grössen- 
lehre  zu  etndiren,  für  alle  übrigen  Studirenden  praktisch  brauchbar  ist  er 
nicht;  Mathematiker  und  Techniker  (um  hier  einmal  mit  diesem  Namen  Alle 
zusammenzufassen,  die  nicht  reine  Mathematik  und  Metamathematik  zu 
treiben  hahen)  mflssen  hier  getrennte  Wege  gehen.  Man  kann  nicht  oft 
genug  wiederholen,  dass  speziell  für  das  angehende  Stadium  der  Geodäsie 
und  der  sphärischen  Astronomie  gewisse  Teile  der  Trigonometrie  genau  das- 
selbe vorstellen,  was  das  Einmaleins  für  das  gewöhnliclie  Leben  ist. 

Was  den  Inhalt  des  Buchs  betrifft,  so  ist  innerhalb  seines  ganz 
elementaren  Gebiets  bei  aller  Hervorhebung  des  praktisch  Wichtigen  nach 
einiger  Vollständigkeit  gestrebt.  Ich  hoffe,  man  werde  es  deshalb  nicht 
tadeln,  dass,  trota  der  ausgesprochen  praktischen  Tendenz  und  trotz  der 
nur  ganz  nebensächlichen  Behandlung  der  goniometrischen  Funktionell  als 
solcher,  doch  Dinge  wie  der  Moiwesche  Satz,  die  Berechnung  der  komplexen 
Einheitswnrzeln,  femer  manche  nur  für  die  Blementargeometrie  in  Betracht 
kommenden  Aufgaben  und  Sätze  U,  s.  w.  als  Übungen  aufgenommen  sind. 
Dass  ich  am  Anfang  sogar  eigentlich  wesentlich  historisch  zu  Werk  gegangen 
bin,  besonders  die  Funktion  ^ehord'  eingeführt  habe,  die  sich  doch  bald  ais 
entbehrlich  herausstellt,  wird  vielleicht  nicht  allgemein  BiUigung  finden; 
ich  halte  aber  diesen  Weg  für  nütElich.  Ebenso  muss  ich  über  die  Diktion, 
die  am  Anfang  absichüiob  ausführlich  ist  (wobei  besonders  an  den  Selbst- 
unterricht gedacht  wurde)  und  sich  bei  weitrem  Vordringen  stufenweise 
immer  mehr  verkurat,  wie  auch  allmählich  immer  weniger  die  Figur  zur 
anmittelbar  geometrischen  Anschauung  herangezogen  wird,  das  Urteil  dem 
erfahrenen  Lehrer  überlassen.  Hinzufügen  möchte  ich  hier,  dass  ich  ursprüng- 
lich die  Absicht  hatte,   dieser  zweiten  Auflage  einen  zusammenhängenden 
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Abriss  ^er  Geschichte  der  Trigonometrie  teizugoben,  sowie  mehrere  Ver- 
vollständigungen der  sphärischen  Trigonometrie  aufzunehmen  (besonders  die 
Projektionen,  vor  allem  die  sog.  storeographisehe  Abbildung  und  ihre  Ver- 
wendung zu  einer  graphisch -sphärischen  Trigonometrie),  Um  jedoch  den 
Umfang  des  Buchs  nicht  zn  sehr  anzuschwellen,  musste  dies  untarbleiben ; 
einiges  Trigonometrisch -Geschichtliche  ist  nnn  nur  z.  T.  im  Text  selbst,  i.  T. 
in  den  Anmerkungen  darunter,  zum  grössten  Teil  in  den  Anmerkungen  am 
Schluss  des  Buchs  (s.  u.)  enthalten.  Für  eine  zusammenhängende  Geschichts- 
skizze (bei  der  besonders  auch  auf  die  Geschichte  des  trigonometrischen 
Rechnens  einzugehen  wäre)  findet  sich  vielleicht  noch  ein  Plätzchen  in 
einem  trigonometrischen  Schulbuch  (kurzes  Lehrbuch,  zum  unmittel- 
Imren  Schulgebrauch  bestimmt),  das  ich  bald  folgen  lassen  zu  können  hoffe 
( —  es  ist  noch  unter  unmittelbarer  Teilnahme  meines  verstorbenen  Lehrers, 
spitern  Kollegen  und  Freundes,  Prof.  Dr.  C.  W.  Bav/r  entstanden  und  sollte 
noch  von  uns  gemem  ohafttich  herausgegeben  werden  was  aber  erst  durch 
BdMrs  Erkrankung  und  Tod  später  luruh  die  bis  in  diesen  Sommer  herein 
vorhandene  zu  grosse  Belistung  de  Unterzniohneten  m  t  Ämtsgeschiften  ver 
eitelt  wurde  — );  die  bngen  genannten  Dinge  weiden  neben  anlern  in 
einem  trigonometntchen  Ubnngsbuph  behandelt  werden  könien  das 
hoffentlich  ebenfalls  bald  folgen  kann  Den  ^toif  lazu  habe  ich  m  nnn 
mehr  als  zwanzigjährigem  fast  nie  unterhrodienem  Trigonometrie  Unte  rieht 
sowie  bei  Gelegenheit  einer  grossen  Anzahl  von  Prüfungen  m  rngonoraetiie 
und  Mathematischer  Geographie  (seit  13  Jahren  m  den  wliittembergis  hen 
realistischen  Professorato  Prüfungen  i  eun  Jahre  lang  1  ei  der  württembei^ 
sehen  Peldraesserprufu  lg  endlich  seit  mehreren  Jahren  in  der  mathematisch 
naturwissenschaftlichen  Voipiufa lg  der  Technischen  Hochschule)  gesammelt 
Bin  Unrecht  gegen  den  eben  genanntt  i  C  ir  Baut  las  die  erste 
Auflage  dieses  Buches  dadurch  leging  dais  ni  ht  'eii  Tngontmetrie  Lohrgaig 
als  eine  der  Grundlagen  genannt  wurde  ^ncht  die  jetzige  Auflagt  nach 
Kräften  gut  zu  machen  Es  waren  mir  zwir  schon  nahrei  d  meiner  Studien 
zeit  (1872  bis  1878)  lie  Quellei  jenes  Lehrgangs  (den  men  unmittelbarer 
AnilBvor^nger  Sehoder  dann  ''eniu  beibehilten  hat;  voUstindig  bekannt 
geworden,  es  waren  ferner  gerade  die  Dinge  m  denen  t,r  sich  inhaltlich  nnd 
besonders  in  der  Darstellungs  u  1 1  Etchnnngsfo  m  von  andern  Trigo  lomotrien 
unterschied  (— die  formelle  Seite  kommt  iabei  illein  ii  Betracht  denn  1er 
Inhalt  aller  Trigonimctrie  Lehrbücher  ist  wesenthi,h  derselbe  und  keines  dei 
neuern  Lehrbtlcher  enthält  auch  i  ur  Einen  neuen  ti  gonometrisihen  Satz  von 
einiger  Bedeutung  ja  auch  nir  Bin  neui-s  Eechnu igsverfahren  wein  auch 
selbstverständlich  m  Einzelheiten  jeles  Eigentümlichkeiten  aufzuweisen  bat 
als  solche  könnten  für  ia«  voiliegende  Buch  die  Dißerent  alforraeln  S  405 
{Anm.  86),  die  Nebeneinanderstellung  der  zwei  Pig  ren  zur  Diskusi  on  des 
Falls  W>  der  Dreiecksiechnung  S  244/345  u  s  f  genannt  werden  — )  in 
der  Litteratur  veräfleothcht  (wenn  auch  n  tht  vrn  Baur  seihst,  nndern  von 
Andern),  also  doch  tur  ein  Lehrbuch  d  is  ni  hts  ah  e  n  Seh  ilbu  h  und  speziell 
eine  Entlastung   di.     ge    dati   eben    (.  iteri    hts    le^   Unteize  chnetei      ein 
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sollte,  vetfOgbar  ( —  als  die  wichtigsten  formellen  Einrichtungen  der  Baur- 
achen Trigonometrie,  von  denen  dieses  Lehrhuch  Gebranch  machte  und  macht, 
die  aiier  alle,  wie  erwähnt,  in  der  modernen  Litteratur  vor  dem  Erscheinen 
der  ersten  Anflage  hekannt  gemacht  waren,  sind  zu  nennen:  die  Diirchfnhr- 
nng  hestimmter  Rechen  Schemata  mit  dem  Vertitalatrich  zur  Trennung  von 
Logarithmen  und  zugehörigen  Argumenten ;  die  Einhaltung  bestimmter 
Sechenregeln  bei  den  wichtigsten  Grundaufgahen,  besonders  der  Lalaiide- 
sehen  Eegel,  der  hier  nnr  der  ihr  zukommende  Warne  gegeben  ist;  sodann 
die  Behandlung  der  ganzen  ebenen  Polygonoraetrie,  speziell  die  Rechnung 
des  Polygonzugs  — ).  Trotz  alledem  hätte  auch  in  einem  solchen  Blementar- 
bueh  der  erwähnte  Hinweis  nicht  fehlen  sollen.  Ich  habe  diesmal  iii  den 
, Anmerkungen"  am  Schluss  alles  von  mir  in  der  ersten  Auflage  und  jetzt 
Benutzte,  was  nur  einigerraassen  erwähnenswert  ist  in  Beziehung  auf  Inhalt 
oder  in  Beziehung  auf  die  Darstellung,  zusammengestellt;  diese  Anmerkangen 
enthalten  ferner  z.  T.  sachliche  Auseinandersetzungen,  z.  T.  auch  bieten  sie 
(allerdings  nicht  zusammenhängende)  geschichtliche  Notizen  (s.  oben]. 

Hier  möchte  ich,  da  es  in  einer  dieser  Anmerkungen  unterblieb,  nur 
noch  betonen,  dass  ich  auch  diesmal  mit  voller  Absicht  Überall,  wo  ein  recht- 
vrinkliges  Coordinatensjstem  vorkommt,  die  Richtung  der  +  a^-Axe  nicht  stets 
in  derselben  Lage  angenommen  habe.  Gerade  in  der  praktischen  Trigono- 
metrie und  Polygonometrie  ist  die  möglichste  Unabhängigkeit  von  einer 
bestimmten  Figur  geboten.  Man  hat  nur  die  Bestimmung  Ober  den 
„positiven  Drehungssinn "  festauhalten  {+y  soll  um  -1-900  abweichen  von  +x), 
die  Richtung  -t-  x  aber  ist  ganz  gleichgiltig  und  sollte,  eben  mit  Röcksicht 
auf  die  angedeutete  Notwendigkeit,  bei  den  Figuren  im  Unterricht  (im  Ge- 
gensatz zur  analytischen  Qeometrie  u.  s.  f.)  auch  thatsSchlich  in  ganz  verschie- 
denen L^en  angenommen  werden  (vgl.  z.  B.  Fig.  33,  dann  34,  35  u.  s.  f.). 
—  Zu  den  Figuren  ist  noch  zu  sagen,  dass  die  Neuzeiohnung  aller  Figuren, 
so  sehr  ich  sie  gewünscht  hätte  {besonders  in  der  sphärischen  Trigonometrie, 
wo  gegen  die  libhche  Zeichnungs weise  vieles  zu  erinnern  ist),  zu  grosse 
Kosten  verursacht  haben  würde;  damit  mnsste  auch  manche  zweckmässige 
Neuerung,  z.  B.  die  fette  Bezeichnung  der  gegebenen  Stücke,  das  An- 
streichen der  gesuchten  auch  in  der  Figur  (vgl,  Anm.  Nr.  9)  und 
manche  Einführung  zweckmäaaigerer  Bezeichnungen  (z,  B.  im  Parallelogramm, 
8.  287,  den  Winkel  zwischen  den  Seiten  a  und  6  mit  y  statt  u,  die  Diago- 
nalen dann  mit  cj^und  o',  o  alsjGegenaeite  von  y  im  Dreieck  a,  b,  y,  und  c' 
als  Gegenseite  von  (180"  —  j")  im  andern  Dreieci)  unterbliehen. 

Die  alten  und  neuen  Bücher  und  Aufsätze,  denen  die  Darstellung 
besonders  zu  Dank  verpflichtet  ist,  sind,  wie  erwähnt,  in  den  Anmerkungen 
aufgeführt;  von  den  neuern  Lehrbüchern  der  reinen  und  der  praktischen 
Trigonometrie  seien  auch  hier  HHs  (1867),  C.  G.  ReaseUe  (1873),  Surret 
(1875)  und  das  Taschenbuch  und  Handbuch  von  Jordan  (1873,  1877/78  u.  s.  f.) 
genannt.  Die  Männer  alle  aufzuzählen,  die  dankenswerte  Berichtigungen 
und  Ratschläge  mitgeteilt  haben,  fehlt  der  Raum,  es  befindet  sieh  unter 
ihnen  eine  ganze  Reihe  von  Lehrern  der  Trigonometrie  an  Gymnasien  und 
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Bealschnlen,  besonders  württembergiBcheti.  Gerade  diesen  hoffe  ich  in  Bälde 
durch  das  oben  erw&hnte,  in  Verbindung  mit  C,  W.  Baur  bearbeitete  kleinere 
Schulbuch  der  Trigonometrie  noch  besonders  danken  zn  können. 

Ob  die  Völlige  Umarbeitung  der  Trigonometrie  in  dieser  neuen  Auf- 
lage gegen  die  erste  überall  eine  Verbesserung  vorstellt  und  das  Bnoh  seinem 
Zweck,  auf  Geodäsie  und  geographische  Ovtsbefitimmnng  vorzuhereiten, 
gerecht  werden  kann,  mög-en  nun  Berufene  entscheiden.  Am  Pleiss,  diesem 
Ziele  n&her  zu  kommen,  habe  ich  es  nicht  fehlen  lassen.  Ich  hoffe  auch, 
dass  mau  diesmal  weniger  als  vor  12  Jahren  die  Korrektheit  des  Sataes 
Termissen  werde,  wenn  ich  auch  abermals  die  ganze  Korrektur  (wie  die 
Zeichnung  der  neuen  Figuren)  allein  zu  besorgen  hatte  neben  anstrengendster 
Berufsarbeit. 

Stuttgart,  Oktober  1807. 
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S     <J9   Z   6  Ton  unten  hea  g  18    *   statt  §  20 
8    182    Z    12  von  unten  lies  LolawU  statt  Lagtaitge 
S  233  bis  249  i  t  zi  den  Zablenbeispielen  ditaelbf  Eemt-rl.nig  zi  niathei 

wie  oben  zu  S    bO  bis  67 
S    24  J    Z    9  von  unten  links  lie»  a;_=_E8M.5J 
8   350  beim  Beispiel  1  lieo  rechts  a  statt  « 
S   3b4   Z    T  der  loganth    Eeihnung  (rechts)  hes    o/sfraöi    st'itt    a  inöi 

(Dieser  btiiüh  ist  nach  der  Conektur  lusgebhelcii) 

S    36b    Z    Ii    von  untpn  hes  von  Gauss  and  von  Bettel    statt  von  Bessel 

S    526    Zeile  in  lon  unten  lies  etwa  statt  etwas  unl  fago  bei    Die  Uhr  ist 

3  .1.  ^       i.    ji   t.  .      j     (  Vormitta^sfatunden  ] ,        . 

dann  selbstveratindlicb  nur  tnr  die    „    ,      ,,        ,      ,      Ibraucn 
I  Nichmittagastnnden  I 

bai      Die  einzig    bonnenuhi    die  stets  „geht"    sobald  die  Sonne 

Übel  dem  Horizont  und  sichtbar    at   ist  die  Horizontaluhr     Zn 

nel  ben   labreszeiten  vei'agt   die   (mit  Scbattenatift  ausgerüstete) 

Äqnatcnaluhr  ' 
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Einleitung. 

Die  Trigonometrie  im  engern  Sinne  („Dreitckamessuiig") 
stellt  sich  die  Aufgabe,  aus  gegebenen  Seiten  und  Winkeln  eliener  und 
sphärischer  Dreiecke  die  unbekannten,  yon  den  gegebenen  abhängigen 
Stücke  (zunächst  die  übrigen  Seiten  oder  Winkel)  dieser  Dreiecke  durch 
Eechnung  au  bestimmen. 

Im  weitem  Sinn  hat  die  Trigonometrie  die  Berechnung 
sämtlicher  geometrischer  Figuren  nach  Längen,  Winkeln,  Flächeninhalten 
u.  s,  f.  zum  Gegenstand,  im  Gegensatz  znr  Planimetrie  und  Stereo- 
metrie, die  sich  mit  der  Konstruktion  der  ebenen  und  räumlichen 
Oebilde  beschäftigen. 

Wenn  z.  B.  in  einem  ebenen  Dreieck  drei  nicht  von  einander 
abhängige  Stücke  gegeben  sind,  so  können  die  übrigen  Seiten,  Winkel 
u.  8.  f.  des  Dreiecks  bestimmt  werden.  Die  Planimetrie  lehrt  die  kon- 
struierende, in  der  praktischen  Ausführung  also  graphische 
Auflösung  dieser  Aufgabe ;  läie  Trigonometrie  lehrt  die  fehlenden  Stücke 
des  Dreiecks  berechnen. 

In  rein  mathematischer  Beziehung  ist  für  die  elementare  Mathe- 
matik die  Trigonometrie  also  nur  eine  Erweiterung  der  Planimetrie 
und  Stereometrie,  indem  durch  sie  auch  (beliebige)  Winkel  in  die 
Eechnung  eingeführt  werden,  was  in  der  sog.  Anwendung  der  Algebra 
auf  die  Geometrie  und  Stereometrie  noch  nicht  al^mein  möglich  ist. 
Für  die  höhere  Mathematik  liefert  aber  ein  Abschnitt  der  Trigonometrie 
(die  Goniometrie)  zugleich  sehr  wichtige  Grundlagen;  die  , trigonometri- 
schen oder  goniometrischen  Funktionen"  und  ihre  Umkehrungen  spielen  in 
der  Analysisj  auch  ganz  ohne  ßücksicM  auf  ebene  oder  räumhche  Geo- 
metrie, eine  sehr  wichtige  Rolle  als  elementare  Transcendental-Fnnktionen. 

Noch  viel  grösser  als  die  rein  mathematische  Bedeutung  der 
goniometrischen  Zahlen  und  der  trigonometrischen  Pormelo  ist  aber 
die  Bedeutung  der  trigonometrischen  Rechnungen  für  die  praktische 
(angewandte)  Mathematik.  Besonders  zwei  Zweige  der  angewajjdten 
Mathematik  sind  hier  zu  nennen:  die  Geodäsie  (Feld-,  Land-  und 
Erdmessung)  und  die  sphärische  Astronomie  (sog,  mathematische 
Geographie,  Teile  der  praktischen  Astronomie,  insbesondere  die  Aufgaben 
der  Zeit-  und  geographischen  Ortsbestimmung).  Sowohl  in  der  Geodäsie 
als  in  der  direkten  geographischen  Ortsbestimmung  werden  als  Haupt- 
instrumente Winkelmess  -  Instrumente  verwendet;  die  Einführung  der 
gemessenen  Winkel  in  die  Rechnung  macht  einen  grossen  Teil  dieser 
beiden  angewandt  mathematischen  Fäoher  zur  praktischen  Trigono- 
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■   2  Kinleituiig. 

In  der  sogen annten  niedem  Geodäsie  oder  praktischen  Geometrie, 
die  als  Vermessungsfläclie  für  die  Horizontal-  oder  Lagen meseungen 
eine  Horizontalebene  voraussetzt,  hat  man  bis  vor  einigen  Jahrzehnten 
für  diese  Messungen  auch  bei  gröasern  Figuren  vielfach  die  graphische, 
planimetrische  Konstraktlonsmethode  (auf  dem  Messtisch,  einem 
horizontalliegenden  Zeichentisch)  angewandt;  mit  der  fortschreitenden 
Verbessernng  der  Instrumente  zum  Winkelmessen  und  weitergehenden 
Ansprüchen  an  die  GenaTiigkeit  der  Ergebnisse  der  Horizontal messungen 
ist  aber  die  trigonometrische  Keclinungsmethode  in  der  Form  von 
Eleintriangulierung  und  Polygonisierung  immer  mehr  in  den  Vorder- 
grund getreten,  immer  weiter  ausgedehnt  und  ausgebildet  worden.  — 
Spielt  für  diese  sog.  niedere  Geodäsie  die  Trigonometrie  der  Ebene 
{oder  ebene  Trigonometrie)  die  Hauptrolle,  so  kommen  für  die  sog, 
höhere  Geodäsie,  die  auch  für  Horizontalmessungen  auf  die  Krümmung 
der  mathematischen  Erdoberfläche  Rücksicht  nehmen  muss,  zunächst  die 
Formeln  der  Trigonometrie  auf  der  Eu<rel  (oder  sphärischen 
Trigonometrie)  in  Betracht,  all   di  gs       If   li  m   d     Auf- 

gaben auf  entsprechende  Aufgaben      d     Eb  k    ful         —  Und 

die  ganze  sphärische  Astronom         t  f   t  n  ht      1      ih  he 

Trigonometrie;  die  Entwicklung  d  jl  hnT  ^nmt  w  rde 
durch  die  praktischen  Bedürfnisse  d  ph  h  Ä  t  n  m  m  ttel- 
bar  veranlasst. 

Auf  diese  beiden  Zweige  der  angewandten  Mathematik, 
Geodäsie  und  sphärische  Astronomie,  aus  denen  die  Trigonometrie 
hervorgegangen  ist  und  deren  Hauptgrundl^e  sie  heute  bildet,  speziell 
vorzubereiten  ist  die  Hauptaufgabe  dieses  Buches,  ohne  dass 
übrigens  deshalb  die  Beziehungen  zum  elementaren  Teil  der  reinen 
Mathematik  und  zu  andern  Zweigen  der  angewandten  Mathematik  bei 
Seit«  gesetzt  würden. 

Die  Trigonometrie  zerfällt  in  zwei  Hauptabschnitte,  in  Gonio- 
metrie und  eigentliche  Trigonometrie.  Die  Goniometrie  um- 
fasst  alle  Sätze  über  die  Beziehungen  zwischen  den  sog.  goniometrischen 
oder  trigonometrischen  Funktionen  von  Winkeln  allein;  die  Trigono- 
metrie die  Berechnung  der  ebenen  und  räumlichen  geometrischen 
Figuren.  Demzufolge  ist  im  vorliegenden  Buch  der  ganze  Stoff  in  die 
drei  Abschnitte: 

I.  Goniometrie, 
11.  Trigonometrie  der  Ebene:   ebene   Trigonometrie   im 

engern  Sinn  und  Polygonometrie, 
III.  Sphärische  Trigonometrie 
zerlegt,  wobei  aber  Teile  von  II,  schon  in  I.  zu  bebandeln  sein  werden. 
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ABSCHNITT   I. 


GONlOMETßlE  NEBST  TEILEN  DEE  EBENEN 
TRIGONOMETEIE. 

einige  anwendungen  der  gonioxvietrie 
in  der  algebra. 


Kapitel   1. 


§.  1,     Erste  Einführung  ron  Masszahlen  für  äie  Winkel. 

Da,  wie  in  der  Einleitung  bemerkt  wurde,  die  Trigonometrie  in 
ihre  EechnuEgen  aucli  beliebige  Winkel  aufzunehmen  hat,  so  mÜBsen 
für  diese  Winkel  Maaszahlen  eingeführt  werden,  was  auf  verschiedene 
Arten  geschehen  kann. 

1>  Crradmass.  Eine  erste  Art  ist  aus  der  Planimetrie  bekannt; 
man  denkt  sich  den  rechten  Winkel  in  90  gleiche  Winkel  geteilt,  deren 
jeder  Grad  genannt  und  in  je  60  Minuten  zu  je  60  Sekunden  eingeteilt 
gedacht  wird.  Die  Grösse  eines  gewissen  Winkels  ist  dann  durch  die 
Anzahl  von  Graden,  Minuten,  Sekunden  C*  '  "),  die  er  ent- 
hält, bestimmt.  Man  sagt,  der  Winkel  sei  in  diesem  Fall  „in 
Oi'adinass"  gegeben.  So  sind  die  geteilten  Ereise  der  Wink el- 
messlnstrameute  eingerichtet,  z,  B.  ist  der  Kreis  des  Instruments, 
mit  dem  Horizontalwinkel  (Winkel  zwischen  den  Horizontalprojektionen 
gegebener  Richtungen)  gemessen  werden  (Theodolit)  in  B60  Grade  ge- 
teilt, die  je  nach  dem  Durchmesser  des  geteilten  Kreises  in  verschieden 
weit  gehende  Unterabteilungen  (halbe  Grade,  Drittelgrade,  Sechstelgrade) 
zerlegt  sind ;  die  Stellung  eines  Zeigers  (Index)  (an  dem  um  eine  verti- 
kale Axe  drehbaren  Oberteil  des  Instruments)  auf  dieser  Teilung  wird 
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4  §  1-     Masszableii  für  Winkel:  Gradmass. 

mit  Hilfe  besondrer  Ablese vorrichtuugeu  (an  Icleinem  Instramenten 
Nonius)  schärfer  abgelesen,  als  die  Schätzung  zwischen  die  Teilstriche 
hinein  zulassen  würde.  Je  nach  dem  Durchmesser  des  geteilten  Kreises 
ist  diese  Ablesung  oder  Lesung  wieder  verschieden  weit  zu  treiben,  auf 
1',  30",  20",  10"  an  kleinen  Instrumenten  {Toilkreisdurchmesser  10  bis 
20  cm),  auf  5"  bis  1"  an  Instrumenten  mit  grössern  Kreisen  und 
feinen  Ablese  Vorrichtungen  (Mikroskopen).  —  Von  der  Planimetrie  nnd 
dem  Linearzeichnen  her  ist  ferner  bereits  bekannt  der  sog.  Transpor- 
teur (Aufträge-Halbkreis),  der  ebenfalls  eine  (gröbere)  Gradteilnng  trägt; 
bei  den  sog.  Kegeltransportenreu  (meist  als  „Volltransporteure" 
mit  ganzem  Kieis)  hei  denen  um  den  Mittelpunkt  ein  Linealann  drehbar 
ist  und  die  eme  fernere  Teilung  nnd  an  jener  , Regel"  einen  Konius 
zum  Ablesen  uder  Einstellen  haben  kann  die  Ablesung  oder  Einstellnng 
eines  Winkels  bis  auf  emige  Minuten  oder  1    genau  geschehen. 

All  btelle  der  bisher  bi^spriohenen  aog  alten  Winkel-  oder  Kreis- 
teilunfc  (,Se\agesimalteilung)  wird,  'eit  hundert  Jahren,  vielfach  auch 
die  sog  neue  Teilung  oder  Centesimalteilung  benntet,  bei  der  der 
rechte  Winkel  in  100  gleichp  Teile,  ebenfalls  Grade  genannt,  zerlogt  wird 
und  jeder  Grad  m  1110  Minuten  lu  je  100  Sekunden  zerföUt  &o  lange  die 
beiden  Teilungen  neben  einandei  im  Gobranoh  sind,  ist  es  notwend^,  för 
die  neue  Teilung  besondere  Zeichen  und  besondere  Namen  zu  habon.  Der 
Oentesmialgrad  wird  jetzt  meist  mit  "  bezen-hnet,  z  B  alio  '^0°  =  100"; 
60''  =  66a/3>;  30°  =  33',3333. .  30 "=18"  0  0  42  ==37° 48'  Min 
kann,  um  einen  möglichst  kurzen  Namen  zu  haben     den  ^Oentesimalgrad" 

als  Neugrad  bezeichnen.    ¥Gi  die  Untenbteilnngen,  NpuminutB=  ^^^ 

Neusekunde  =  jjuifin'  ^^'  ^^^  ^'■'''^  Zwecke  eine  besondere  Bezeichnung 
und  Benennung  unnötig;  wie  man  z  B  tur  die  Strecke  37  Meter  und  50  Centi 
meter  nicht  schreibt  37  m  50  cm,  sondern  37,50  m  oder  37™, 50  so  ibt  auch 
der  Winkel  von  48  Neugrad  und  50  Ntummnten  zu  schreiben  als  48«  "lO 
Für  andere  Zwecke  aber,  z.  B.  in  mathematischen  Tabellen  odei  wenn  kleine 
Winkel  z  B  0*0020  anfüeten  ist  eine  besondere  Bezeichnung  ani,h  der 
Unterabte  lungen  des  Neugrids  notwenditf  Einigkeit  Ober  diese  Bezeichnung 
ist  bisher  nicht  vorhanden  in  Deutschland  wird  neueidmgs  vielfach  bezeich 
net  0»01  mit  1  md  O'OOOl  mit  1  doch  ist  kein  Grund  vorhanden,  die 
weiter  verbreitete  unl  m  Drutk  und  Schrift  deutlichere  Bezeithnung  0»01 
=  1   unl  O'OOOl  =  1     zu  verlassen 

In  diesBm  Buch  wird  im  allgemeinen  die  noch  viel  allgemeiner  vpi 
wendete  „ilte"  Teilung  beibehalten  gelegentlich  aber  doch  auch  von  der 
„neuen"  Te  lung  Gebianoh  ge  nacht  weiden,  die  für  viele  Bedörfnisse  der 
ibinen  und  angewandten  Mithematik  Vorzuge  besitzt  behon  mit  EUcksicht 
luf    eliibger    \   rstellung  \   n  in  (i  adzallen  gtgebenen  Winkeln  u  b   f   ist 
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es  angeze^t,  gleich  von  Anfang  an  wenigstens  gele^nntluh  auch  den 
Neugrad  neben  dem  brad  zu  rerwendiii 

Ändere  Kreii Einteilungen  sind  ohne  Bedeutung,  l  B  die  schon  seit 
mehieien  hundert  Jahien  gelegentlich  benutzte,  die  den  alten  Grad  hei- 
behalt  ihn  aber  in  der  Alt  der  jetzigen  , neuen"  Teilung  dezimal  weiter 
einteilt,  oder  die,  die  als  Einheit  iür  die  Messung  der  Winkel  nicht  den 
den  rechten  Winkel  {=  W  =  100"),  sondern  den  sollen  Winkel  ,(=  360° 
=  400»)  nimmt  und  diese  Einheit  dezimal  einteilt  wir  sind  aber  durch  die 
Gruiillagen  unseier  Geomotne,  den  PylAago>aiselien  Satz  im  rechtwinkhgen 
Dreieck,  durch  dia  tpchtwinkhge  Coordinatensystem  u  s  f  unbedingt  au  den 
lechtPu  Winkel  als  Winkelmessungseinheit  gebunden  und  es  wird  deshalb 
von  dieser  Einteilung« weise  im  Folgt nden  m  ht  mehr  die  Eedo  sein.il 

Diese  Gradmasszahlen  für  einen  Wmkel  «,  die  die  „Grosse* 
des  Winkels  angeben  verglichen  mit  der  ,Giö'-se"  des  rechten  Winkels, 
genügen  imn  in  der  That  unmittelbar  für  manche  Aufgaben  am  Kreis, 
in  denen  mit  (beliebigen)  Wititeln  zu  rechnen  ist. 

Z.  B.  sei  die  1)  Aufgabe  (Fig.  1) :  In  einem  Kreis  vom  Halbmesser 

10m  ist  ein  Centriwinkel  AOB  von  62"  gegeben;  wie  lang  ist  der 

Bogen  AB?    Antwort;  Die  Bogenlänge 

AJB  verhält  sich  zum  Kreisnmfaug  wie  der 

Centriwinkel  .d  0.B  in  Graden  zu  3600,  gg 

2  71  r   62*^ 
ist  also  Bogen  AB  =  —     '     --,  wo  G2fi: 

360"  eine  reine  Verhältniszahl  vorstellt  und 
AB  in  dem  LBngenmass  erhalten  wird, 
in  dorn  r  genommen  ist;   also  hier  Bogen 

lang. 

Oder  2) :  was  ist  in  einem  Kreis  von  10  m  Halbmesser  der  Flächen- 
inhalt F  eines  Sektors  AOB  mit   dem  Centriwinkel   70   Neugrad? 
Antwort:  Die  Sektorfläche  F  verhält  sich  zur  Kreisfläche  wie  der  Centri- 
winkel zu  einem  vollen  Winkel;  es  ist  also  hier 
nr^.70' 
i''=  — jjjj.,—  Quadratmeter,  wenn  r  in  Metern  genommen  ist,  oder 

^,      3,14159..  X  100.70 

F  =.  -^—^ —  =  S4,97  . . .  qm. 

Oder  3):  was  ist  der  Halbmesser  eines  Kreisumtangs    auf  dem  die 
2  m  dem  Centriwinkel  «  =  1°  entspricht^    Antwort: 
&.3600 
g-- — ö",  r  m  der  Längeneinheit  genommen,  m  der  ö  gegeben  ist, 


■  2.3,1416.1 


Meter  =  114,50. 
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Oder  4):  was  ist  der  Centriwinke!  eines  Sektors  von  14:8  Qnadrat- 
metBin  FläcliB  im  Kreis  von  12  m  Halbmesser?  Aütwort:  Den  CeDtri- 
Winkel  «■*  erliält  man  aas  der  Proportion:  a"  verhält  sich  zu  360"  (oder 
auch  a'  verhält  sich  zu  400°)  wie  die  Sektorfläche  zur  Kreisfläche,  also 

k'>  =  —„-  3600  ^  -  -^t^?™    ■  360»  =  117«,77,  . . .  =  IIT«  46'  . . . 
nr^  a,144qra  ^ 

(  der  au  l       ==  ^:^^-400'-'  =  130%86  ..  .)• 

I  e  Zall  nie  speie  f  ben  auch  schon  Veranlassung  zu  folgender  Be- 
metkung  De  G  öose  mt  denen  die  praktische  Trigonometrie  rechnet, 
Langen  Fla  hen  nhalte  W  kel  u  s.  f.  sind  keine  reinen  Zahlen,  wie  sie  die 
Änthmetik  znna  bst  verwendet  hindern  benannte  Zahlen;  sie  sind  ferner 
n  cht  als  absol  t  cl  t  g  inz  sehen,  wie  die  Zahlen  der  Arithmetik  oder 
An'ilys  sondern  se  snl  a  s  Messungen  hervorgegangen  oder  ans  ge- 
mes  enen  (j  össen  ber  cl  net  md  es  handelt  sich  nur  darum,  ihre  An- 
näherung an  die  wahren  Zahlen  jedesmal  so  weit  zu  treiben,  als 
es  der  zu  Grund  1  ^  ndcn  Messun^  selbst  n  id  dem  Zweck  dPi 
Eechnung  ent'prii-ht  Wenn  man  z  B  auf  dpm  Feld  die  Länge  uid 
Breite  emes  Rechte  ks  zu  a  =  lOn  00  nnd  (  =  50  00  Metei  geme  sen  hat 
jene  Strecke  «  abei  z  B  um  3  cm  die  Strecke  6  um  2  cm  unsicher  ist 
so  hat  es  dieser  Messung^grundlage  entsprechend  kernen  Sinn  die  Diagonale 
des  Rechtecks  auf  1  mm  zu  berechnen  oder  len  Inl  alt  F  zn  5000  OOOO  j^m 
=  50,000(00  a  aizngeben  'Rae  z  B  die  L^^ge  a  „genin"  iieht  g  gp 
messen  (z  B  auf  1  mm  genau  i  n  vorliegenden  Beispiel)  nnd  lur  die  Breite 
&  um  die  2  cm  unsithei  so  wiire  die  entstehende  Unsicherheit  der  Flache 
100,00  D  02  =  2  um  wire  umgekehrt  d  e  Breite  6  im  Veigleich  mit  dei 
2  cm  Unsicherheit  in  a  sehr  geniu  gemessen  so  wäie  die  entspie  hende 
Unsicherheit  in  F  gleich  50  00  0  03  =  1  5  qm  W  e  bei  gleichzeitigem  Voi 
handensein  dei  Fehler  2  und  3  cm  m  a  und  in  6,  die  beiden  Unsicherheiten 
2  um  nnd  1  B  jm  {die  dritte  =  0  03  X  0  02  =  0  0U0^  ^m  kommt  offenbar  gegen 
sie  nicht  in  Betracht)  sich  zi  r  Gesimtunsicherheit  von  F  zusammensetzen 
muss  der  Ge  däsie  {Fehler  nnd  An^gleichnngbrechnung  nich  der  Methode  dei 
kleinsten  Quadiate  einer  iraktischtn  Anwenduig  der  Differentialrechnung) 
fiberlasse  1  bieben  Abef  es  ist  doch  aus  den  Zahlen  leicht  zu  erkennen, 
dasÄ  es  m  1cm  Fall  de«  Beispiels  keinen  Sinn  hatte  ^gcniuer  als  int  1  qm 
oder  höchstens  aut  0  1  ^m  anzugeben  Ohne  eigene  praktische  Bifahrungen 
über  lie  Fehler  lenen  die  eiementaien  Messungen  von  Längen  und  Winkeln 
auf  dem  Felde  oder  die  Messung  der  Winkel  am  Himmel  ausgesetat  sind, 
kaim  zwaa  ein  zntreflendes  Urteil  Ober  die  m  jedem  Fall  erforderliche  Eech 
nungaschärfe  nicht  gewonnen  wer  len  Aber  es  genügt  vorläufig  die  Einsicht 
der  praktisthen  Notwendigkeit  ver'.chieden  scharfer  Rechnung  unter  ver 
schiedenen  Bedingungen  und  selbst  die  elementarsten  Genanigkeit&hetrieh 
tungen  ii  Figuren  auf  dem  Keis=brett  genigen  un  z.  B  die  füi  %erschiodenc 
Zweclie    n  twenl  ge    veischeleic    Gi  iiui_ke  t    der  "\\  inkelmgibpn    unl 
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%  1.    Massialileii  tui  \\inkpl 


^'ß. 


'— '  ;€■ 


Winkelmessungeii,  ziidenen  jetzt  zuru^kgekehit  werden  soll,  zu  zeigen  und 
zugleich  die  Notwendigkeit,  sich  insbesondeie  ubei  kleine  Winkel  und  von 
ihnen  abhängige  Grössen  beatimmte  Vorstellungen  zu  verschaffen.  Es  sei  z.  B., 
Fig.  2,  AB  eine  auf  dem  Eeissbrett  scharf  gerade  gezogene  Linie.  lu  C 
werde  ein  Lot  errichtet;  wie  genau  richtig 
muss  der  rechte  Winkel  hergestellt  werden, 
wenn  man  das  Lot  auf  eine  Strecke  CV 
=  25  cm  braucht  und  der  Bi  d].n  kt  D  u 
nicht  mehr  als  D  Z>i  =  0,1  a  n  (se  tl  ch 
von  CD)  unsicher  werden  soll  Man  kann 
hier  offenbar  Di>i  als  kleine  B  «e  v  n 
der  Länge  0,1  mm      n  K  n  '>5  cn 

Halbmesser  ansehe      u  1  e    hanlelt      h 
um  den  jenem  Bogen  e  tsi  e  he  denCentr 
Winkel  D^CV  —  a:     Nah  dem     i  den 
gen  Beispielen  bereits  Verwendeten  hat  man:  Cent  w  nke!  ve  hält  sich 
fl  Bogen  wie  der  volle  Winkel  zum  ganzen  Kreisuinfcng  od  t    x" — 

n  Graden     W  li     a    a  etwa 


3^1?! 


n — hi^  „  —  ■  360f ;  diese  Gleichung  liefert  x  ii 
sogleich  in  Minuten,  so  ist  einfach  rechts  60  als  Pakto 


füg 


für  X  in  Sekunden  -n 


1  0  auf  die  doppelte  Lange   G  E  = 


Wörde  man  das  Lot  iu  0  auf  die  doppelte  Lange  C  E  =  50  cm,  brauchen 
nnd  fBr  die  Lage  von  E  m  der  Richtung  senkrecht  zum  Lot  die 
lineare  Unsicherheit  von  Ol  mm  zulassen  so  mflsste  das  Lot  noch  einmal 
so  genau  als  vorhin  errichtet,  d  h  die  Unsicherheit  des  rechten  Winkels 
auf  die  Hälfte  des  vorigen  a.  herabg^drackt  werden,  oder;  dieselbe  Unsicher- 
heit X  wie  vorhin  iu  der  Richtung  des  Lotes  giebt  doppelte  Unsiclierheit  des 
Bndpunkts  in  der  Richtung  E  Ei  gegen  vorhin.  Um,  wie  schon  angedeutet, 
gleich  hier  wenigstens  eine  Vorstellung  über  kleinere  und  ganz  kleine  Winkel 
2U  gewinnen,  merke  man,  nach  Ausrechnung  gemäss  den  vorstehenden  Auf- 
L,  dass  dem  Centrlwinkel : 

=  moo  min  mmw  itr  Bopen  I7,5  Miiiimeier  (atiDeruniiEi) 
=  1000  ram     ,      .    ,    0,29     ,  , 


*  an  geteilten  Kreisen,  z,  B.  am  sog.  Transporteur  auf  dem  Eeissbrett. 
Mit  wonigen  solchen  Zahlen  lassen  sich  Fragen  wie  die  folgenden,  die  der 
Anschauung  höchst  förderlich  sind,  sofort  ohne  Eechnung  beantworten; 
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8  §  1.    Masszahlen  für  WiDkel;  Gradmass. 

1)  Wenn  mau  den  Kreis  eines  Winkelnies sinstruments  in  ganze  Grade 
zerlegen  will  und  die  Teilstriche  sollen  (nicht  näher  als)  auf  Va  mm  zusammen- 
kommen, ivie  gross  rnuss  der  Halbmesaei  des  Kreises  (mindestens)  genommen 
werden?    Antwort;   Der  letzte  Teil    der  Zusammensteihmg  gibt   sofort: 

2,85  cm  (=10  cm -y~=j,  also  Durchmesser  (den  man  bei  Teilkreisen  stets 

angiebt)  =  5,7  em.  Sollte  der  Kreis,  bei  derselben  Entfernung  der  Teilstriche 
von  1/2  mm,  in  1/g,  1/3  ■  ■  GifiA  geteilt  werden,  so  wäre  der  Teilkreisdurchmesser 
2,  3 , . .  nial  so  gross  zu  nehmen.  Sollte  der  Abstand  der  Teilstriche  1  ram 
statt  Va  mm  werden,  so  wären  die  Durchmesser  zu  Ycrdoppeln. 

2)  Beim  Abstechen  eines  Punkts  mit  einer  feinen  Nadel,  am  Band 
eines  messingenen  Zeichen- Halbkreises  von  10  cm  Halbmesser  (20  cm  Durch- 
messer) sei  eine  Unsicherheit  von  0,09  mm  (nicht  ganz  1/10  J"'")  *•*  befürchten. 
Was  ist  die  dadurch  entstehende  Unsicherheit  im  Centriwinkel  (unter  der 
stillschweigenden  Annahme,  dass  der  Mittelpunkt  des  Halbkreises  mit  dem 
Scheitelpunkt  und  die  Nulllinie  des  Halbkreises  mit  dem  einen  Schenkel 
des  zu  messenden  oder  aufzutragenden  Winkels  genau  zusammenfalle)? 
Antwort:  Der  letzte  Teil  der  Zusammenstellung  giebt  uninittelhar:  rund  3'. 
Wollte  man  auf  der  Zeichenebene  also  die  so  gewonnene  Richtung  bis  auf 
I  m  Entfernung  verlängern,  so  wäre  die  lineare  Seitenunsicherheit  (im  Sinn 
von  DD;  oder  EEi  der  vorigen  Figur  2.)  nach  dem  ersten  Teil  der  Zu- 
sammenstellung  rund  3  x  0,39  mm  =  etwa  0,9  mm. 

3)  Wenn  mau  bei  gemessenen  oder  berechneten  Winkeln  (in  Teld- 
messungsaufgaben)  bis  auf  1"  rechnet,  welchem  Verhältnis  der  Seitenabweich- 
ung DDi  zur  Entfernung  GJD  (vgl.  Fig.  2.)  entspricht  dies?  Antwort: 
Nach    dem    mittlem    Teil    der    Zusammenstellung    rund    dem    Verhältnis 

Hüö^aiwii  "'«  ""''  *"  '»*"«°»  MTooo'  *"  """"•  '"'""''■ 

nung  giebt:  dem  Verhältnis  öÄfl-gßF  "  Auch  ohne  eigene  Messungspraxis  wird 
mit  dieser  Zahl  einzusehen  sein,  dass  eine  über  die  Genauigkeit  von  1"  in 
den  Winkeln  etwa  noch  hinausgehende  Genauigkeit  in  Messung  und  dem- 
nach auch  Eeehuung  den  feinern  und  feinsten  geodätischen  (und  astrono- 
mischen) Arbeiten  wird  vorbehalten  Weihen  müssen. 

4)  Man  kehre  die  obige  Zusammenstellung  auch  noch  allgemein  so  um, 
dass  man  eine  runde  Bogenlänge,  z.  B.  die  Längeneinheit  annimmt  und 
fragt:  wie  lang  muss  der  Halbmesser  des  Kreises  sein,  damit  diese  Bogen- 
länge dem  Centriwinkel  1"  oder  1'  oder  1"  entspricht?  Was  ist  z.  B.  der 
Halbmesser  eines  Kreises,  in  dem  die  Bogenlänge  1  m  =  1000  mm  den  an- 
gegebenen Centriwinkeln  entspricht?     Antwort: 

Im  lang  ist  der  Bogen  von  1  °  Centriwinkel  im  Kreis  von  57,3  m  (rund)  Hilbmesser 
Im    ,     ,    ,       „       „    1'  ,  ,      ,       .  3438m     , 

Im    ,     ,    „       „       „1"  „  „      ,       ,206  265m(abger)    , 

Eund  206  000  m  =  206  km  ist  ungefähr  die  Entfernung  zwischen  Beilm  und 
Stralsund  oder  zwischen  Stuttgart  und  Luzern;   auf  einem  Kreisumfang  nnt 
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Maaszahlen  far  Winkel;  Arcus. 


*"t  ttg  it  1  Mittelpunkt  1er  etwa  duich  Lnzeti  linPviUe  Wetzlar.  Kel- 
heim  a  D  den  A  lljerg  (,elit  ist  1  Centiiwinkel  dutcli  lie  Bogenlänge 
1  in  largestellt  dei  B  gen  1  m  entspi  cht  flem  Centriwinkel  10"  auf  einem 
Kre  snT  ting  von  13  mil  klemtrem  Halbrnp  ser       s   f 

2}    Analytische!«    fliass    dei    lüinkel-   Arcus.    Die 

Zal  lenbeispiel  über  Buf,pnlang'e  u  &  f  m  dPi  Mitte  dps  Absatzes  1) 
getifn  aber  noch  VeiaaUisung  zui  AufetßllunfT  emei  weitem  Masazahl  für 
Winköl  die  fiii  manche  Zwecke  noch  emtaoher  als  die  Uridzahl,  ffir  au- 
lieie  Zwecke  §aiiz  unentheliil  cli  ist  In  allen  jenen  Ereisbogenreobnungen, 
m  denen  der  Centiiwinkel  a  auftritt  kommen  stet«;  Ausdniclte  Ton  der 

-S6Ö«-  =  180»  ■'^''  "'"'^  ^^-^n 
180" 


Form  - 


Hier  wird  n 


den  stets  wiedei  kein  enden  Brncli  - 


dera. 


1  Q  ganz  bestimmten 
!ige  K  instante  be- 


Centriwinkel  vorstellt  zweckmässig  durch  e  ne  einzige 
zeichnen  fir  die  da=!  Zeichen  q  Grad  gewählt  worden  lat^)  Die  geo- 
metr  sehe  Bedeutung  dieses  Centnwinkels  yO  ist  sehr  einfach:  es  ist  der 
( entriw  nkel  für  den  die  Bogenknge  gleich  1er  Lmge  des  Halbmessers 
iit     Dass  es  nicht  anf  die  ab- 


ankommt ist  klar ;  ist  der  Bogen 
ÄS  genau  so  lang  wie  der 
Halbmesser  AO,  so  daas  also 
der  Winkel  J.  0  2i  =  ji"  ist,  so 
ist,  wenn  ein  neuer  Kreis  OA' 
um  0  gezogen  wird,  anch 
A-li'=OA',  da 

Bogen  A'  B'     _ 
Halbmesser  OÄ'  ~ 
Bogen  AB 


messer  kann  man  nun  auch  jeiien  beliebigen  Winkel,  z.  B.  den  Winkel 
iK  =  AOB  {Fig.  3)  angeben.  Der  Winkel  a  ist  gegeben,  wenn  das 
Verliältnis  der  Länge  des  Bogeng  zur  Länge  des  Halbmessers 
Bogen  AB  _  Bogen  Ä'B' 
Halbmesser  OA  "Halbmesser  OA' 
Der  Winkel  a  ist  hier  dann  durch  eine  reine  Zahl  (Verhältniszahl, 
Grösse  nullter  Dimension,  wenn  die  Längen  als  Grössen  erster  Dimen^on 
bezeichnet  werden)   ungegeben.     Auch   die   im  Absatz  I)  eingeführte 


Halbmesser  OA 
Durch  dieses  Verhältnis 


beJcannt  i 
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10  §  !■    Masszahlen  fßr  Winkel:  Arais. 

Gradzahl,  das  Gradmass,  ist  im  Grund  nur  eine  Verhält« Lszahl,  die 
den  anzugebenden  Winkel  mit  den  It  nW  ikel  vergleicht,  denn: 
der  Winkel  a  ist  gleich  50"  he  t  n  ht  a  d  es  alsr  er  nmfasst  50 
Teile,  deren  der  rechte  Winkel  90  tl  alt  d  r  Winkel  ß  ist  gleich 
37024'  heisst:  ß  enthält  37,4  T  1  d  n  d  rechte  Winkel  90  ent- 
hält oder  37  X  60  +  24  =  2244  T  1  d  en  d  ■  rechte  Winkel  90  X 
60  =  5400  hat;  der  Winkel  y  ist  -t  4(  IS  heiest:  er  enthält  20  X  60 
X60+47X  60  +  13  =  74833  Teüe,  von  denen  90  X  60  X  60  =  324000 
auf  den  rechten  Winkel  gehen.  Nur  bleibt  bei  der  Angabe  dos  Grad- 
masses  der  zweite  Teil  dea  Verhältnisses  als  selbstverständlich  still- 
schweigend weg  und  jene  Zahlangahe  ist  also  zu  „benennen". 

Die  oben  neu  eingeführte  Mai^eahl  (reine  Zahl)  für  den  Winkel  «, 
.>,,,.     Bogenlänge  für  den  Centriwinkel «    .  ,  .,    , 

das  Verhältnis:  tt-^z 5 — ^f— ■ wird  nun  mit  Arcw^ 

Halbmesser  des  Ereises 

T on  «,  abgekürzt  cwc  a  (sprich  areus  a)  bezeichnet.  Die  geometrische 
Bedeutung:  von  orcic  ist  klar:  es  ist  die  Bogenlänge,  die  imEreis 
vom  Halbmesser  l  dem  Centriwinkel  «  entspricht;  in  dem  mit 
der  Längeneinheit  (1  m  oder  1  cm  oder  1  km)  als  Halbmesser  beschrie- 
benen Kreis  ist  der  zum  Centriwinkel  «  gehörige  Bogen  arc  «  (m  oder  cm 
oder  km)  lang. 

Man  sagt  durch  arc  a  sei  der  Winkel  «  „in  amalytiscliem 
Mass"  gegeben;  oder  auch  „In  Halbmesser  teilen"  ausgedrückt 
(genauer:  die  Bogenlänge,  die  dem  Centriwinkel  «  zugehört,  ist  in 
Teilen  des  Halbmessers,  d.  h.  mit  dem  Halbmesser  als  Längeneinheit, 
ausgedrückt).  In  diesem  „J.;  (,!(s"mis=!  werfen  Lu  der  Änalysis  die 
Winkel  gemessen    daher  der  Naiie 

Mit  Hilfe  dei  schon  am  Einganjj  die«e   Absitzes  2)  eingetuhittn 
isno 
Konstanten  q" (Gentiiviinkel    zu  dem  die  Bogenlänge  =  Lin^e 

des  Halbmesseis  gehjrt)  sind  nun  schliesslich  auch  die  Beziehungen 
zwischen  dem  „Graima'.s'  und  dem  „aiulytischon  Masi"  fui  die  Wmkel 
klar: 

Um  einen  im  Giidraas«  „egebenon  T\inkel  m  analvti 
schem  Mass  ausaudiucken  (den  Aicus  dieses  Winkels  zu 
finden)  ist  die  Zahl  der  Grade,   die  der  Winkel  enthält,   mit 

180" 
(fi  = ^  o^er   das  in  Minuten   ausgedrückte  Gradmass   des 

(180. 60)' 
Winkels  mit  p' = ,    oder    das   in    Sekunden    ausge- 


rückte Gradmass  des  Wir 
ieren;  und  umgekehrt: 


_  (180.60.60)" 
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§  1.    Masszahlen  für  Winkel;  Areas.  11 

Um  aus  dem  gegebenen  arc  eines  Winkels  das  dem 
Winkel  zugehörige  Gradmass  (Grade,  Minuten  oder  Sekunden) 
zu  erhalten,  ist  der  arc  mit  q  ((j",  q'  oder  q")  zu  multiplizieren. 

Die  Zahlenwerte  von  ^  (Centriwinkel,  dessen  Bogen- 
länge gleich  der  Länge  des  Halbmessers  ist;  Winkel,  dessen 
Arcus  =  1  ist)  sind  dabei  (die  Zahlen  sind  transoendent,  weil  n  keine 
algebraische  Zahl  ist,  und  müssen  also  eben  für  die  Eechnung  an  ge- 
eigneter Stelle  abgebrochen  werden); 

jo  =  ^^'^-  =  57»  295J8.  .{auf  öo,  1  abgemndet  57«  I 

e'  =  (M^jlI'*)-        ^  ZW,'U . .  (auf  1'  abgerundet  3438') 


ieteUlgP  Log. 


31443 


e"  =  tl80 .  60  -  eoy;  ^  206264,8".  (auf  l" abger.  306 366")  I 

Dass  e"  wenig  kleiner  als  eO"  sich  ergeben  muss,  ist  klar;  für  den 
Centriwinkel  60"  ist  die  Sehne  gleich  der  Halbmesserlänge;  der  Centri- 
winkel, dessen  Bogen  gleich  dem  Halbmesser  ist,  wird  also  wenige 
Grad  kleiner  sein,  vgl,  Fig.  3. 

Beispiele.    Die  logarithmisciie  Rechnung  in  den  folgenden  Bei- 
spielen wird  ohne  weitere  Erläuterung  verständlich  sein. 

73»] 

1)  «  =  73»  6';  es  ist  arc  «?         «  =  73",!,  also  arc u  =  TiTd-öQQ 

log  730,1  =  1 .  86  392 
loge°  =1.75  812 
log  (arc  a)  :=  0  .  10580  |  arc  a  =  1,2758  . . 

2)  ß=  127»  13';  gesucht  arc  ß.     Es  ist  ;3  =  127  X  60  +  13  :=  7633', 

7633'    I   8.88270 
also  '^'■'^'^-3437',7..     3.63627 


I   0.34-6431  arcß^2,220i.. 
8);'=10025'47";  arcj-^?  Man hat^  =  (10x3600+25X60+47)"= 

...r,,         ..                £il*7"    I    3.71155 
5147",  somit  ar.^  =  2Qg2g^,      5   3^  ^^3  

I    8.39712— 101  arc^^^  0,024953. 

4)  ared  =  1,2858;  was  ist  ö  in  Gradmass? 

log  arc  6  =  0.09 195      log  arc  Ö  =  0 .  09 195  log  «rc  ö  =  0 .  09 195 

%  p»  =  1 .  75  812            log  f '  ^  3  .  53  627  log  p"  =  5  .  31 443 

log  (Ö0)  =  1.  85  007          log  (ö')  =  3  .  62  822  log  (ö")  =  5  .  40  638 

ßO  —  70'>,807                     S'  =  4248',4  ö"  =  254906" 

S  =  70»  48'  25"                Ö  =  70»  48'  24"  <*  =  70»  48'  26" 
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ä  1.     Masszalilen  für  Winkel:  Arms. 


Die  Abweichungen  in  den  "  von  d  rühren  von  den  Abrundungs fehlem 
in  der  5.  Dezimalstelle  der  Logarithmen  her. 

Eine  vollständige  Logarithmentafel  enthält  auch  eine  Tafel  der  arc 
mit  dem  Gradmass  als  Argument;  Rechnungen  wie  die  vorstehenden 
werden  durch  eine  solche  Tafel  entbehrlich  gemacht.  Die  Herstellung 
(Berechnung)  der  Tafol  ist  nach  dem  Vorstehenden  eine  sehr  einfache 
Sache;  man  kann  sie,  da  bei  gleichförmig  fortschreitendem  Argument 
(Winkel  in  Gradmass)  der  Tafolwert  (Arcus)  ebenfalls  gleichmässig 
fortschreitet,  durch  fortgesetzte  Addition  (oder  durch  „Interpolation  mit 
ersten  DifEeronzen")  bilden:  denkt  man  sich  z.  B.  den  arcl**  genügend 
genau  berechnet  (z.  B.  bei  beabsichtigter  ö-stelliger  Tafel  auf  etwa 
9  oder  10  Stellen),  so  dass  auch  lOOfache  Vervieliältigang  des  Argu- 
menta und  des  Tafelworts  diesen  nicht  mehr  um  eine  Einheit  der 
gewünschten  letzten  Dezimalstelle  unsicher  macht,  so  erhält  man  alle 
Zahlen  der  zu  berechnenden  Tafel  durch  Benützung  der  Gleichungen: 


arc  (m«)  =  n  .  arc  1"  ;   i 
arc  (p  +  q)"  =  ar 


ß") 


■cl«; 


■Ca";  u. 


.  f. 


Eine  dreistellige  Arcns-Ts,M  (für  gröbere  Eechnungen)  für  jeden  ganzen 
Grad  zwischen  0"  und  gOfi  findet  sich  am  Schluss  des  Buchs;  es  mögen 
hier  nur  einige  wenige  Zahlen  etwas  schärfer  angegeben  werden ; 

Zusammenstellung  einiger  zusammengehörenderWinkel- 
werte  in  Gradmass  und  in  analytischem  Mass  (arc): 


Grad- 

Ärc^is 

(abser.  iiitSDez.-St.J 

Arcus 

Gradmass  (abgerundet  auf  1") 

00 

0,00  000 

0,00  000 

0»   0'   0" 

300 

1  =0,52  360 

0,00  001 

0"   0'    2"  (genau  2",06  265) 

450 

1  =  0,78  540 

0,00010 

''    «'2^" -10  000^ 

60« 

1  =  1,04  720 
1  =1,57  080 

0,00  100 

''  ''''"-IWo^ 

90» 

0,50  000 
1,00  000 
1,50  000 
2,00  000 

28«  38'  52"  =  ~(j 
57«  17' 45"  ^e 
85''56'37"  =  l|y 
1140  35' 30"  =2y 

ISO« 
270» 

n   =3,14159 
^  =  4,71239 

360« 

2  71  =  6,28  319 

3,00  000 

1710  53'U"  =  3t. 
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§  1.    Masszahlen  für  Winkel:  Arcus.  13 

Ferner  ist;  [S-stelLLog.  (s.  oben) 

a*-elö  =  \=^  0,017  453...      I     8.24188~t0 

a  . 

arc  !'=--=  0,000  290  888  . .     6 .  46  373  -  10 

(j-  : 

arc  1"  =  -l  =  0,000  004  848  .}     4  .  68  557  —  10  ; 

e"  I 

oder  auch,  am  zu.  dem  Ausdruck  „in  Halbmesaerteilen"  auch  hier  bei  den 
Zahlen  q  noch  eine  geometrische  Erläuterung  zu  haben;  Teilt  man  den 
Halbmesser  eines  Kreises  in  57,296..;  3438..;  206  265  gleiche  Teile, 
so  stellt  einer  dieser  Teile  die  Länge  des  Bogens  vor,  der  in 
diesem  Ereis  dem  Centriffinkel  1";  1';  1"  entspricht. 

Für  jede  Sekunde,  die  ein  Winkel  wächst,  vergrössert  sich  nach 
der  letzten  Tabelle  sein  arc  um  0,000  004  848 . . .  (oder  für  je  1'  um 
0,000  290  888...  k.  s.  f.);  für  je  0,000  01  Yergrösserung  des  Arcus 
nimmt,  nach  der  vorletzten  Tabelle,  der  Winkel  am  2",062  65  zu  (Hr 
je  0,0001  um  20",6a65  u.  s.  f.) 

Für  Neue  Teilung  lauten  die  Zahlen  g  (Winkel,  dessen  Arcus  —  1  ist, 
auf  1"  a'bgerundet)  nebst  ihren  5-9telligen  Logarithmen  so: 

5- stellige  Log. 
ü.  =  ^  =63', 66  20^^780888""  ' 


_(20i}.]00.100)" 


;  63  66  2i 


5 .  80  388 


Man  lechne  ähnliche  Beispiele,  wie  sie  oben  für  alte  Teilung  angeführt  sind, 
auch  für  neue  Teilung  ans. 

Dieses  hier  in  *J),  neben  dem  Gradmass  (vgl.  1),  eingeführte 
Winkolmass,  der  Ärcits,  scheint  nun  zunächst  nur  die  Eechnungen  am 
Ereise,  wie  sie  z.  B.  in  1)  angeführt  sind,  zu  vereinfachen;  der  Arcus 
beliebiger  Winkel  und  die  Zahlen  g  (Winkel,  dessen  Arciis  =  l  ist; 
Centriwinkel,  dessen  Bogenlänge  =  der  Länge  des  Halbmessers  ist)  haben 
aber  eine  viel  allgemeinere  Bedeutung;  sie  stellen  in  der  Goniometrie  und 
Ti-igonometrie  die  Verbindung  zwischen  Geometrie  und  Arithmetik  her: 
in  der  ganzen  Analysis  kommen  die  Winkel  nicht  in  Graden,  sondern 
als  arc  vor;  siehe  darüber  später  bei  der  Berechnung  der  goniometri- 
schen  Funktionen. 

§  2.    Weitere  MasszaMen  für  die  Winltel.    Einführung  der 
gonioinetrischen  Fanhtionen  sin  und  cos  spitzer  WinbeL 

1>  Sehnenmast»  der  Winkel:  die  ViEuktion  cfutrtJ. 

Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Im  Punltt  0  dei'  in  der  Zeichnungs- 
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Geraden  ON  (Fig  4)  seil  an  dieser  beiaden 
sog.  Transporteurs,  vielmehr  nur  i 

eines  guten  Massstab'«  ier  m  Grradraass 
gegebene  Winkel  VÜ(?  z  B  S  = 
37"  15',  angulp^t  weiden  Veisucheu 
wir  den  im  yyrip^en  §  eingefuhiten  mi 
au  verwenden  nach  der  an  Tabelle  am 
Sühlnss  des  Baclis  ist 

Ajr  S7    =0b4b 

^    ^  "  fljc  38»  =  0  bbo        somit  auf 

drei  Stellen:        «rc  370  15'  =  0,646 +  |  .0,017  =  0,650. 

Diese  Zahl  könnte  nach  Bedarf  direkt  scharfer  ausgerechnet  werden 


arc  37  "15' 


370,25 


oder 


3235"j  d .  3493 
"     p'    '13.5363 


arc  ß\\9.  8130  —  10  |  «rc ,3  =  0,6501 . . . 
:  also  um  0  einen  Kreis  mit  der  Längeneinheit  als  Halb- 
messer, so  ist  der  dem  Winkel  ß  entsprechende  Bogen  dieses  Kreises 
0,6501  lang;  nehmen  wir  z.  B,  von  einem  guten  Millimeter-Massstab  dea 
Halbmesser  =  100  mm  (oder  200  mm)  so  ist  der  Bogen  des  Winkels  |3 
auf  diesem  Kreis  100 .  0,650  =  65,0  mm  (oder  200 . 0,650  =  130,0  mm) 
lang  zu  machen.  DS  sti  dieser  Kreis;  nun  kann  man  aber  die  Bogen- 
länge auf  ihm  mit  Zirkel  und  Massstab  nicht  genau  auftragen  unfl 
unsere  Verhältniszahlen  arc  versagen  also  hei  der  Läsung  dieser  Aufgabe. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  nun  offenbar  der:  hätte  man  statt  dei 
4re-Tafel  eine  Tafel  der  Sehnenlängen  (ebenfalls  wie  die  Jrc-Tafel, 
für  den  Halbmesset  1  berechnet),  so  wäre  die  Aufgabe  sehr  einfach  zu  lösen; 
man  hätte  dieser  Tafel  nur  die  Sehnenlänge  (ini  Kreis  vom  Halbmesser  I) 
für  den  Winkel  ß  zu  entnehmen,  um  0  den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  0  D 
gleich  der  Längeneinheit  zu  beschreihen  und  in  ihm  die  Sehne  DF  gleich 
der  der  Tafel  entnommenen  Anzahl  von  Längeneinheiten  einzustechen. 

Die  Herstellung  einer  solchen  Tafel  der  Sehnenlangen  ist  müh- 
samer, als  die  der  Areas-Tafel.  Die  Länge  der  Sehne  des  Centriwinkels  ß 
im  Kreis  vom  Halbmesser  1  sei  mit  chord  ß  bezeichnet  {Ghorde,  chorda 
n^,  von  andern  mit  s«*(f(  =  Suötens»  von  ^bezeichnet),  spiich:  Ckorde  ß. 


Man  nennt  dann  den  zu  demWinkel  ß  gehBrigen Wert  chotd  ß  i 
von  ß,  indem  man  sich  ß  veränderlich  und  zu  ]odera  Wert  von 
hörigen  Wert  chord  ß  aufgestellt  denkt. 

In  der  Mathematik  heisst  eine  Grösse  eine  Punktion 
(des  Arguments),  wenn  einer  bestimmten  Veränderunf 
Abnahme)  dieses  Arguments  eine  nach  einem  bestira 
dieser  speziellen  Punktion  eigentümlichen  mathema 


Funkt 
ß  den 


Ige- 
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seta  sich  vollziehende  Veränderung  (Zu-  oder  Abnahme)  jener 
ersten  Grösse  entspricht  Ohne  den  von  der  Element  arm  atheniaiäk  her 
nun  noch  nicht  bekannten  Begriff  der  Yeränderlichen  .Grösse  oder 
, Variablen"  lässt  sich  der  B^riff  Funktion  nicht  definieren.  Das  allgemeine 
Zeichen  einer  (willkörlich  gedachten)  Funktion  ist  f  oder  auch  g  u.  s.  f.; 
y  =  f{x)  bedeutet  also;  y  ist  eine  Funktion  von  x.  Dabei  heisat  x  die 
unabhängige  Veränderliche  oder  Variable  (oder  das  Argument), 
y  die  {gemäss  /)  davon  abhängige  Verändeilich  d  V  bi 
X  kann  man  sich  behebig  verändert  denken,  y  verand  ri:  h  1  m  t  b 
so,  wie  es  die  Gleichung  y  =  f  \t)  verlangt,  füi  jed  1        p      1!    / 

anders     Man  beachte  schon  hier,  dass  mit  dieser  Deii    t  g  nth  h    m 

Beerifl  dei  Mechanik  eingetnhtt  ist  a  verändert  sich  st  tig  d  h  d  nd 
a%a  Intervall  hinduich    es  ^darehlauft"  dis  Intervall  zwis  h      1  d  d  n 

Zahlen  kann  nur  geometnsi.h  mechanisch  duich  eine  Bewegung  gedentet 
werden  Eine  Strecke  ak  verämierluhe  GrCs'je  bedeutet,  dass  em  Punkt 
auf  einei  Geraden  sich  hm  und  herbewegt  (der  eine  Endpunkt  der 
Strecke  festgehalten  wüd,  der  andere  sich  veiandeit);  em  Winkel  als  ver- 
änderliche Grösse  bedeutet,  dass  der  eine  Schenkel  eines  Winkels  festgehalten 
wird  und  der  andere  sich  dreht. 

Für  einige  bestimmte  Wiiikelwerte  |3  sind  die  Werte  dieser  unserer 
zuerst  versuchten  Funktion  cfioriJ  ^,  die  uns  zur  Rechnung  mit  f{  dienen  soll, 
aus  der  Planimetrie  bekannt.  Denken  wir  uns  fi  für  unsere  jetzigen  Zwecke 
durchaus  in  Gradmass,  nicht  in  analytischem  Mass,  also  z.  B,,  wenn  ß  ein 


I  der  Geometrie  i 


rechter  Winkel  ist,  ß  -  90",  nicht  |S  =  -i^.  so 

mittelbar  folgende  Zahlenwerte  (vgl.  Fig.  5)  bekannt :  der  Kreis  hat  den  Halb- 
messer 1;  für  den  Centri- 
winkel  60''  ist  die  Sehne 
gleich  dem  Halbmesser,  also 
=  1 ,  somit  chord  600  =  1 ; 
für  den  Centriwinkel  90o  hat 

chord  900  =  i/2'=  1,4142 . . .; 
±ui  den  Centriwinkel  120" 
ist,  wit.  dieFigui  zeigt,  die 
clijrd  gleich  der  dopjelten 
Höbe     Pires     gleichseitigen 

)  chord  1200  ist  dif' 
Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  in  dem  —  der  Höhe  gleich  1  ist); 
für  den  Centriwinkel  ISO"  hat  man  chord  1800  =  3.  Dies  wS,ren  einige  Gfrund- 
werte  für  eine  Cfiord-Tafel;  durch  fortsetzte  Halbierung  der  Winkel  90O 
und  600  kann  man  die  chord  von  450,  SO^  221/2",  !&*'; . . .  finden :  es  ist  dies 
die  ans  der  arithmetrisohen  Geometrie  bekannte  Aufgabe,  aus  der  Seite  des 
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einem  Kieis  eiügeschri ebenen  Quadrats  oder  regelmässigen  Sechsecks  die  Seite 
des  demselben  Kreis  angehOrigen  regelmäesigen  Acht-,  Sechzehn- . . .;  ZwOlf-, 
Yiernndzwajizig . . .  -Ecks  zn  flnden.  Die  ebenfalls  leicht  zn  hereclinenden  ersten, 
zweiten,  diitten...  Diagonalen  dieser  regelmässigen  Polygone  geben  dann 
die  ehord  für  die  ganzen  Vielfachen  von  z,  B.  231/20,  15  0  u.  s.  f.  Auch 
für  36'^  ist  die  Sehne  leicht  zu  finden.  [Seite  des  dem  Kreis  eingeschriebenen 
regelmässigen  Zehnecks;  goldener  Schnitt  des  Halbmessers;  Resultat  ehord  SS"* 


4  (VF- 1)1 


Es  hat  für  t 


Zweck  nichts  zu   sagen,  dass 
■klich  berechnet 


thatsäcblich  auf  diesem  mfihsamen  Weg  die  Tafel  nie 
werden  muss;  es  genügt  vorläufig  die  Einsicht,  dass 
schaifen  könnte, 

Eine,  wie  die  am  Schluss  des  Buchs  stehende  ^rcits-Tafel,  drei- 
steilige Tafel  der  ehord  für  jeden  ganzen  Grad  von  0"  bis  180  0  ist  hier 
angeschrieben. 

Tafel  der  Funktion  cJwrd  a  für  a  in  Graden. 


«0 

ehord a 

«0 

dtm-da 

«0 

cTwrda 

«0 

ehorda 

„0 

chwda 

«0 

Chorda 

-TF 

-ÖiÖÜT 

80 

0,518 

-m 

TTTOT 

00 

T^ir 

-m 

1,732 

-m 

"üisa- 

1 

2 
3 
4 

0.017 
0,035 
0,052 
0,070 

31 
32 

34 

0,534 
0,551 
0,568 
0,585 

61 
62 
63 
64 

1,015 
1,030 
1,045 
1,060 

91 
92 

94 

l,4ä7 
1,439 
1,451 
I,46S 

121 

122 
123 
124 

1,741 
1,749 
1,758 
1,766 

I51 

152 
153 
154 

1,936 
1,941 
1,945 
1,949 

S 

0,0S7 

35 

0,601 

65 

1,075 

95 

1,475 

125 

1,774 

155 

1,958 

6 

7 
8 
9 

0,105 
0,122 
0,140 
0,157 

36 
37 

0,618 
0,635 
0,651 

66 
67 

1,089 
1,104 
1,118 
1.133 

96 
97 
98 

1,486 

l!509 
1,521 

126 
127 
128 
129 

1,782 
1,790 
1,798 
1,805 

156 
157 
158 
159 

1,956 
1,960 
1,963 
1,957 

10 

0,174 

na 

0.684 

70 

1.147 

100 

1.532 

ISO 

1.818 

160 

1,970 

11 
12 
13 
U 

0,102 
0,209 
0,226 
0,244 

41 
42 
43 
44 

0,700 
0,717 
0,733 
0,749 

71 
72 
73 
74 

1,161 
1,176 
1,190 
1,204 

101 
102 
103 
104 

1,543 
1,554 
1,565 
1,576 

181 

132 
133 
134 

1,820 
1,827 
1,834 
1,841 

161 

162 
163 
164 

1,973 
1,975 
1,978 
1,981 

15 

0,261 

45 

0.765 

75 

1,218 

105 

1.587 

135 

1,848 

165 

1,988 

16 
17 
18 
19 

0.278 
0,296 
0,813 
0,330 

46 
47 
48 
49 

0,781 
0,797 
0,818 
0,829 

77 
78 
79 

1,231 
1,245 
1,259 
1,272 

106 
107 
108 
109 

1,597 
1,608 
1,618 
1,628 

136 
187 
188 
139 

1,854 
1,861 
1,867 
1,873 

166 
167 
168 
169 

1,985 
1,987 
1,989 
1,991 

20 

0.347 

50 

0,845 

80 

1,286 

110 

TM 

1« 

1.879 

170 

1,992 

21 
22 

24 

0,S64 
0,382 
0,399 
0,416 

51 
52 
58 
54 

0,861 
0,877 
0,892 
0,908 

81 
82 
83 
84 

1.299 
1,312 
1,325 

111 
112 
113 
114 

1,648 
1,658 
1,668 
1,677 

141 
142 
143 
144 

1,885 
1,891 
1.897 
1.902 

171 
172 
173 

174 

1,994 
1,995 
1,996 
1,997 

25 

0,433 

55 

0,923 

85 

1,351 

115 

1,687 

145 

1,907 

175 

1,998 

36 
27 
28 
29 

0,450 
0,467 
0,484 
0,501 

56 
57 
58 
59 

0,939 
0.954 
0,970 
0,985 

86 
87 

1,364 
1,377 
1,389 
1,402 

116 
117 
118 
119 

1,696 
1,705 
1,714 
1,723 

146 
147 
148 
149 

1,913 
1,918 
1,923 
1,927 

176 
177 
178 
179 

1,999 
1,999 
2,000 
2,000 

80 

0,518 

60 

1.000 

no 

1.414 

120 

1,732 

150 

1,932 

180 

S.000 
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Diese  Tafel  der  Werte  der  ehoid  (Sehnen  tafel,  Sehnenlängen  im  Kreis  vom 
Halbmesser  1,  Verhältniszalilen  der  Sehnenlangen  im  Kreis  yon  beliebigem 
Balbniesser  zur  Länge  des  Halbmessers)  macht  nun  die  am  Anfang  dieses  § 
aufgestellte  Aufgabe  sehr  einfoch:  für  ß  =  370  15'  —  ST'/^"  entnimmt  man  der 
Tfi;    Äf{  =  OrS5  +  -  0016  =  0039.    Schlägt  man  also  um  0  mit  dem 

n    nt  nMllmtem       tb    ntn  nnenenHalbmeaser  0Z>  =  100,0mm  einen 
K  t     minwteShkl  von  ß  zu  erhalten,  nur  mit  dem  Zirkel 

uf  j  m  M  tab  1  t  li  )  mm  abzunehmen  und  in  den  Ereis  als 
S  ^n     I>  E      nig         D  t        der  That  das  bequemste  und  sicherste 

Mttl  n      b-ad     ggljn     Winkel  zu  Papier  zn  bringen.  Die  Chord- 

Tafel  erleichtert  denn  auch  alle  Eeehnungen  am  Kreis,  bei  denen  die  Länge 
d     S  h         Betracht  k  m    t    S  f  Wirklichkeit  die  erste  gonio- 

mtnhTfllTg  mt  1  G  h  {Sipparch,  Menelaus,  Ptoh- 
mit)ht      h  Ih         h      tflbditfz.  B.  dachte  sich  Ftolemäus 

d      H  Ibm  d     X  J  §■!     h    T  1        1  gt       1  g  b  da  n  1 

7  11      f     d       hord  IWkl  Ihlil  dd  gmal 

Uttl  )JIhfühtb  h       nl        Atgb      aK 

dBötungin         htafl  g  i  [  Khng 

ddC/detTfltjttdG  t  ITg  t  tt 

dldTtldg       mth        dKtktn         1  Ifl 

1      N  m  füh       se     w    d 

Ul     h     hl       1  h  t  b    b     d     Cft  cd-Tafel,  zu  der  wir  auf  ganz 

nat    1   h  m  W  g  ?  führt  w    d  i         h    twas  i\x  verweilen.    Vor  allem 

b        kt  b       D     hg  h      d     1  t  1  das   die  Veränderung  der  Funktion 

1     d  tdV       d  gdmlr  genau  gleichen  Schritt  hält, 

d      b     d     T  t  1  d     F     kt  (    1  die  Tafel  im  Anhang)  streng 

zutraf.  Wahrend  z.  B.  am  Anfang  der  Tatel,  fGr  die  ersten  Grade  von 
«  =  00  an,  die  Differenz  zwischen  a,nfeinanderfolgenden  Funktionswerten  {also 
hier  Kr  eine  Vergrösserung  des  Arguments  um  je  10)  0,017  bis  0,018  beträgt, 
im  Mitfei  0,0175,  ist  diese  Differenz  in  der  Nähe  von  900  auf  0,012,  in 
der  Nähe  von  130»  auf  die  Hälfte  jener  ersten  Differenz  (auf  0,009)  gesunken 
und  nimmt  bei  den  letzten  Graden  der  Tafel,  von  17'! »  an,  voDends  rasch 
auf  0  ab.  Dies  ist  geometrisch  aus  der  Figur  5  sofort  zn  ver- 
stehen und  diese  einfache  Anschaulichkeit  allein  schon,  die  der  von  der 
Arithmetik  her  bekannten  Tabelle  der  Zahlenlogarithmen  zunächst  fehlt, 
macht  die  voiatehende  Tafel  für  ans  hier  wertvoll.  Diese  Differenzen  selbst, 
die  in  der  dreistelligen  Tafel  für  einige  wenige  aufeinanderfolgende  Grade 
konstant  bleiben  und  sich  also  nur  sehe  langsam  verändern,  zeigen  auch, 
dass  man,  wie  es  vorhin  schon  geschehen  und  aus  der  Tafel  der  Zahlen- 
logarithmen bekannt  ist,  auch  noch  in  einer  solchen  Tafel  linear  interpolieren 
darf,  wenn  das  Argument  der  Tafel  genügend  kleines  Intervall  hat. 

Denken  wir  ans  nun  die  Benützung  der  Tafel  umgekehrt,  nämlich  so : 
es  ist  die  Zahl  eht^d  y  gegeben,  man  sticht  aus  der  Tafel  den  Winkel  y.  Die 
letzten  Bemerkungen  haben  klar  gemacht,   dass   eine  Cftort^-Tafel   mit  einer 
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bestimmten  Zahl  von  Dezimalstellen,  ä,  4,  5  . . .,  den  Winkel  y  nicht  fiberall 
gleich  scharf  liefert,  was  auch  chord  y  und  y  seien,  im  Gegensa.tz  m  der 
gleichmässig  fortschreitenden  ^IrcMS- Tafel.  Ist  z.  B.  gegeben  chord  y  =  0,818, 
ao  fönt  in  iinaerer  Sstelligen  Chord-T&M  y  zwischen  IS"*  und  19<i,  und  zwar 
ist,  da  die  Tafel-Differenz  daselbst  sehr  konstant  17  Einheiten  der  dritten 
Dezimalen  betitgt ,  y=l8'^-i-^-  lO;  ist  der  Wert  von  cftoi-d^einMessungs- 
mert  oder  eine  aus  Messungen  berechnete  Zahl,  also  einer  i)estimmten 
Unsicherheit  ausgesetzt,  so  iässt  sich  der  Einfluss  dieser  Unsicherheit  auf  y 
nach  dem  zulefat  Angeschriebenen  abschätzen:  er  beträgt  so  viele  Siebenzehntel 
eines  Grads,  als  ^ord  y  um  Einheiten  der  dritten  Dezimalen  unsicher  ist. 
Ist  aber  gegeben  o7(ord  ö  =  1,829,  so  ist  damit  ö^  ISSO-j- y  -  F  viel  we- 
niger scharf  bestimmt,  wenn  die  gegebene  Zahl  einer  bestimmten  Unsicher- 
heit (derselben,  wie  soeben  bei  y  z.  B.)  unterliegt]  denn  Ö  wird  um  so  viele 
Siebentel  eines  Grads  falsch,  als  chord  S  Einheiten  der  dritten  Stelle 
falsch  ist. 

Zu  alledem  ist  auch,  wie  schon  angedeutet,  die  geometrische  An- 
schauung an  Fig.  5  heranzuziehen:  je  näher  der  Winkel  180''  kommt,  desto 
schlechter  wird  arithmetisch  die  Bestimmung  des  Winkels  aus  seinem  gege- 
benen Ponktionswert  ehord  und  dem  entspriclit  geometrisch  schlechte  Bestim- 
mung des  Punkts  auf  dem  Kreisnmfang  durch  Einlegen  der  Sehne  von  D  aus, 
oüer  , schiefer  Schnitt"  der  beiden  Bögen  (Kreis  um  0  und  Bogen  [mit  der 
Chord  des  Winkels]  um  D),  als  deren  Schnittpunkt  der  gesuchte  Kreispunkt 
enteteht.  Man  suche  insbesondere  den  vorhin  angegebenen  Differenzen  gang 
für  einige  Hauptwerte:  bei  00,  90",  1200  dnrch  den  Schnittwinkel  dieser 
beiden  Bögen  sich  geometrisch  vollständig  zu  deuten  (Differenz  halb  so 
gross  bei  120"  als  bei  O''  s.  o.,  n.  s.  f.).  Diese  Dinge  sind  als  Vorbereitung 
för  künftige  wichtigere  Tafein  von  Wert. 

Lehrreich  ist  femer  der  Vergleich  der  CAo!(Z-Tafel  mit  der  Arcus- 
Tafel;  dass  chord  a  stets  kleiner  äst,  als  arc  a  ist  geometrisch  unmittelbar 
klar.    Dem  Wert  chorda=l  entspricht  der  Winkel  a=60i>,  dem  Wert 

arcß  =  l  der  Wert  |^  =  57 o,8 ;  arc 90»  ist  =  |  =  1,5708 . . ,,  chord  900  = 

1/2"=  1  414  und  für  och  grössere  W  nkel  nimmt  1er  XJ  te  schied  beider 
Funktionell  rasch  mnerstäike  zu  Geonetnseh  st  a  h  klar  dass  tOr  klein 
werdenden  Winkel  der  Unter  h  ed  be  1er  Funktionen  (Unters  hied  zwischen 
Bogen  und  Sehnej  rasch  «  ledeute  d  eiden  wird  z  B  lauten  die  Zahlen 
fS  =D0  no  h  1  24  nnd  0  518  fö  ''flo  st  die  Difl  enz  schon  anf  0,002  ge- 
sunken rnid  sie  betrat  von  1  a  abwart  kern  volles  Tauseidstel  mehr. 
El  dli  h  legt  d  e  oben  angedeutete  Äble  tung  diese  Cfiord- Tafel  und 
hre  geo  etc  sehe  Deutung  den  Ve  u  h  nahe  Bez  ehu  j,en  zwischen  den 
dto  d  vers  helener  Wnkel  aufzustellen  u  d  luch  lese  Vprsuch  ist  als 
Vo  Qb  ng  fßr  Sjätc  es  ivert  oll  AI  sol  he  Übungen  nö^e  Her  folgende 
S  tze    t  1  en 

1]  Wa       t  I  !o  d    j  +(1     d[\       —  x] 
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Antwort:  4,  da  die  Summe  der  Quadrate  der  Sehnen  zweier  sicli  zu 
1800  ergänzender  Centriwiiitel  das  Quadrat  des  Durchmessers  giebt.  Mit 
thord  300  ist  also  z.  B.  auch  ehord  1501  bestimnit,  mit  chord  60"  ~  1  auch 
CÄwd  1200  ^  Yi—i  =  yW  wie  oben. 

3)  Wie  ist  dtord  300  zu  hestimmen  mit  Benützung  von  chord  QO"  =  1  ? 

Antwort:  Auf  mehrere  Arten;  nach  der  Figur  iat  z.  B.  eh<»-d  80'' 
die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  '/g  =  l/j  ehord 
60«  und  (1  —  -i-  yWj  sind,  also  [chord  30  0)ä  =  1  +  1  —  ylT-H  |  =  2  — ]/ ^ 
nnd  cfiord  300  =  y  2  — yS;  die  Ausrechnung  giebt  den  in  der  Tafel  ange- 
gebenen Wert  0,5176-1  Was  ist  also  chord  150?  Antwort:  Nach  1)  ist: 
{chord  I50»)2  =  4  —  2  +  1/3;    alao  cÄwd  150»  =  V2  +  y&=  1,9319. 

3)  Was  ist  chm-d  45"?    Antwort;  Vä^V^ 

4)  Auszurechnen:  diord  150;  cfiord  221/2";  cAorii  1650. 

5)  Wie  kann  man  chord  3Q°,  chord  720  berechnen?  Mit  Hilfe  des 
vom  goldenen  Schnitt  gelieferten  Dreiecks;  man  erinnere  sich  der  geometri- 
schen Sätze  üher  die  Seite  des  regelmässigen  Zehn-  und  Fünfecks. 

Mit  der  Funktion  chord  umfasst  der  Winkelbercicb  für  die  Bechnung, 
wie  die  Figur  andeutet,  zunächst  Winkel  bis  zu  I8OO, 

3)  Die  gonioinetrisclien  Funktionen.    Die  Yerhält- 

/      Sehne  des  CeiitriwiakelB\ 
Diszaiiieii  chord {=  p  .. 1  zeigten  eich,   wie  schon 

erwähnt,  bald  als  zur  Behandlung  weiterer  Angaben,  in  denen  Winkel 
in  die  Rechnung  einzuführen  sind,  wenig  geeignet.  Kehren  wir  nochmals 
zu  der  Aufgabe  am  Anfang  der  vorigen  Nummer  1)  zurück  und  suchen 
wir  sie  durch  Benützung  anderer  Verhältniezahlen  zu  lösen;  es  ist 
Gradmass  gegebene  Winkel  NO Q 
anzulegen.  Wir  wollen  uns  dabei  vor- 
läufig auf  den  Tall  beschränken,  dass 
ß  <  900  ggi^  Eg  gei  wieder  um  0  der 
Kreis  mit  dem  Halbmesser  OD  gleich 
der  Längeneinheit  beschrieben,  auf  dessen 
Umfang  also  der  Punkt  E  so  zu  bestim- 
men ist,  dass  der  Winkel  JSOD  gleich 
dem  in  Gradraaes  gegebenen  ß  wird. 
Wenn  wir  die  Benützung  der  Sehne 
SU  verlassen  wollen,  so  ist  das  nächst 
Einfache  die  Überlegung:  fällt  man  von  J?  auf  0-D  das  Lot  EF,  so 
wäre  der  Punkt  E  sofort  zu  bestimmen,  wenn  man  eine  Zahlentafel  hätte, 
die  die  Werte   von  EF  (der  Kreis  hat  den  Halbmesser  OI)=li  bei 

EF      \ 


(Fig.   6)  in    0   an   ON  der 


beliebigem  Halbmesser  wären  die  Tafelwerte   die  Werte 


Halbmesser/ 
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mit  ß  ab  Argument  liefern  würde:  man  hätte  nur  in  dem,  nach  dieser 
Tafel  dem  Winkel  ß  entsprechenden  Abstand  EF  eine  Parallele  zu  OD 
zu  ziehen,  um  den  Punkt  E  zu  finden.  Man  könnte  den  Punkt  E  ferner 
ebenso  einfach  bestimmen,  wenn  man  eine  weitere  Tabelle  der  Zahlen 

OF      \ 
f  J' (wenn  der  Kreis  beliebigen  Halbmesser  hat,  der  Werte  n^-rr 1 

mit  ß  als  Argument  hätte.  Man  hätte  OF  abzumessen  und  dort  das 
Lot  -f'-E  zu  errichten,  d.  h.  die  Parallele  zu  0(J  zu  ziehen.  Beide 
Bestimmnngs weisen  sinä  offenbar  im  wesentlichen  identisch :  ob  man 
OH  gleich  dem  zu  ß  gehörigen  Tafelwert  aus  der  ersten  Tabelle  ab- 
misst  und  die  Parallele  zu  02>  zieht  oder  Obgleich  der  j3  entsprechenden 
Zahl  aus  der  zweiten  Tabelle  nimmt  nnd  die  Parallele  zu  0  (?  zieht,  ist 
zunächst  gleichgiltig,  beide  Tabellen  oder  beide  Linien  führen  zum  Punkt 

EF 
E.  Denkt  man  sich  die  ersteTabeile  (Zahlen  för  „     mit  ß  als 


Argument)  für  alle  Werte  you  ß  zwischen  0"  und  90"  aufgestellt,  so  sieht 

man  zudem,  dass  man  damit  zugleich  die  zweite  Tabelle  (Zahlen  für 

OF       \ 
:;-,; hat,  wenn  man  nur  für  die  zweite  Tabelle  statt  ci  das  Ar- 
Halbmesser  / 

gnment  (90"  —  ß)  setzt.  Wenn  man  feiiier  das  in  der  vorigen  Nummer  1) 
über  den  Schnitt  der  beiden  Beatimmungslinien  für  einen  Punkt,  d.  b. 
also  hier  des  Kreisumfangs  und  einer  der  Patallelen  zu  OZ)  oder  zu  Off 
und  über  die  Differenzen  der  dortigen  Tabelle  Gesagte  beachtet,  bo  erkennt 
man  auch  noch,  dass  es  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punkts  E  auf  dem 
Kreisnmfang  vorteilhaft  sein  wird,  sich  derjenigen  von  beiden  Tabellen 
zu  bedienen,  die  den  besten  Schnitt  liefert:  in  der  ersten  Tabelle  werden 
die  Differenzen  der  Tabelleiiwerte,  für  gleichmässig  fortschreitendes  Ar- 
gument ß,  gegen  das  Ende  der  Tafel,  d.  h.  wenn  ß  sich  dem  Betrag  90" 
nähert,  sehr  klein  und  dasselbe  trifft  also  für  die  zweite  Tabelle  zu,  so 
lange  ß  sich  nicht  weit  von  0  entfernt;  für  den  Pall  ß:^  45^  wird  die 
Benützung  beider  Tabellen  gleich  günstig  sein  (Schnittwinkel  der  Bestim- 
mnngslinien  46'>).  Sonst  wird,  anders  ausgedrückt,  der  Schnittwinkel 
der  beiden  Linien  zur  Bestimmung  des  Punktes  E,  (Kreisumfang  und 

(zi 

so  günstiger,  d.  h.  nähert  sich  um  so  mehr  einem  rechten  Winkel,  ji 
näher  ß  bei  L^oj  liegt. 

Nachdem  sich  so  die  Benützung  der  Verhältniszahlen  (Pig.  7) 

EF  EjF.  ,        OF  OF, 

=  ..und>,  - 


OD=ÖJ!;~OD,  =="Ö-E,  ~"         Oi)  =  OF~OT)-i  =  OE-^       "' 
als  Funktionen   des  Winkels  ß  zu  Rechnungen   am   Kreis  ebenso 
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vorteilhaft  gezeigt  hat,  wie  üasere  früher  versuchte  Funktion  eliord,  hat 
man  nach  der  Fignr  noch  zu  nberleg'en,  das?  durch  eine  der  angeschrie- 
benen Verhältniszahlen  die  Form  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
EOF,E,OF^...,  das  den  Winkel  I? 
enthält,  vollständig  bestimmt  ist, 
nnd   dass   somit   die  jetzt   einge- 
führten Verhältniszahlen  auch  zu 
Eechnungen    im    rechtwinkligen 
und  damit  auch  im  schiefwinkli- 
gen   Dreieck    sehr    geeignet   sein 
werden.     Das  trifft  für  die  Funktion 
chord  nicht  zu:  chord  ß  äräckt  das  Ver- 
hältnis der  Länge  der  ganzen  Grundlinie 
'        '  zur  Länge  des  Schenkels  in  einem  gleich- 

schenkligen Dreieck  aus,  das  den  Winkel  ß  an  der  Spitze  hat;  da  man 
nun  aber,  wie  schon  aus  der  Planimetrie  bekannt  ist,  bei  allen  Eechnungen 
das  gleichschenklige  Dreieck  durch  die  Höhe  auf  die  Grundlinie  in  zwei 
kongruente  rechtwinklige  zerlegen  muss,  um  die  Grundlage  aller  rech- 
nenden Geometrie,  den  Pythagoräi sehen  Lehrsatz  anwenden  zu  können, 
so  ist  die  EicMigkeit  der  oben  getroffenen  Wahl  aufs  neue  bestätigt. 
Die  beiden  oben  angeschriebenen  Verhältniszahlen,  die  mit  ß  be- 
kannt sind,  oder  von  denen  jede,  wenn  sie  bekannt  ist,  den  Winkel  ß 
bestimmt,  sind  nun  in  derThat  endgiltig  als  die  trigonometrischen 
Elementarfunktionen  gewählt  worden;  man  nennt 

EF      E,  F, 
die  Zahl   -qw^  OE  '^^^  Sinus    von  ß.  Eezeichnung  f^in  ß; 

OF        OFy  ^  ^  ,, 

'        •      -^-^  =  ^   =...  den  Co«/n»*  „     ß.  „  a,^  ß. 

Es  hätten  diese  beiden  goniometrischen  Funktionen,  auch  ohne 
vom  Ereis  auszugehen,  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  als  der 
Grundlage  der  rechnenden  Geometrie,  abgeleitet  werden  können, 
wie  dies  iro  folgenden  Paragraphen  geschehen  soll  Die  im  Vorlier- 
gohendeu  gewählte  Auf^tellnng  zeigt  aber  auch  zugleich  warum  diPüe 
I'unktionen,  sowie  die  aus  ihnen  sich  weiter  ergebenden  ausser  den 
Namen:  trigonometiiBche  oder  anuächst  besser  goniometri'iche 
Zahlen  oder  Winkelfunktionen  auch  noch  den  Namen  Kreis- 
funitionen  führen 

Nach  dem  was  m  I)  ubei  den  mathematischen  Begriff  dei  Funk- 
tion gesagt  ist,  sollte  man  eigentlich  nicht  lon  „den  goaiometnschen 
Funktionen'  fester  ■Rmkelweite  z  E  den  Funktionen  dea  Winktl-- SO" 
sprechen;   denn   die   ,I''ii)lt  n"    setzt  n  twfulig    le  verdnlirliche 
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örüsse  (unabhäDgige  und  abhängig«  Variatile)  vorans.  Man  sollte  also 
eigentlich  sagen:  Werte,  die  die  goniometrischen  Funktionen  annehmen 
oder  Wert,  den  die  und  die  goniometrische  Punktion,  z.  B.  sin,  annimmt 
(erreicht),  wenn  das  ArgTiment  (hier  der  Winkel)  den  Wert  30**  annimmt 
(erreicht);  oder  man  sollte,  da  diese  Aasdrnckaweise  jedenfalls  viel  zu 
schleppend  wäre,  bei  festen  („gegebenen")  Winkeln  nur  von  ihren 
goniometrischen  Zahlen  (oder  im  Sinne  früherer  Zeiten,  vgl,  g  5, 
von  ihren  goniometrischen  Strecken)  sprechen.  Indessen  ist  dieser  Unter- 
schied nicht  durchgeführt  und  so  ist  auch  in  diesem  Buch  im  Folgenden 
vielfach  dort  goniometrische  oder  trigonometrische  Funktion  oder 
Punktionen  gesagt,  wo  besser  (feste)  Zahlenwerte  der  Punktion  oder 
der  Funktionen  oder  goniometrische  Zahlen  stehen  sollte. 


§  3.  Deßnition  der  sämtlichen  gomometrischen  FimktioneB 

eines  spitzen  Winkels  mit  Hilfe  des  rechtwinkligen 

Dreiecks. 

1)  liinleitniig;.  Es  sei  der  Winkel  MBN  oder  ß  zwischen  0" 
und  'ad";  Mit  man  von  einem  beliebigen  Punkt  C  (C^,  C^ .  -)  des  einen 
Schenkels 5 jVdas Lot  GA{C-^A^, 
G^  A^ . .)  auf  den  zweiten  Schenkel 
BJlf,sosind  also  nach  derDefinition 
amSchluss  des  vorigen  g  dieZahlen 
sm  ß  nnd  cos  ß  eingeführt  durch : 
ÄC      A,C,     Ä«a  .    . 

Ä,B     A.S 


ni= 


,  =..)=cc 


-BC^-BC^' 
Ausser  diesen  beiden  Funk- 
tionen von  ß  lassen  sich  aber  aus 
den  Längen  der  Seiton  AG,  AB  und  BC  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  ABC  noch  andere  Verhältniszahlen  bilden,  durch  die 
ebenfalls  der  Winkel  ß  bestimmt  ist.  Eine  davon  liegt  namentlich 
nahe,  wenn  wir  noch  einmal  kurz  zurückkehren  zu  der  Aufgabe  am 
Beginn  des  vorigen  §:  an  £Jf  in  .5  den  in  Gradmass  gegebenen 
Winkel  ß  anzulegen.    Hätte  man  nämlich  eine  Tabelle,  die  die  Werte 

der  Verhältniszahl  ^"n  für  die  Winkel  ß  als  Argument  liefert,  so  wäre 
diese  Aufgabe  ebenso  einfach  wie  dort  zu  lösen :  würde  man  auf  B  M. 
die  Strecke  B  A'  =■  der  Längeneinheit  abmessen  (auf  der  Zeichnung 
•L.  B,  100  mm  oder  1000  mm),  in  A-  ein  Lot  errichten  und  auf  ihm 
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die  Strecke  ^'C  — der  Zahl  abmes';™  fauf  der  Zeichnnng  lOOmal 
dci  Zalil  oder  lOOOmal  der  Zalil  MiUimetei),  die  nacli  dieser  Tabelle  dem 
W  nkel  ß  entspiicht,  ^o  WEire  dei  verlangte  Winkel,  d.  li.  die  verlangte 
EichtmgBC  gefunden  Man  übersieht  zugleich  leicht,  dass  im  Gegen- 
satz zu  dem  im  letzten  ^,  3),  fai  die  Funktionen  sin  und  cos  Angege- 
benen diese  neue,  dritte  Tabelle,  für  jeden  beliebigen  gegebenen  Wert 
von  ß  öchaife  Bestimmung  der  Eichtung  BC  geben  wird.  In  der,  That 
ist  diese  dritte  Verhaltniszahl  neben  dem  Simts  schon  sehr  bald  ver- 
wen  let  vi  ui  Inn 

£)  Definitionen  (lei-  goniomctrisclien  Vnnktion. 
Isehen  Tvir  n-ich  dieser  libeilegunff  zu  durch  wie  viele  aus  den  Seiten 
des  Dreiecks  AB  <'  (oder  Ä^  B  C^  )  gebildete  Varhältniszahlen  der 
Winkel  8  ingegeben  werden  kann.  Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
mögen  enthalten: 

B  C  =  a,         G  A  =  I),         AB  =^c      Längeneinheiten. 
Mau  kann  ofienbar  sechs  Verhältniszalilen  bilden,  von  denen  dann  jede, 
wenn  sie  bekannt  ist,  den  Winkel  ß  definiert,  oder  von  denen  jede  be- 
1  anct  ibt   wenn  der  Winkel  ß  gegeben  ist.    Diese  Verhältniszalilen  sind: 


} 


1 


l 


1 


hen   ' 


1  h  V   h  It        hl  H      d         d     se  1  s  t   g  noD  et 

gon   metr  s  ben    1     K  e   funkt   nen  d    W  nk  1   ft    D 
1      3  n     m  ^  hl        d      1 1 1         ila        ß  uni        ß 
d    d  tte    t   b      n  1)    ng  f  h  t        \i  st,t  T    j       1 

kttg'iAtßätßB^m  IB        1        g 

d     d      1  tzt  n  Z  hl  n       d   n  d        It,    d         11  t  ad     n 

Zu  ammen  t  Ilun     de    gon  on  et   s  hen  Punkt  on  de    W  n 
kels  ß      i,      h 


n    fuhrt 

k  1   ,3  ab 


"=  S 

—  =  Cosinus 

—  =  Ta/ngens 

-=•  =  Cotangens  y 
-  =  Secans 
=■  =  Coseeans 


f    { 


)il 


„  cos  ß     {      ,       Cosinus  ß). 

,  fy  ff  oder  tau  ß  (sprich  Tangens  ß]. 

abgekürzt  ctff  ß  oder  eoi  ß  (sprich  Cotangciis  ß) 
,  xec  ß     (sprich  Secans  ß), 

„         cosee  ß  oder  esc  ß  (sprich  Cosecans  jü).*) 


*j  Man  spricht  oft  auch.  Tangente  ß,   Cotangente  ß,  Sekante  ß,   Co- 
sekante  ß;  es  ist  aher  mit  EUcksicht  auf  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
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Man  liat  also  die  a  ach  folgen  den  Definitionen: 

Im  lechtninkligen  Dreieck  sind  die  goniometrischen 
Ftinktionen  emes  spitzen  Vt  mkels  gebeten  durch: 

.    _  gegentberliegrade  Kitliefe  _      anliegende  Kathete  _  _ 

~"  H]i  otennse  ~  fljf  otenns* 

_  gegenilli erlieg  nde  kathefe  _       anliegenJe  Kathetg 

^  ~       xnliegeode  Kithel  ~  gegeBSberliegeiLdc  Kathete' 

_  ][ip»le]ii[se HypBteniise 

anliegende  iathete  ~  gegeuHlierliegenäe  Kathete' 

Dass  es  sicli  bei  diesen  goniometusi^hen  Punktionen  um  reine  Zahlen 
handelt,  d.  h.  dasb  nicht  die  Längen  der  Seiten  des  rechtwinkligen 
Dreiecks,  sondern  nar  die  Verhältnisse  dieser  Längen  {Grössen  nullter 
Dimension)  in  Betraciit  kommen,  ist  klar;  es  geht  dies  aus  der  Ähnlich- 
keit der  Dreiecke  ABC,  A^BC^...  in  Figur  8  hervor.  Mit  jeder 
der  angegebenen  Verhältniszahlen  ist  die  Form  des  Dreiecks  die  Grjsse 
seiner  beiden  spitzen  Winkel  bestimmt.  Nur  wenn  es  sich  auch  um 
die  Grösse  (Längen,  Fläche)  des  Dreiecks  handelt,  muss  noch  angegeben 
sein,  wie  viel  Längeneinheiten  eine  Strecke  des  Dreiecks  enthalt 

3)  Komplement  Winkel.  Aus  den  vorstehenden  Defini- 
tionsgleichungen folgt  auch  sogleich,  dass,  wenn  ß  und  j  (=  90''  —  ß) 
die  beiden  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind  (Fig.  9), 
die  Beziehungen  stattfinden: 

sinß=-^   cosy=i   cos(QO'>~ß), 


fffß=l=    Cl.ffy=     dg(m-ß), 
Cfffß^^=       tffy=       ig{m0^ß), 

sec  ß  =  ^cosecy  ==  cosec  (90^—  ß). 


coscc  ß  =  Y  = 


in  Worten:  Sh 


,  Tangens  oder  Set 


y=   sec(900~ß), 
spitzen  Winkels 


Wörter  vorzuziehen,  die  oben  angegebenen  Namen  beizubehalten.  Was  die 
Bezeichnungen  (Abkürznngen)  betrifft,  so  wird  vielfach  der  Gleichartigkeit 
wegen,  d.h.  um  jede  der  6  Punktionen  mit  drei  Buchstaben  zu  bezeichnen, 
sin,  WS,  tan,  cot,  sec,  ose  geschrieben.  In  diesem  Buch  ist  aher  für  Tangens 
meist  tg,  für  Cotangens  dann  ctg  geschrieben;  sec  und  cosec  kommen,  wie 
sich  bald  zeigen  wird,  selten  vor. 
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§  4.  Beziehungen  zwischen  den  goniometr,  Zahlen  eines  spitzen  Winkels.       25 

ist  gleich  der  entsprechenden  Co-Fnnktion  des  Complement- 
winkels;  daher  eben  die  Namen  Co-sUms,  t'o-tcmgens,  Co-secims.'^) 

Für  die  beiden  Grundfunktionen  sin  und  eos  ist  dazu  auch  noch- 
mals auf  die  Betrachtung  am  Kreis  in  §  2,  3)  zu  verweisen. 

Wenn  die  goniometrischen  Funktionen  eines  Winkels  in  der  oben  an- 
gegebenen Reihenfolge  aufgestellt  werden :  sin,  cos,  tg,  ctg,  see,  eosec,  so  sind 
die  paarweise  neben  einander  stehenden  coordiniert,  während  die  gegen  die 
Mitte  symmetrisch  stehenden  reciproke  Werte  haben. 

§  4.    Beziehungen  zmschen  deu  goniometrischen  Zahlen 

eines  spitzen  Winkels  (gonionietrisclie  Gmndformeln 

für  Einen  Winkel). 

1)  Fun  (tauten  talberieliimgeii.  Duirh  led»  dei  t  "Ver 
hältaiazahlen         —  ,      —     ,    ist  der  Wmke!  rf  bestimmt  od  r  um 

gekehlt  jede  diesei  b  Zahlen  ist  bestimmt  wenn  der  Winkel  ß  gegeben 
ist  Die  6  Zahlen  sind  demaaüh  nicht  unabhängig  von  emandei  sondern 
es  muss  miglich  «en  jede  in  einer  beliebigen  andiitu  auszudrucken 
Eb  könnte  also  seheinen  dass  man  theoretisch  mit  dei  Einfuhrune 
Einer  goniometribchen  Sanktion  ausreichen  wurde  es  wird  isich  aber 
bald  zeigen  dass  und  waium  dies  nicht  angeht  Schon  die  Betrachtungen 
die  zur  Einführung  von  'nn  und  (.(vt,  in  ^  3  3)  gefuhrt  habm  weisen 
darauf  hin  und  es  j'^t  seh  n  jetzt  leicht  tu  übersehen  das«  die  zwpi 
zuerst  eingeführten  drundfunktionen  sii>  und  r  ^  neben  emanJer 
unentbehihch  sind  und  das**  m  vielen  Fallen  daneben  die  dntte  ton 
eine  wichtige  Holla  spielen  wiid     Dies  wireu  dip  diei  ersten  "Verhiltnis 

zahlen  -    —  Das'i  daneben  die  drei  letzten    zun  clist  ledenfallb 

a     a    c  ■' 

wen^  wichtig  sind    geht  schon  daiau=!  hervor   dasa  sie  einfach  iie  löCi 

proken  der  diei  ersten  sind  ly  j 

*)  Woher  1er  hdma  üjmus  'itammt  ist  i  icht  v  Ilig  ^af^ekLirt  D  k 
Verwendung  des  Simis  (an  stelle  iei  gnechib  hen  Ckoiden\  n  e  auch  lie 
Bezeichnung  dafür  i>!t  mdiichen  Urspiung^  Von  dort  kam  der  Begriff  und 
der  indische  Name  zu  den  Arabein  das  arabisch  ausgesprochene  Sanskiit 
wort  für  die  Hälfte  der  Kreissehne,  die  dem  doppelten  des  Winkels 
entspricht  (das  aber  im  Arabischen  etwas  ganz  anderes  bedeutet,  als  das 
Wort  im  Sanskrit),  wurde  im  12.  Jahrhundert  ins  Lateinische  durch  das  den 
Sinn  des  arabischen  Wortes  wiedergebende  Wort  Smus  übersetzt.  Der  Name 
Co-sinus  für  Sinus  GompkmenU  stammt  von  Gunter  her  1623.  Der  geome- 
trische Ursprung  der  Bezeichnung  Tangens  und  Seeaits  (Namen  von  Thomas 
ITink  1583)  wird  durch  die  Betrachtung  im  |  5  klar  werden. 
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9f  Bh  wll  t7i  p  i 

ümnn      nl      OFnktunjd     n  blbg      ad 

au  ud  k  t  u  b  1  g  n  la  man  gm  h  Dfltnduh 
d         ten     h  Itn        d  htw  nkl  <^u  X)       k 

Ijjdd     InktnnalB     jk      n     gw      »      dnPktu 
da   tfll  n  kann 

II)  j  d    d     Fu  kt  n       1   (Jn  t  nt  a      i       F    U 

d     1 11  n  ka  u 

III)  da  öd     Haupt  at        b     da        1 1    nkl  g    D       k   d  s 
Pytlag  1    n   L  1     at  d       Q  ad    t   j  1      P  nlt   n 

twddasn  anlnnl^nnd         1       n 

Quad  at     n     and   n  Funkt  n    n    1  unt      1    dum 
D        1      Üb   1  gun    n  fuk   n    ui  Auf  t  llung  f  1^    d     Id    1 1  t  n 

(II)    (4)     ~^=-i~;      (5)    —  —  — ;  die  vier  andflin  noch  moglichpn 

Gleichungen  dieser  Art  (II)  können  wegbleiben 
{III)    Dividiert  man,  am  auf  reine  Zahlen,  namhch  unsere  Verhaltnis- 
zahlen  zn  kommen,  statt  mit  Quadraten  Ton  Langen emlieiten  zu  thun 
zu  haben,  die  vom  Pythagoräischen  Lehrsatz  gelieferte  Uleichune 

flS  =  Ö2  -t-  c^ 
der  Reihe  nach  mit  a^,  c^  und  fi^  durch,  so  erhält  man  die  Beziehungen: 

(e.  .=ar-(-=)' ('.(ir-(i)v.  (8,(i^:+(:r. 

Führt  man  in  alle  diese  Gleichungen  (1)  bis  (8)  gemäss  den  Deflnitions- 
gleichungen  des  letzten  %  die  mit  den  in  (1)  bis  (8)  vorkommenden  Ver- 
haltniszahlen  identischen  goniometrisclien  Funktionen  des  Winkels  fi  ein, 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Satze:  - 

(1)       sin  ß .  cosec  ß=l  oder  cosec  ß  ~  ■  -. — - 
1 


(2) 

cosß. 

8evß  = 

=  1     . 

■•""'^"Ä]) 

(3) 

trjß. 

cfgß-. 

=  1     , 

'"'^'i^ß 

(4) 

V?  = 

_  sin  ß 
"  cosß 

-o^-'SA 

,  {sin  ß)  2  -^  {eos  ßY  =  \. 
(5)  {seeßY^\  +  {tgßY 

"  {cosec  ßy=\  +  {(agßY 

In  Worten  lauten  die  vorstehenden  Gleichungen: 

(1)  bis  (3):  Simt.is  uad  Cosecans,  Cosinus  und  Secaus, 
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§.  4.  Beziehungen  zwisclieii  den  gonioraetr.  Zahlen  eines  spiteen Winkel;;.        27 

Tangens  und  Cittttngens  eines  Winkels  sind  je  paar- 
weise recipioke  Werte 

(4)  Taitgeti»  ist  der  Quotient  aas  Stnits  durch  Coaiiius, 
(Kotangens  der  Quotient  aus  lositius  ämeh  Hmis. 
Die  ubngnn  Quotienten  Identitäten  dieser  Art  sind  unwichtig 

(5)  Das  Quadrat  des  "linw  und  das  Qnadiat  des  Costnus 
eines  Winkels  geben  addiert  die  Zahl  1 

Das  Qnadiat  von  Sccfin«  ist  um  1  giossei  als  das 
Quadrat  von  Iftni/nii- 

Dis  Quadrat  von  fit^eKtwi  ist  um  1  grösser  als 
das  Quadrat  von  Cotangmi',, 

Zu  dpn  &le  chun^en  ('>)  ist  formell  (in  Beziehung  auf  die  Schreib 
weise)  loch  zu  bemerken  ddss  man  sich  die  Klammern  bei  den  sehi 
häufig  voikommenden  Ausdrucken  Quadrat  des  öjh  70n  q:  Quadrat 
der  f)  von  i;  u  s  f  wegaulasien  erlaubt  Es  sind  bei  Wegtassung  der 
Klammer  ivtsi  Schreibweiosn  m' glich 

sm  ff  oder  swi  q: 
beide  an  «Rh  offenbar  nicht  zweifellos  veretmdlich,  die  allein  nchtige 
aber  eben  zu  umstin  U  he  waie  (sin  qo)^  Die  beiden  angegebenen  Schreib 
weisen  «ind  im  Gebrauch  die  erste  noch  vielfach  m  Deufeuhland  die 
zweite  in  Frankren.h  u  s  f  Da  aber  z  B  log  x^  (ohne  Klammern)  jeden 
falls  nicht  bedeutet  (Jjt/  x)"  sondern  Loffat  ttJiimts  von  x^  da  femer  bei 
Ausdrucken  wie  i  »  [a—  (/?  —  ])]  das  Quadratzeichen  zu  weit  von  sm 
abrücken  winde  und  da  man  endlich  ganz  wohl  so;^  30^^  oder  fi/"  42*  30 
schreiben  kann  aber  kaum  sin  -lO*"^  oi&r  t<i  42^  ZO  (wahrend  doch  in 
der  praktischen  Tngouometrie  überall  wo  Zahlen  virkommen  das 
Gradraass  der^■^lul>el  angewandt  wird)  so  ist  m  diesem  Buch  durch 
aus  die  lianztsHche  bchreibweise  angewandt  d  h  ei  bedeutet  "in"  <p 
das  Quadrat  des  Siitvs  von  if  oder  (ai>/  q?)^  Es  ist  auch  zu  raten  ein 
fach  Sinus  Quadrat  q  zu  sprechen  statt  Smitb  von  ^  im  Quadrat, 
da  die  zuletzt  angeftihrte  bprechweise  Veranlassung  zui  Verwechslung 
mit  dem  fznar  m  der  Tngonometne  nicht  wohl  abflr  m  der  Analvsis 
u.  s   f  vorkommenden)  &iiih6  des  Quadrats  von  gr  geben  kann  ') 

ä)  Ausdruck,  einer  beliebigen  gonioraetiisthen  Funk 
tion  eines  spitzen  Winkels  in  einer  beliebigen  andern  Funk- 
tion dieses  Winkels  Mit  Hilfe  dieset  Fundamentalgleichungen  (1) 
bis  (5)  ist  es  nun  leicht,  die  übrigen  fünf  goniometrischen  Funktionen 
eines  (unserer  Voraussetzung  gemäss  zunächst  spitzen)  Winkels  Inder 
sechsten  gegebenen  aubzudrücken. 

Man  erhält  für  alle  möglichen  Falle  die  Tafel  auf  Seite  28. 

Ist  also  z.  B.  g^ebeii  tg  ;p  uud  gesucht  cos  ip  und  cosec  (f.  so  entnimmt 
mau  unmittelbar  der  nebenstehenden  Tafel; 
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.  Beiiehiingen  zwischen  den  gouiometr.  Zahlen  ei 


;cq>^:^ 


Die  unter  die  einzelnen  Spalten  der  Tabelle  gezeichni-ten  I'ieiecke 
■dienen  dazu,  die  in  der  Tafel  enthaltenen  Gleiclmrgen  sämtlich  anmittelbar 
ans  der  Figur  abzulesen.  Wenn  nämlich  (  die  gegebene  goniometrisohe 
Funktion  des  Winkeia  ist  und  man  bezeichnet  in  einem  rei  htwinkh^en  Dreieck 
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§  4,  Beziehuiigtii  zwischen  den  goiiiometr.  Zahlen  eines  spitzen  Winkels.  29 
zwei  Seiten  dieses  Dreieeks  mit  t  und  1  in  dPi'  4rt  diäs  die  Identität 
t  =  --  ans  dem  Dreieek  abgelesen  nnl     w  h'isen    i  h    wenn  an  die 

dritte  Seite  noch  die  ihr  gemäss  dem  Pytliagoraie  hen  batz  zikomiiende 

Länge  angeschrieben  wird,  die  gesuchtei    Gleichungen  alle  mit  Hilfe  der 

Definitionsgleichungen  unmittelhar  iblewn  *) 

Damit  sind  diese  Beziehungen  aho  aussei  ordentlich  bequem  auf 

zustellen.  Es  sei  z.  B.  gegeben  cos  ß,  gesucht  tg  ß  man  bildet  (Fig  10) 
das  Dreieck,  dessen  Kathete  an  ß  die  Länge  t  sß 
iinä  dessen  Hypotenuse  die  Länge  1  hit,  so  öasa 


in  dem  Dreieck  zunächst  steht:  cos  ß 
dritte  Seite  (die  ß 


1 


dann  die  Länge  yi  —  cos^  ß,  somit 
^genüberliegende  Kathete      yi—cos^^ 

anliegende  Kathete  oosß 

s  zur  Einübung  der  FundaiuentalgleithungeD  (1)  tiis  (5) 
in  1)  sehr  zu  raten,  auch  ohne  Figur  zahlreiche  Übungen  in  diesen  Ver- 
wandlungen mit  Buchstaben  und  Zahlen  dunhzufnhren  Einige  Beispielfr 
stehen  hier; 

I)  Gegeben  sinß,  gesucht  ctgß-,  es  ist  ctgß  =  — ^ 


2)  Gegeben  tgß,  gesucht  s-inß;     dnß  = 
:-!)  Gegeben  secß,  gesucht  sinß. 

sinß  =  yi—cos'iß  =  yi~ 

4)  Gegeben  sec  ß,  gesucht  tgß.     Äiiflösi 

5)  ÄimqD—  p-;  was  ist  iMsip"?  Antwort:  t 


K 

VI- 

-MJ 

'H 

y. 

„ß 
'n 
1 

tsU 

+ti'ß 

teeH 

'!)  '■/<"=, 


7-(f^"^*' 


smt  =  —  giebt  also  ig  e  genau  =  --  (rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Ka- 
tlieten  3.  J,  der  Hyijotenuse  5). 
S)  (7((  =  1;  was  ist  eos«?    Antwort:  cos  ß  =  —    =;7r^=V'    ^^'^ 


")/tj!, 


V-z  ' 


;v2. 
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iclien  Zahlen  als  Strecken. 


9)1, 

S  =  100;  w 
kleiner  als 

3    ist   3 
1. 

HO'! 

An 

tuoi 

t:  si> 

*    vwm 

also  sehr  i 

enig 

10)  fs 

Ö  =  100;  B 
kleiner  als 

as  ist 

COsS') 

A 

ntwo 

■i:  Cü 

"yioooi 

also  sehr  ^i 

eilig 

ll)™.,  =  2i   w 

imaginär; 

12)  .„,  =  !;. 

is  ist  siny'}    Antwo 
a  giebt  keinen  reellen 
as  ist  8!«;^?    Antwoi 

Winke!  y. 

-V^. 

i^V 

^ 

w          11 

Iso  ebenso. 
=   )     b 

Tlip 

war 

z.  B 
U 

cos  y   ah  Eedproke  von 
W  rt         j       m  gl  !i 

-"^ 

=  >/-  il     g  1 1 

■VI         d      1     g    d    in    Ann  1  m    f               Pu  kt  w    t     ^  nd 
«nddu        b      h      d       b      nFnkt           mg        wid 

t  j  n   Ä  oahm   (f          II   W  ok  1)  ui     liss  g     E      t  1   d     D  fi 

n  t  u      n                      und            seh       a  üb      h       d  1  h    an 

mghlAnhmnind           d           ~~^1            d  <'1V1 
d  n  f  I    nd 

Ära  mtenndbd          Rh      gbnf,       d  wltt 
Fanfct  n  n                nnd  t             w     1 


§  5.  Gfeonietrische  Darstellnug  der  goniometrii^cheu  Zahle» 
als  Strecken.     Erster  Überblick  über  den  Gan^  der 
Zahlenwerte  der  goniome irischen  Fnuktionen. 
1)  Oeometi-isclie  Darstclliuig.  Wenn  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck,   durcli  dessen  Seitenquotienten  die  goniometrischen 
Funlrttonen  seiner  spitzen  Winkel  definiert  wurden,  eine  bestimmte  Seite 
der  Längeneinheit  gleich  macht, 
so  lassen  sich,   wenn  man  noch 
einen  Kreis  um  den  Scheitel  des 
betrachteten    Winkels    zu    Hilfe 
nimmt  (wodurch  abermals  die  Be- 
aeiclmung    der    trigonometri- 
schen  Funktionen    auch    als 
Kreisfunktionen  gerechtfertigt 
wird),  alle  goniometrischen  Punk- 
tionen   als    Strecken    darstellen, 
also  leicht  unter  sich  vergleichen. 
Ist  z.B.  (Fig.  11)  die  Hypo- 
tenuse -B  C  =  1,  wird  ferner  um 
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§  'S      liie  gimcmetii  ihpii  Zahlen  als  Strecken.  gl 

B  mit  B  C  ein  Krnis  beschrieben  (der  also  wieder,  wie  bei  arc  und 
chm  d  den  Halbmesser  gleich  dni  L  mgeßeinheit  hat) ,  und  an  diesen  in 
D  die  Tangente  DB  m  (7  die  Tangente  FK  und  in  &  die  Tangente 
GU  gezogen   eh  int 

-'"^-R-7=    1     =Ai'{=-BI) 


AB 


BG 


=  AB(^CI) 


DE 


SC         JBE 
'''^  =  BA  =  B-D=-l-^^^=^^^ 
BR 
-CA^BI~  Bä^l  =  ^^(=  ^  ^">- 
Im    Kreis    vom    Halbmesser    1    sind   also    für    den    Centriwinkei 
DBC  =  8  die  sechs  goniometri sehen  Zahlen  des  Winkels  ß  dargestellt 
(Inrcli  die  Strecken; 

smß  =  ÄC,  cosß^AB; 

tgß=:DE,  ctgß=.  CF; 

secß  =  B  E,       cosec  ß  =  B  F. 
Die  Figur  zeigt  damit  unmittelbar  wieder,  dass 
cosß  =  sm(n°—ß) 
dq  ß  =  tg  (900  _  ß)       und 
c  se  ß  =  See  (90  —  ß)       st 
womit  die  Entstehung  dei  Namen  Co  8         P   la    ens  und  Co  S   a  s 
ans  sin,  tg,  sec  zu  e  klaren   st  (vgl  ^  3   3))     Jede  de    Co  Fa  it  o 
von  ß  ist  für  das  C  mplement  (90"  — ß)  von  ß  nach  Gr  s      unt  (na 
hier  bei  der  geomet    uchen  D^r  tellnng  ebenfalls      B  tracl  t  kommt 
nach  Lage  genau  da  s  Ib      vas  1     e  tsp  sehende  Tunkt  on  tur  ß     t 
Ferner  ist  aus  der  F  gu    de  \\ahl  d      Hame     Ta    qe       (gle  cl    de 
Länge  der  Ttmgent  DE)  und  Se  a   s  (gle  ch  de  L  nge  der  Sela  f 
BE)  zu  verstehen  (v  1    d  e  Aamerkang  &e  te  25) 

Diese  geometr  &cl  e  Dar  tellnng  ze  gt  auch  eh  e  nfacl  de  G-rund 
dafür,  warum  man  tatt  von  gonora  tn  chen  Zahlen  so  la  ge  v  n 
goniometrischen  treck  n  ode  L  n  en  pracl  B  sonde  s  h  1 
hat  diese  Übung  bes  t  t  s  e  1  at  s  ch  aber  z  T  b  b  n  un  e  Jal 
hundert  erhalten.  Be  jenem  Teb  a  el  muss  ma  s  1  stets  erinnern 
dass  der  Haibmes  e  des  Ere  ses  oder  en  bestmate  Tel  de 
i  die  Leu  en  nl e t  v  rst  11t       I    also  d     HalVme   or  =  l 
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32  §  y-     Gang  der  goniometri sehen  Funktion  für  spitze  Winkel. 

oder  auch  =  100  000  zu  setzen  ist  (wie  vielfach  in  den  alten  Tabellen) 
oder  auch  =  60  000  (wie,  als  Nachklang  der  babylonisch -griechischen 
Seiagesimalbriiche  für  alle  Teilungen,  [wahrend  wir  jene  Teilweise  nur 
noch  beim  alten  Gradmass  der  Winkel  haben],  häufig  noch  in  den 
altern  trigonometrischen  Tabellen  bis  ins  16.  Jahrhundert);  Tielfeeh 
wurde  deslialb  die  Halbmesserlänge,  3ia«li  dem  Vorgang  von  Apian, 
als  sinus  totus  (=  sin  90"  =  der  Halhmesserlänge,  wenn  diese  die 
Längeneinheit  Torstelltl  bezeichnet.  Es  ist  aber,  wie  es  jetzt  gebräuch- 
lich und  oben  geschehen  ist,  überhaupt  besser,  die  goniometrisehen  oder 
Kreisfunktionen  gleich  von  Anfang  an  als  reine  Zahlen,  Verhältnis- 
zahlen, nicht  als  Strecken  einzuführen. 5) 

3)  Erstei'  CberMick  nher  den  Gang;  der  Ki-eis- 

fonktlonen.  Immerhin  ist  jene  geometrische  Darstellung  der  gonio- 
metrisehen Zahlenwerte  am  Kreis  mit  dem  Halbmesser  1  wegen  ihrer 
Anschaulichkeit  sehr  nützlich;  es  lässt  sich  z.  B.  mit  ihrer  Hilfe  sehr 
bequem  ein  Überblick  über  den  G-ang  der  goniometrisehen  Zahlen 
des  Winkels  |3  gewinnen,  wenn  der  Winkel  jS  von  0"  bis  90"  wächst. 
Da  beim  Zunehmen  des  Winkels  ß  die  Strecken  A  0,  Z>E  \mA  BE 
grösser  werden,  während  tJabai  AB,  GF\mS.  BÄ abnehmen,  so  ergeben 
sich  die  zwei  Sätze: 

1)  Die  Funktionen  Sinus,  Tangens  und  Secans  eines 
spitzen  "Winkels  wachsen,  wenn  der  spitze  Winkel  grösser  wird. 

2)  Die  Funktionen  CoHntis,  C'otangens  und  Cosecans  (kurz 
die  Co-Funktionen)  eines  spitzen  Winkels  nehmen  ab,  wenn  der 
spitze  Winkel  wächst. 

Für  jede  Lage  von  C  auf  dem  Viertelskreis  zwischen  D  nnd  ff 
sind  femer  AC  und  AB  kleiner  als  BC,  während  BE  und  BH 
stets  grösser  sind  als  BC;  DE  und  CF  haben  dagegen  gar  keine 
Grenzen,  sie  können  vielmehr  jeden  beliebigen  Wert  annehmen.  Damit 
erhält  man  folgende  weitere  tSrei  Sätze : 

3)  siM.  und  cos  sind  stets  echte  Brache,  d,  h.  können  nur 
Weite  zwischen  0  und  1  haben; 

4)  sec  und  cosea  sind  stets  grösser  als  1,  sonst  aber 
nicht  beschränkt  d  h  sie  können  jeden  beliebigen  Wert 
haben    mit  Ausnahme  eines  zwischen  0  unl  1  liegenden 

5)  ff/  und  rttf  endhch  sind  völlig  unbeschrankt  können 
jeden  beliebigen  Wert  zwischen  0  und  -"  haben 

Selbst vPii^tändlieh  kjnnen  diese  bätze  aui'h  unmittelbar  aut.  den 
Definitionsgleichnngen  dei  goniometrisehen  Zahlen  im  §  0  abgele  en 
werden  (es  sind  fm  und  fo  definiert  -ü^  die  Verhiltniszahlen  der  Ka 
th  ten  znr  Hj'p'tenuse    iho  stetb      1    ?     und  c  wf  als  di>-  Quutienten 
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Hypotenuse  durch  euifi  der  Katheten  a,lbo  stets  >  1,  sonst  aber  nicht 
beschnnkt,  tg  und  lig  als  Verhdltniszahlen  der  beiden  Katheten,  also 
ganz  unbeschrankt)  ihre  Ablesung  mit  Benutzung  der  goaiomotrischen 
btiechen  im  Ereis  vom  Halb 
meuBPr  i  ist  aber,  wie  schon  hpr 
vurgehoben  wurdp,  behr  ansehau 
lieh. 

Man  kann  auch  über  den  Gang 
der  einzelnen  Funktionen,  wenn 
der  Winkel  ^  von  Onis  QO«  wScbst 
noch  mehr  als  die  Satze  1)  bis  5) 
aussprechpn,  unmittelbai  der  Fi 
sni  (oder  don  Dcfinitionsgleich 
nngen)  entnehmen,  da  der  Kreis- 
halbmessei  1  ist,  so  ist  die  Lange 
des  Bogens  D  C=arG  ß. 

6)  Kimmt  der  Winkel  C S  D  =ß  ab  (mit  Festhaltung  des 
Schenkels  JSU),  nähert  sich  ß  allmählich  der  Null,  so  wird  A  C  immer 
kleiner,  AB  nähert  sich  immer  mehr  iier  Länge  Ton  DB;  für  den 
örenzfell  /J  =  0  ist  J.  0  zn  Null,  A  B  gleich  D  £  geworden,  d.  h.  es  ist: 

smOO  =  0    ,  cos  00  =  1. 

Für  ganz  kleine  Winkel  &  wird  ferner  die  Zunahme  von  sin  ß,  von  |9  =  0 
(sinß  =  0)  aus,  sehr  nahe  proportional  dem  Bogen  (^It-cws)  stattfinden, 
die  Abnahme  von  cos ß,  von  ß=0  (cos f)  =  1)  aus,  aber  wird  sehr 
langsam  vor  sich  gehen;  je  kleiner  der  Winkel  ß  wird,  desto  kleiner  wird 
der  Unterschied  zwischen  AG— sin ß  und   dem  Bogen  DC^arcß. 

7)  Wächst  der  Winkel  CBB  =ß  immer  mehr  und  nähert  er 
sich  allmählich  dem  Wert  90",  so  nähert  sich  AC=-sinß  langsam 
der  Grenze  BG-  =  1,  die  Strecke  A  B  nimmt  allmählich  bis  auf  0  ah. 
Für  den  Grenzfall  13  =  90"  ist  also; 

sin  90»  =  1    ,  cos  90"  =  0 

Wie  lauten  die  Sätze,  die  den  fnr  sin  und  ci  ganz  kle  ne  'U  1  1 
aufgestellten  analog  sind,  für  Winkel,  die  nur  wenig  kle  ne   als  QO        d 

8)  Himmt  der  Winkel  GBD=.ß  ab  wie  in  o)  ^  i  j  i  =  I)E 
immer  kleiner:  mit  ß^O"  wird  tgß:=0;  je  kle  w  d  de  to  e 
ringer  wird  der  Unterschied  zwischen  D  E  und  A  C  zwiscl  en  ß  n& 
sin  ß.  und  desto  genauer  hält  die  Abnahme  von  D  E  glo  hen  &ch  tt 
mit  der  Abnahme  von  ß  oder  der  Abnahme  dt,s  Bogens  DG  =  a  ß 
stets  bleibt  aber  tgß'^  sinß  (und  arc ß  zwischen  b   de  ) 

Wenn  der  Winkel  ß  wächst,  so  Wdcbtt  auch  DE  =  tgß\  mit  (5 
=  45<>  \£iDE^DB  =  l  geworden.    Nimmt  ß  weiter  zu  und  nähert 
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es  sich  schliesslich  dem  rechten  Winkel,  so  wächst  DE:=igß  immer 
stärker,  bis  fär  den  Grenzfall  ß  =  SO''  endlich  ti)ß:=.v  wird, 
Es  ist  also  nach  8):  (^00  =  0;  tgih'^  =  \;  tgQO'>  =  cc, 
9)  Dieselben  BetrachtTingen  wie  für  sin  und  cos  und  für  tff  sind 
auch  für  ctff,  sec  und  cosec  durchzuführen.  Man  findet,  dass  bei  TOn 
^  =  0  aus  wachsendem  Winkel  die  ctg  von  0  an  anfangs  sehr  rasch, 
zuletzt  langsam  abnimmt,  bis  mit  ^  =  W  wird  ctgß^O;  dass,  bei 
TOa  ^  =  0  aus  wachsendem  Winkel  ß,  dessen  seo  von  1  aus  zuerst  langsam, 
dann  immer  rascher  wächst  bis  znm  Grenzfall  sec  90°  =  t» ;  dass  endlich, 
bei  von  ß  =  Q  aus  wachsendem  Winkel  ß,  dessen  coseo  von  =o  aus  zuerst 
sehr  rasch,  dann  immer  langsamer  abnimmt  bis  zum  Grenzfall  cosec 
900  ^  1, 

Alle  diese  Sätze  lassen  sich,  wie  schon  bemerkt,  auch  ebenso 
einfach  ans  den  Definitionsgleichungen  ablesen,  nachdem  man 
sich  mit  Hilfe   des  rechtwinkligen  Dreiecks  über  die   Grenzwerte  von 

sm  und  cos  gemäss  6)  klar  geworden  ist;  z.  B.  ist  stets  tgß^  --— =, 

also  für  ein  sehr  kleines  ß,  fär  das  cos/!  sehr  wenig  kleiner  als  1  ist, 
tg  ß  sehr  wenig  >  sin  ß,  wie  im  ersten  Absatz  von  8)  ausgesprochen  ist, 

§  6.  Erweiterung  des  Überblicks  im  TOrigen  § :  Werte  der 
goniometrischea  Funktionen  für  einige  spezielle  Winkel- 
werte.     Dreistellige  Tafel  von  1"  zu  l''. 

Im  vorigen  §  ist  unmittelbar  nach  der  Figur  11  oder  nach  der 
Definition  am  reclitwinkligon  Dreieck  gefmiden  worden: 


sec  00^1 

( ( osec  0<>  =  OD 

Von  diesen  Gleichungen  wurde  selbstverständlich  die  erste  genügen,  um 

alle  andern  ableiten  zu  können,  z.  B,  ist  für  jeden  Winkel,  auch  für 

jeden  noch  so  kleinen,  t>in^  a  +  cos^ «  =  1 ,  also  mit  siw  a  =  0  cos  «  =  1 ; 

bintc                 ,.      sinQ"      0      ^  1      ,     v 

ferner  fo((  = ,    alsotaO'^  = -^  =  ^  =  0;    ctg  a  ~ -, —    d,    h, 

citiO"—  ^=  CO;  seca=    ■ —  ,  secQ^=^  ~  1:  cosec a  =  —■ —   oder 
•^  0  coscc'  1  sm« 
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Penier  wurden  etienfalls  niimittelbar  erhalten  d 
3  rechten  Winkels;  man  kann  diese  auch  mit  Benützung  der  bereits 
an  gefandenen  Beziehung  (wo  F  eine  heliohige  der  sechs  Funktionen 
les  spitzen  Winkels  vorstellt): 

^■(90»  -o:)=  Co'2>'  (a)    ;  Co-FißO"  —  a)  =  F{a) 

anso  heijuem  aufstellen  und  findet  auf  einem  dieser  Wege: 


tgm°  = 

ctg  90°  ^ 


tgO''  = 


Uosec900=  secOO  =  1 
Aber  auch  noch  für  einige  andere  spezielle  Winkelwerte  ausser  0°  uud 
90"  liefert  die  Ablesung  am  Kreis  oder  an  dem,  einen  jener  Winkel 
enthaltenden  rechtwinkligen  Dreieck,  mittels  der  Definitionsgleichnngen 
sofort  die  Werte  der  goniometrischen  Zahlen.  Diese  Winkelwerte  sind 
vor  allem  450,  30«  und  60«;  endlich  auch  18»  und  72». 

1)  Hallber  rechter  Winkel:  46".  Aus  dem  gleichschenkligen 
rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Katheten  die  Länge  1  haben  und  dessen 
Hypotenuse  demnach  die  Länge  Vi  4-l^y2  hat,  erhält  man: 


*45<'^c. 


-0,70  71...) 


(S)  I     *ff45"=c(y45<'  =  l 

\sec 45*>  =  cosec  45"  ^  V2[=  1,41  421 . . .). 
Für  den  halben  rechten  Winkel  sind  also  die  Werte  jeder 
a  Funktion  und  der  entsprechenden  Co-Funktion  einander 
gleich  (wie  aus  sin  45"  =  co&  45"  unmittelbar  anscliauUeh  ist). 

2)  Ein  Drittel  und  zwei  Drittel  des  rechten  Winfeels: 

30"  und  60",  treten  als  Winkel  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  auf, 
das  durch  Ziehen  einer  Höhe  im  gleich- 
seitigen Dreieck  entsteht.  Ist  die  Seite 
dieses  gleichseitigen  Dreiecks,  d.  h.  die  Hypo- 
tenuse des  gebildeten  rechtwinkligen,  gleich 
der  Längeneinheit   1,   so  sind   die  Katheten 

dieses  rechtwinkligen  Dreiecks-^  (Gegenkathete 

von  30")  undiy^  (gegenüber  von  60"),  vgL 
Fig  12.    Man  erhält  also  unmittelbar: 
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cos300=:  smeO«' =-■"■- 1/3"  (=  O,80SO2.. .) 
tg  30"  =  ctg  60"  =  ~  VZ  (=0,57735. . .) 
ctg  30»  =  tg  60"  =V^  (=  1,73  205  . . .} 
sec  30»  =  Gosec  60»  —  |-  KS  (=  1,15  47 . . .) 

cosec  30»  =     sec  60«  =  2. 
Anmerkung.    Bei  0»,  bei  45»,  bei  30«  und  60«  und  bei  90» 
treten  also  z.  T.  rationale  Zablea  fär  die  goniometrischen  Punktions- 
werta  auf;  sie  lauten  (von  0»  und  90»  abgesehen): 

tang  W>  =  ctg  451  =  I ;    sin  80»  =  cos  fiO"  =  ^^ ; 

cosec  30»  =  sec  60»  =  2. 

Es  mag  schon  hier  bemerkt  sein,  dasg  dies  (ausser  0  und  1  bis  0»  und 

90»)  die  einzigen  vorkommenden  Zahlen  dieser  Art  sind  (rationale 

Zahlen  die  zu  rationalen  Gradzahlen  gehören), 

3)  Ein  Fünftel  nnd  Vier  Fünftel  des  rechten  Winkels.  Die 
Funktionen  Toa  IH"  nnl  72»  sind  weniger  wichtig  als  die  bisher  angeführten, 
aber  doch  gleich  hiei  anzureihen.  Die  genannten  Winkel  entstehen  durch 
den  , goldenen  'Schnitt"  Teilt  man  den  Halbmesser  des  Kreises  nach  dem 
goldenen  Schnitt  sj  ist  1er  grössere  Abeehnitt  die  Seite  des  eingeschriebenen 
regulären  Zehnetk''  die  als  Sehne  dem  Centriwinkel  360  entspricht  (vgl. 
■  auch  S.  16  und  19,  chord  S6»).  Ist  der  Halb- 
messer =  1  und  X  die  Länge  der  Zehnecksseite, 
so  ist  also 

\:x  =  x:{\~x},     oder 

und  somit  sind  die  Katheten  des  rechtwinkligen 
Dreiecks   mit   den   Winkeln   180   und   720  (-vgl, 

Fig.   13)  

-J'  iVh-l)       und     xVlO  +  %y^. 
Man  erhält,  z.  T.  nach  leichten  Bednktionen : 
^      cos  720  ^  1  ()/5"__  1) 


80  = 


«720 


:  tViO  +  2]/"5 
I  =^      ctg  730  =  -g-  V25  —  10  l/T 
<  =       tg  720  =  V5  +  2>/5' 
>  =  cosec  720  ^^  \  ^50  _  10  ]/5" 
)=     ^ec  720  ^  y5"+ 1, 
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wonach  also  auch  für  die  Winkel  IS"  und  72*'  die  Funkt ionazahlen  aus- 
gerechnet werden  können. 

4)  Ein  Sechstel  und  Fünf  Sechstel  des  rechten  Winkels;  15*^  und 
75".  Erwähnt  mag  sehliesslieii  gleich  hier  sein,  dass  man  durch  Halbierung 
der  bisher  betrachteten  Winkel  auch  die  trigonometrisohen  Zahlen  von  15  0, 
221/2"  u  3  f  flnden  kann  Difflr  werden  sich  'ipater  einfachere  aiithmetisohe 
Mittel  ergeben,  ^orlLuflg  genüge  es,  dies  geometnsih  am  Beispiel  von  15" 
klar  zu  machen 

Ergänzt  man  die  Fig  IJ,  so  wie  es  in 
Pig  11  geschehen  :^t,  so  kommt  der  Winkel 
IS^Tor  indenirethtw  Dreieck, des&enEathoten 


-irs) 


sind,  und  dessen  Hypote- 


nusealsox/l  +  1— ya-f 

lang  ist.    Für  sin  !&"  erhält  man  damit  z.  B. 

T(2-y3)    1  . — - 

sin  150  = -,  7=-^^  =  ö  V  2  -  V3 

Va-ys 

z.  T.  nach  leichten  Reduktionen  die  Werte; 


«150  = 


sl50  = 


is7a» 


«750 


:-^V2  — yä"    (=0,25  88,..) 
.  ly2-(-j/3"    (^0,96  59...) 


ig  I50  =     ctg  750  =  2  —  ys      (=  0,26  79  . . .) 
dg  15«  =       i^  750  =  2  +  ys"     (=  3,73  205  . . .) 
tee  110  =  coseo  75"  -  2  V^^yä"    (=  1  Cl  528  . . .) 
■.osee  lo(  =     see"^f>  =  2\  2-i-ys     (=  '  86  36 . . .) 
Mit  den  Werten  ans  den  Gleich  ingen  (1)  bis  (6)  erhält  man  die  fol- 
gen le  Tatel  der  goniometrischen  Zahlen  für  die  bis  jetzt  betrachteten  Winkel 
(■iber  mit  Weglassung  von  l>iO  und  "20    d    h    fnr  Winkel   von  15'>  zu  15« 
lurch  den  Qualranten)    wobei  die  irrationalen  Zahlen  auf  3  Dezimalstellen 
ibgernndnt  sind     Man  erhalt  damit  emei  guten  ersten  Äufscbluss  ober  den 
Gaig  aller  Finktionen 


< 

I 

"03 

4j 

0 

750 

900 

eos 

0 
1 

0  26J 

05 

0  86b 

0  707 
0'-07 

0  86b 
05 

0,966 
0,259 

1 

0 

ctg 

0 

0,268 
3,732 

0,577 
1,732 

1 

1 

1,733 
0,577 

3,733 
0,968 

0 

coZ 

1 

1,035 
3,864 

1,155 
2 

1,414 
1,414 

2 
1,155 

3,804 
1,035 

CO 

1 
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Es  wird  sich  bald  zeigen,  wie  man  aus  den  Punktionen  zweier 
Winkel  a  und  ß  die  Funktionen  der  Summe  und  der  Differenz  (a  +  ß) 
nnd  («— 13)  berechnen  kann,  Äua  den  Werten  der  Punktionen  15"  und  IS** 
kann  man,  wenn  man  die  obige  Tafel  nicht  durch  weiteres  Halbleren 
der  Winkel  und  entsprechende  Interpolation  erweitern  will,  was  bald 
mühsam  wird,  dann  also  auch  die  Funktionazahlen  des  Winkels  S"  änden 
(in  Quadratwurzeln  ansgedrückt).  Es  wird  sich  überhaupt  zeigen,  dass 
man  die  Werte  der  goniometrischen  Funktionen  der  Winkel  Ton  S"  zu  3'' 
durch  Quadratwurzeln  ausdrücken  kann.  Nicht  aber  lassen  sich  so  die 
Punktionen  des  Winkels  1''  finden.  In  Wirklichkeit  wird  keiner  dieser 
mühsamen  Wege  zur  Herstellung  einer  Tafel  der  goniometrischen  Zahlen 
betreten;  es  genügt  aber  vorläufig  die  Einsicht,  wie  eine  solche  Tafel 
zu  Stand  kommen  könnte  und  es  ist  also  schon  jetzt  an  der  Zeit,  auf 
die  hier  abgedruckte  Tafel  zu  verweisen:  sie  giebt  für  die  Winkel  von 
l^zu  l'' zwischen  0"  und  90"  alle  6  goniometrischen  Zahlen,  auf  j^ 
(3  Dezimalen)  abgerundet.  Mit  Rücksicht  auf:  Co-F  (90"  —  a)  =  F  («) 
ist  die  Einrichtung  derart,  dass  das  Argument  (a°)  am  linken  Eand  nur 
von  0°  bis  45**  geht,  rechts  (von  unten  nach  oben  zu  lesen)  für  die- 
selben Funktionszalilen  von  45"  bis  90",  und  dass  demnach  am  Fuss 
der  Tafel  überall  die  Co-Eunktion  der  am  Kopf  stehenden  Punktion 
steht  und  umgekehrt;  die  oben  stehenden  Bezeichnungen  gelten  also 
für  die  linke,  die  unten  stehenden  für  die  rechte  Argumenten  spalte. 
Die  Anordnung  der  Funktionen  ist  so,  dass  die  reciproken,  sin  und  cosec, 
cos  und  See,  tg  und  etg  immer  unmittelbar  neben  einander  stehen.  Man 
erinnere  sich  beim  Anblick  der  Tafel  femer  stets  der  wichtigsten  weitern 
Beziehungen   zwischen   den  einzelnen  Punktionen  eines  und  desselben 

Winkels:  sbfi  a  +  fos^  a  =\  und  tga= Der  Anblick  der  Tafel 

zeigt  endlich  unmittelbar,  dass  sich  sm «,  ara  a  und  tg  a  {tga'i>  arc a 
>  fiiü  a)  bis  zu  B  ^  5"  nicht  um  r^r^  unterscheiden. 

Die  Tafel  ist  am  Schluss  des  Buclis  nochmals  abgedruckt,  um 
sie  dort  herausschneiden  zu  können. 
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Dreistellige  natürliche  Zalilenwerte  der  goniometr iachen 

Funktionen  und  der  Bogenlängen  von  Grad  zu  Grad 

des  Quadranten. 


Are. 

0 

Sin. 

Cosee. 

Tanff. 

Cotg. 

Cos.       See. 

" 

Are. 

0,000 

0 

0,000 

« 

0,000 

^ 

1,000  1  1,000 

90 

1,571 

0,017 
0,035 
0,052 
0,070 

0,087 

1 

2 
3 
4 

0,017 
0,035 
0,052 
0,070 

67,209 
28,664 

14,838 

0,017 
0,035 
0,052 
0,070 

57,2  M 
28.636 
19,031 
14,301 

1,000 
0,999 

o!998 

1,000 
1,001 
1,001 
1,002 

88 
87 

1,553 
1,536 
1,518 
1,501 

5 

0,087 

]  1,474 

0,087 

11,430 

0,996 

1,004 

"  1,006 
1,008 
1,010 
1,012 

85 

'84 
83 
82 
81 

1,484 

0,105 
0,122 
0,UO 
0.157 

6 
7 
8 
9 

0,105 
0,122 
0,139 
0,156 

9,567 

8,206 
7,185 
6,393 

0,105 
0,123 
0,141 
0,158 

9.514 
8,144 
7,115 
6,314 

0,995 
0,fi93 
0,990 
0,988 

1,466 
1,449 
1,431 
1,414 

0,175 

10 

0,174 

5,759 

0,176 

5,671 

0,985 

1,015 

80 

1,396 

0,193 
0,209 
0,227 
0,244 

11 

12 
13 

14 

0,191 
0,208 
0,295 
0,242 

5,241 
4,810 
4,445 
4.134 

0,194 
0,213 
0.331 
0,249 

5,145 
4,705 
4,331 
4,011 

0,982 
0,978 
0,974 
0,970 

1,019 
1,023 
1,026 
1,031 

78 
77 
76 

1,379 
1,861 
1.344 

0,262 

15 

0,259 

3,864 

0,268 

3,732 

0,966 

1,035 

75 

1,309 

0,279 
0,297 
0,814 
0,832 

16 
17 

18 
19 

0,276 
0,292 
0,309 
0,326 

3,628 
3,420 
8,236 
8,072 

0,237 
0,306 
0,325 
0,344 

3,487 
3,271 
3,078 
2,904 

0,961 
0,956 
0,951 
0,946 

1,040 
1,046 
1,051 
1.058 

74 
73 
72 
71 

1,292 
1,274 
1,257 
1,239 

0,349 

20 

0,342 

2,924 

0,364 

8,747 

0,940 

1,064 

70 

1,222 

0,367 
0,384: 
0,401 
0,419 

21 
22 
23 
24 

0,358 
0,375 
0,391 
0,407 

2,790 
2,669 
2,559 
2,459 

0,384 
0,404 
0,424 
0,445 

2,605 
2,475 
2,356 
2,246 

0,934 
0,927 
0,921 
0,914 

1,071 
1,079 

1^095 

68 
67 
66 

1,204 
1,187 
1,169 
1,152 

0,436 

25 

0,423 

2,366 

0,466 

2,145 

0,906 

1,103 

65 

1,134 

0.454 
0,471 
0,489 
0,506 

26 
27 
28 
29 

0,438 
0,454 
0.469 
0,485 

2,281 
2,203 
2,130 
2,063 

0,488 
0,510 
0,532 
0,554 

2,050 
1,963 
1,881 
1,804 

0,899 
0,891 
0,883 
0,875 

1,113 
1,122 
1,133 
1,143 

64 
63 
62 
61 

1,117 
1,100 
1,082 
1,065 

0,524 

30 

0,500 

3,000 

0,577 

1,732 

0,866    1,155 

60 

1,047 

0,541 
0,559 
0,576 
0,593 

31 
32 
83 
84 

0,515 
0,530 
0,545 
0.559 

1,942 
1,887 
1,836 
1,788 

0,601 
0,625 
0,649 
0,675 

1,564 
1,600 
1,540 
1,483 

0,857 
0,848 
0,839 
0.829 

1,167 
1,179 
1,192 
1,206 

59 
58 
57 
56 

1,030 
1,012 
0,995 
0,977 

0,611 

35 

0,674 

1,743 

0.700 

1,428 

0,819 

1,221 

55 

0,960 

Are. 

0 

cv.. 

See, 

Cotg. 

Tang. 

Sin. 

Cosee. 

« 

Are. 
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Are.        0 

Si«. 

Cosec. 

Tang. 

Ootg. 

Cos.   !    See. 

0 

Are. 

0,611 

85 

0,574 

1,743 

0,700 

1,428 

0,819 

1,221 

55 

0,960 

0,628 
0,646 
0,663 
0,681 

36 
37 
38 
39 

0,588 
0,602 
0,616 
0,829 

1,701 
1,662 
1,624 
1.589 

0,727 
0,754 
0,781 
0,810 

1,376 
1,327 
1,280 

0,809 
0,799 
0,788 
0,777 

1,236 
1,252 

l!287 

54 
53 
52 
51 

0,942 
0,925 
0,908 
0,890 

0,698 

40 

0,643 

1,556 

0,839 

1,192 

0,766 1  1,305 

&0 

0,873 

0,716 
0,733 
0,750 
0,768 

41 
42 
43 
44 

0,656 
0,669 
0,682 
0,695 

1,534 
1,494 
1,466 
1,440 

0,869 
0,900 
0,93S 
0,966 

1,150 
1,111 
1,072 
1,036 

0,755 
0,743 
0,731 
0,719 

1,325 
1,346 
1,367 
1,390 

49 
48 
47 
46 

0,855 
0,838 
0,820 
0,803 

0,785 

45 

0,707 

1,414 

1,000 

1,000 

0,707 

1,414 

45 

0,785 

Are. 

0 

Cos. 

See. 

Cntg. 

Tang. 

Sif,. 

Cosee. 

■> 

Are. 

Obgleieb  nun  die  goniometrischen  Zahlenwerte  in  der  praktiaeheii 
Keclinung  fast  stets  logarithmiscli  zu  benätzen  sind,  ist  doch  dringend  an 
raten,  eine  grössere  Zahl  einfacher  Zahlenbeispiele  mit  Benützung  dieser 
Tafel  ausiurechnen;  auoli  weitere  dirett«  Ausfechnungen  Ton  goniometrisohen 
Fnnktioiis werten  sind  sehr  nützlich  schon  wegen  der  Übung  im  algebraiseben 
Bechnen,  Ration almachen  des  Nenners  u,  s.  f.  Einiges  ist  hier  angedeutet: 
1)  Die  trigonometrischen  Zahlen  des  Winkels  221/2"  ^^  berechnen. 
In  ganz  derselben  Art  wie  oben  für  150  findet  man,  vgl.  Pig,  15,  aus  dem 
Dreieck  mit  den  Katheten  (VW—  1)  und  1,  also  der  Hypotenuse  Yi  —  2  YX 
,0  =  cos  67VaO  =|-V"2  — y2"(=0,38268..„ 
nach  der  Tafel  0,383). 
tg  aai/i"  ^  ctg  67  '/a«  =  V^'—  1  (=  0,414  314  .,  . 
nach  der  Tafel  0,414), 
V2  +  1  (=  3,414  214.  .  . 
nach  der  Tafel  2,414). 
2)  Waa  ist  sin  III/4''?  In  ganz  ähnlicher  Weise 
oben   erhält   man   nach   einiger   Umformung 

sin  llVi"  =  I  j/2  — V2  + 1/2  (=  0,1951 . . .). 

Man  berechne  auch  cos  ll^^"'  *3  U-Vi*' 
3)  Ebenso  kann  man  erhalten: 

mn  55/3"  =17/2 -V2 +1/2  +  1^2  - 


ciß  221/2«=  fgeHI^O: 


sin  213/isO  =  lj/2  -  V2  +  V2  +  /ä+T^  u.  : 
1  300,  150  ausgebend: 
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§  6.   Anwendung  der  dreistelligen  Tafel  der  natiirliclioii  Zahlen,       41 

sin  TVgö  =  ^ ^9  -  V äTyl;  sin P/,"  =  ^j/T-^Y^  +y2TV^ u.  s.  f. 
Man  berechne  auch  cos  und  tg  dieser  "WinicI. 

4)  Benützung  äer  Tafel.  Ein  gleichmässig  steigender  Weg  gewinnt 
anf  500  m  horizontal  gemessener  Länge  50  m  an  Höhe ;  was  ist  der  Heigungs- 
wintel?    Er  sei  (p,  so  ist 

tg<f=v^  =Tq  =  0,100,  also  nach  der  Tafel  qi  =  (50  +  j|  ■  1«)  oder  $  =  5,07. 
Man  sieht  zugleich,  dass  es  hol  KeohnAing  bis  auf  ^—^  hier  noch  gleichgil- 
tig  ist,  ob  man  tg ip  oder  sinifi  —  -^ setzt,  A.  h,  ob  die  500  m  die  horizontal 
gemessene  oder  die  schief  gemessene  S&nge  des  Wegs  yorstellen. 

Der  Gipfel  eines  Berge,  dec  nach  der  Karte  5500  ni  von  meinem 
Standpunkt  entfernt  ist,  erscheint  mir  unter  einem  Höhenwinltel  von  7"  30'; 
die  Meereshöhe  meines  Standpunkts  ist  480  m,  was  ist  die  MeereshOhe  des 
Berggipfels?  Antwort:  [480  +  5500 .  (3  71/3  «)  m  ^480  +  5500.0,132  = 
480  +  726  =  etwas  über  1200  Meter. 

In  einem  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck  ist  die  Hypotenuse  500  m 
lang  nnd  die  spitzen  Winkel  sind  37«  nnd  530  =  900  —  370;  was  sind  die 
beiden  Katheten?  Antwort:  50O.si»37u  und  500  . am 53"  =  50(1  . cos 370 
oder  500 . 0,602  und  500 . 0,799,  also  rund  301  m  und  899  m. 

Ein  rechtwinkliges  Dreieck,  das  die  Katheten  3  nnd  4  hat,  hat  be- 
kanntlich die  Hypotenuse  5;  was  sind  in  lunder  Zahl  die  Winkel  dieses 
Dreiecks?  Antwort:  Sie  seien  ip  und  (900  —  ifii,  so  ist  ijj  zu  rechnen  aus 
SMH|)  =  y  =  0,600  oder  aus  tg  ip  =  ^  =  0,750;  beides  gibt  yp  =  360,9  un- 
g  t  h    (    f  /      g  d     W    k  1        1      1     plte    genauer  zu  360  s2'  12" 

ü  1      hg       dt      g  b    ) 

I  m       htwmkl  g     D        k     t  di   Hyp  tennse  200  m  lang,  die 

Kath  t    130  m    w      1    g  ist  d         d       K  tliete?    Antwort:  Nach 

d  m  Pyth  gäh      Lht       tl         Ktlt=  ]/2ÖÖ2  —  130S  Meter 

=  >    31ÖÖ  =  15  lg       dt        t  B      t  ier  Tabelle  =  200  mal 

d      Wkl     d  d     h^  =  O50Og    eben  ist,  d.  h.  200  mal 

d     W    k  l    40    5     d      gl     h  200  0  761  =  152  m  rund.    Die  princi- 
pllUb         tm       gi  fh  td  gen  Eechnungs  weise  ist 

kl  6       l      d      g  g  b       K  th  t         d  die  Hypotenuse,  ß  der 

G  g         kl  6,       d         1  ß  =  —     t,  i       ist  die  andere  gesuchte 

Kathete  c  =  a.cosß  =  ayi  —  si«^ß  ^  a  j/l  —  ^  =  Vä^-^^^,  nur  ist 
die  Wurzelaasreehnung  hier  erspart.  Bei  logarithmiseher  Bechnnng  würde 
man  hier  allerdings  anf  dem  ersten  Weg  mit  c  =  y{a-t-l)(a—h)  ebenso 
einfach  zum  Ziel  kommen.    Man  bilde  selbst  noch  vor  dem  Übergang  auf  die 
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folgenden  gg  viele  ähnliche  Beispiele  mit  mflgliclist  einftchen  Zahlen,  es  ist 
sehr  nfitilich,  der  allerdings  praktisch  meist  an'h  schon  in  diesem  Vall  vor 
zuziehenden  logarithmischen  Eeehnnng  zahlreiche  emfiche  Eeclmangsheispiele 
mit  den  „natiirln  hen'  Werten  der  tn^onnmetrisch^n  Zahlen  TLriusgehpn  zu 
lassen. 


Kapitel 


Gleichschemuges  Dreieck.  Reguläre  Polygone. 
AM  KREIS, 


§  7.  Einleitung;  Eiarlchtung  der  logaritlimisch-trigODO' 
metriselien  Tafel. 

1}  Einleitung.  Nachdem  die  goniometrischeti  Fnnktionen 
spitzer  Winkel  definiert  sind  und  ein  Überbliclt  üher  den  Gang  dieser 
Zahlen  gewonnen  ist,  ist  das  oben  genannte,  der  ebenen  Trigonometrie, 
nicht  mehr  der  reinen  Goniometrie  angehörige  Eapitel,  die  einfachsten 
Anwendungen  der  gonio metrischen  Zahlen  enthaltend,  hier  einzuschalten. 
Da  wir  bei  der  Definition  der  gonlometrischen  I'unktionen  spitzer  Winkel 
vom  rechtwintligen  Dreieck,  und  früher  vom  Kreis  ausgegangen  sind, 
so  muss  es  jetzt  möglich  sein,  die  am  rechtwinkligen  Dreieck  und 
am  Kreis  vorkommenden  Eeehnnngen  auszuführen.  —  Bleiben  wir  vor- 
läufig beim  rechtwinkligen  Dreieck. 

So  lange  es  sich  im  rechtwinkligen  Dreieck  nur  um  Strecken 
handelt,  so  lange  keine  Winkel  in  Betracht  kommen,  leistet  der  Pjtha- 
goräische  Lehrsatz  alles  für  die  Eechnung  Erforderliche. 

Sind  z  B  die  beiden  Katheten  gegeben  (sie  mögen  ö  und  c 
Längeneinheiten  enthalten)  und  -ist  die  Länge  der  Hypotenuse  {a  Längen- 

a=.yW~-^lÄ  (1); 

oder  ist  die  Hypotenuse  a  und  eine  der 
Katheten  gegeben,  z.  B.  b,  die  andere 
Kathete  c  gesucht,  so  ist 

c  =  y^'-  (,2  (2). 

Zur  praktischen  Durchführung  von 
Rechnungen  nach  den  Gleichungen  (IJ  oder  (2)  mit  gegebenen  Zahlen 
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wird  bequem  sein  eine  Tabelle  der  Quadratzahlen,  wie  sie  eine  voll- 
ständige Tafelsam mlnng  auch  enthält.  In  einer  vollständigen  G-stelligen 
Sammlung  der  zum  Keehnen  notwendigen  oder  zweckmässigen  Tafeln 
{s.  u.)  findet  sich  z.  B.  eine  Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  0 
bis  10,  mit  dem  Intervall  0,001,  d.  h.  es  sind  aufeinanderfolgend 
angeschrieben  die  Quadrate  von  0,000,  0,001,  0,002...  1,000,  1,001, 
1,002...  10,000,  und  zwar  mit  4  Dezimalstellen;  z.  B.  also  3,745^ 
(abgerundet  auf)  =^14,0250,  3,746^  (ebenso)  =14,0325  u.  s.  f.  Es 
sind  damit  zugleich  die  Quadrate  beliebiger  Zahlen  mit  der  der  Tafel 
innewohnenden  Genanigkeitsgrenze  gegeben,  wobei  man  für  eine  Ver- 
setzung des  Kommas  in  der  Zahl  um  Eine  Stelle  na«h  links  oder 
rechts  im  Quadrat  der  Zahl  das  Eomma  um  Zwei  Stellen  nach  links 
oder  rechts  zu  rücken  hat;  z.  B.  37,45^  =  1402,50,  374,53  =  140250, 
wobei  nun  aber  hier  die  Einer  im  Quadrat  schon  durch  Abrundung 
entstanden  sind,  0,3745^  =  0,140250  n.  s.  f.  Dieselbe  Tafel  dient 
auch  zur  Wurzelausziehung;  man  sucht  die  dann  hier  gegebene  Zahl  n^ 
in  der  so  überschriebenen  Spalte  der  Tafel  und  entnimmt,  mit  Inter- 
polation (s.  unten)  der  Argumenten  spalte  das  zugehörige  n.  (Dabei 
ist  nur  auf  die  Stellung  des  Kommas  zu  achten,  also  z.  B,  bei  dem 
angegebenen  Tafelumfang  beim  Aufsuchen  von  "|/0,1345  bei  n^  =  13,45, 
nicht  bei  «^  =  1,345  aufzuschlagen,  bei  y  134,5  bei  «ä  =  1,345,  nicht 
bei  «a  ^  13^45  u.  s.  f.) 

Die  Quadrattafel  in  dem  Umfang,  wie  sie  sich  gewöhnlich  in  den 
TafelsammluDgen  findet,  leistet  in  der  That  für  Aufgaben  von  der  Form 
(1)  oder  (2)  sehr  gute  Dienste,  so  lange  eben  ihre,  durch  ihre  Aus- 
dehnung bedingte,  Genauigkeit  genügt. 

Soll  die  Genauigkeit  gesteigert  werden,  z.  B.  auf  die  Stufe,  die 
S-stellige  Zahle nlogarithmon  gewähren,  so  ist  die  logarithmische  Eech- 
nung  unmittelbar  nach  den  Gleichungen  (1)  oder  (2)  sehr  unbeijuem: 
man  hätte,  bei  gegebenen  Zahlen  h  und  c  in  (1),  die  Logarithmen, 
beider  Zahlen  aufzusuchen,  je  mit  2  zu  multiplizieren,  wodurch  man  die 
Logarithmen  der  Quadrate  von  &  und  c  erhält,  diese  Quadrate  wieder 
mit  Hilfe  der  Logarithmentafel  aufzuschlagen,  zu  addieren,  den  Loga- 
rithmus der  Summe  zu  suchen,  und  diesen  Logarithmus  zu  halbieren; 
die  zugehörige  Zahl  wäre  der  Wurzelwert  a. 

Die  Gleichung  (2)  gestattet  dagegen  eine  zur  logarithmischen 
Rechnung,  bei  gegebenen  Zahlen  a  und  b,  bequeme  Umformung;  es  ist 
(vgl.  den  Schluss  des  letzten  §) 

(2')  c  =  V{a  +  h){a  —  &), 

wonach  die  Rechnung  sehr  einfach  ausfällt. 
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Versuchen  wir  auch  bei  (1)  eine  Umformung,  die  die  Gleichung 
zur  logaiithmischen  Eechnung  von  a  geeigneter  macht;  setzen  wir  z.  B. 

Sind  nun  z.  B.  statt  der  Zahlen  Ton  b  und  c  die  Loganthiuea  ion 
b  und  c  gegeben,  wie  es  bei  praktischen  Eeehnungen  uft  vurkommt  so 
wäre  die  Rechnung  nach  der  letzten  Form  (1')  lusserst  bequem  wanD 
man  eine  Tabelle  hätte,   die  mit  hg  k  als  Argument  die  ^erie  von 

log  (1  +  ^)  geben  würde;  setzt  man  nämlich  [-1  =  sß  naä.  y  =  1  +  x% 

so  wird  a=  c Vy.  Die  Tabelle  würde  nun  zu  log «^  =  2  logx  — 
2  {log  1)  —  lo(/  c)  als  Argument  den  Log.  von  i/  liefern  und  man  könnte 
sehr  bequem  rechnen  nach: 

(1")  loga=  logc  +  -^logy. 

Auch  diese  Tabelle,  für  log  (1  -h  V)  mit  log  k  als  Argument,  ist 
in  der  That  in  vollständigen  Logarithmentafel- Sammlungen  enthalten; 
es  ist  die  Tabelle  der  sog.  Addition s-Logarithmen,  Tgl.  unten. 

Man  kana  zur  Keclinung  nach  der  Gleichung  (1)  statt  dieses 
arithmetischen  Wegs  aber  auch  einen  goniometrischen  wählen;  er- 
innern wir  uns,  daea  Vtg^  ß-hl  ^secß  =  ~ä  i^*  *">''  ^^^^  ^ff  "  jeden 

& 
beliebigen  Wert  haben  kann,  also  in  jedem  Fall  tgß=—  gesetzt  wer- 
den kann,  was  auch  immer  die  Zahlen  h  und  c  oder  ihre  gegebenen 
Logarithmen  sein  mögen,   so  erhalten  wir   eine  andere,    sehr  bequeme 
Rechnung  nach  (1')  in  der  Form: 

(1'")  f9ß  =  \  ;  «  =  c  ^^-ZVi 
sobald  wir  eine  bequeme  logarithmische  Tafel  der  goniometrischen 
Zahlen  haben;  die  Tafel  der  Ad ditions  Logarithmen  wndhiei  entbehrlich 
Man  hat  einen  „Hilfswinltel"  ein{,efuhrt  der  nichts  andeies  i  t  als 
der  Winkel,  der  im  rechtwiukl  gen  Dre  eck  mit  den  Eatheten  l  und  f 
der  ersten  gegenüberliegt. 

Sind  in  der  Gleichung  (2)  ebenso  die  Logarithmen  der  Hype 
tenusenlänge  a  und  der  Kathetenl  inge  h  gegeben  so  nutzt  die  Um 
formung  (2')  nicht?  mehr;  wohl  aber  fühlt  emo  ebenso  einfiche  gonio- 
inetrische  Einführung  zum  Ziel    set^t  man  in 


smß=^—,  was  angeht, 
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lat    sc  wird  =nV'i.  —  h  n  p  =  a ''oa  ß       iiid   die   logaritliinische 

Pechnung    ist  mit  Benutzung  emer  Tabelle  der  l  q  sin  (wie  btianiit 
zugleich  Tabplle  dpr  l  g  cos  für  die  Komplementwinkel)  ausaeiat  bpquem 
lil  siiiß=zloQb  —  loga    zu  diesem  ß  den  loi      i.  ß  auf 
^esJilaÄen  gibt  Joj     =  l  q  a  +  lig  cosß 

3}  I>ie  ,  liOgaiitliinentafel"  und  ihi  ^eliraiich. 
denanigbeitsbetrachtang  Wuden  wir  so  scbca  tur  die  PallB 
wo  e^  SLuh  allPin  um  n  Zahlen  gegebpne  nud  zu  bwrethnendf  Stre(,li.en 
am  rechtwinkligen  Dreieck  handelt  zur  Anwending  von  Tabellen  der 
gOLiometri&ch''n  Zahlen  {,efuhrt  so  wiid  die  E  nfuhrung  dieser  Tibellea 
selbst  verstand  lieh  unQmt.dn^hch  notwendig  obiU  luch  (belieb  gel 
W  nkel  ah  gegebene  ( 1er  zu  beiechnende  "^t  icke  hinzukommen  Wenn 
z  B  für  Gin  i echtwinkliges  Dreiedt  gegeben  nt  die  Lmge  dei  Hjpo 
tenuTO  =  227  45  Längeneinheiten  z  B  Meter  unl  der  eine  Winkel 
—  32" -1  20  (der  andeie  also  =  5""  5t  40  )  und  gesucht  'iind  die 
Linien  der  Katheten  so  ist  ohne  d  e  goii  metus  lien  Zahlen  diese 
Aufgabe  nickt  zu  lösen  Die  theoretische  planimetr  «che  Lösung  man 
macht  eine  Strecke  =227  4ü  Lingenemheiten  „tugt  an  sie  im  End 
pnnkt  den  Winkel  32  4  20  au"  und  lallt  Tom  andern  Endpunkt 
das  Lot  auf  den  Schenkel  won  t  lie  Katheten  abgemessen  werlen 
können  iihit  praktisch  zu  niüits  auf  dem  Be  ssbrett  dh  m  starker 
Yeijungnng  1er  Fi^i  kann  weder  das  Anlegen  des  Winl  eis  mit  dem 
Zen^henhalbkreis  noch  dds  AI  messen  der  g  gebenen  ind  gesuchten 
Stiecken  mit  der  Genauigkeit  ge^uhehen  die  der  Genauigkeit  der 
Angaben  entspri  ht  nnd  denkt  man  si  h  d  e  Aufgabe  etwa  duruh 
ÜbertragUDf,  diesei  planimetrisohen  Lfsun^  auf  das  Feld  e  ne  Messungs 
ebene  gelu  t  io  wurde  diese  Li  ung  mit  Thejdoht  und  Mes  latten 
auch  wenn  trtlche  Verhältnisse  se  zuhe  sen  yiel  zn  umat  nllich 
sein  ja  geiidezu  die  Autgabe  selbst  wieder  lis  angebt  che  Lösung 
aufstellen  Denn  eben  die  Meaeung  der  Winkel  mit  Winkelmess 
Instrumenten  auf  dorn  Pold  soll  die  lan5,wenge  und  untei  Umstanden 
wenig  fjOnaue  direkte  Messung  mCglchst  «eler  Stiecken  durch  dioBe 
rechnung  dn-5ei  Strecken  ersetzen 

Anders  wird  die  'ia.chf  wenn  w  r  1  e  g  ni  metriöchen  Zahlen 
les  gegel  eaen  (gemosstnen)  Winkels  einfuhren  ae  diesei  Winkel  p  und 
sei  a  die  gegebene  Hjpotenuse   so  smd  die  Katheten  ?  un  1  t.  einfach 

h=^asmß  ,  c=acos ß. 

Die  Äiwtts-Tabelle  g^ebt  also  sofort  die  Auflösung ;  in  unserem  Fall  würde 
b  =  227,45 .  sm  (32»  4'  20")  m  und  c  =  227,45 .  cos  (32»  4'  20")  m. 
Die  Eechnung  mit  Benützung  einer  Tafel  der  , natürlichen'  Zahlen- 
werte der  goniometrischen  Zahlen,   wie  sie  oben  (§  6)  3-stellig  abge- 
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druckt  ist,  diß  aber  hier,  der  Genauigkeit  der  Angaben  und  der 
damit  verlangten  öenauig;keit  der  Resultate  entsprechend, 
etwa  Sstellig  sein  müsste,  wäre  nun  nicht  bequem ;  man  hat  auszu- 
rechneE:  h  =  227,45  .  0,5310 . . .,  c  =  227,45 .  0,8i74 ...  Wie  aua  der 
Algebra  bekannt  und  in  1)  schon  mehrfach  angedeutet  ist,  führt  allein 
die  logarithmische  Rechnung: 

log  b  =.log  a  -h  log  sm  ß  ;        log  c  =  loga-\-  log  cos  ß 
bequem  zum  Ziel,  man  hat  statt  der  Tafel  der  natürlichen  Werte  der 
goniometrischen  Zahlen  eine  Tafel  der  Logarithmen  dieser  Werte 
anzuwenden  und  über  die  Einrichtung  dieser  Tafel  ist  hier  zunächst 
das  Nötige  zu  sagen. 

Die  goniometrischen  Zahlen  rationaler  Winkel  sind  mit  sehr 
wenigen  Ausnahmen  irrationale  und  transcendente  Zahlen,  deren  Werte 
also  nur  mit  einer  gewissen,  übrigens  beliebig  weit  gehenden  An- 
näherung augegeben  werden  können,  bei  einer  bestimmton  Zahl  7on 
Stellen  abgebrochen  worden  müssen. 

Die  Logarithmen  der  goniometrischen  Zahlen,  die  in  der  zu 
verwendenden,  na«h  runden  Winkelargumenten  angeordneten  Tafel  sich 
finden,  sind  demnach  ebenfalls  sämtlich  (von  Null  abgesehen)  trans- 
cendente Zahlen,  die  also  auch  je  nach  Bedarf,  d,  h.  je  nach  der  Ge- 
nauigkeit, mit  der  die  Rechnungen  geführt  werden  sollen,  mit  3,  4,  5, 
6,  7,  8,  10  Dezimalstellen  angegeben  werden. 

Für  die  Zwecke  der  Schule  wird  in  der  Regel  eine  fünfstellige 
vollständige  Logarithmentafel  benützt,  die  auch  für  sehr  viele  prak- 
tische Aufgaben  völlig  genügt  und  die  deshalb  im  Folgenden 
ebenfalls  im  allgemeinen  vorausgesetzt  wird.  In  der  Land- 
messung und  bei  den  astronomisch-geographischen  Ortsbestimmungen, 
auf  die  dieses  Buch  vorbereiten  soll,  ist  ausser  der  5-stelligen  eine 
6-steUig9  Tafel  notwendig,  daneben  für  andere  Zwecke  eine  4-stellige 
Tafel.  Die  7,  8  und  lO-steHigen  Tafeln  bleiben  den  feinern  Rech- 
nungen der  hohem  Geodäsie  und  der  praktischen  und  theoretischen 
Astronomie  vorbehalten;  ihre  Anwendung  in  den  vorhin  genannten 
Teilen  der  angewandten  Mathematik  ist  unnöthig,  sogar  deshalb  schädlich, 
weil  bei  ihrer  Anwendung  die  Genauigkeit  der  Rechnung  ganz  über- 
trieben wSre  im  Vergleich  mit  den  Messungs  werten,  die  ihr  au  Grunde 
liegen.  Wer  eine  ö-steUige  Tafel  gut  handhaben  kann,  Jtommt  ohne 
weiteres  auch  in  einer  4-stolligen  und  6-stelligen  zurecht.  Auch  kann 
man,  wenn  man  eine  Tafel  mit  alter  Winkelteilung  richtig  benützen 
gelernt  hat,  auch  sofort  eine  Tafel  mit  neuer  Teilung  gebrauchen  und 
umgekehrt. 

Die  am  meisten  zu  empfehlenden  logarithmischen  Tafeln  sind: 
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Östpllig   für  alte  Kieiateilniig   Ton  F  <r   (rfusa  und  von  Mex, 

5  btellig,  für  neue  i-rejsteilung    yon  F  6-  G-ami   von  Gravelius,  vom 

franz    Seivice  Göographiqne  u   a 
4stellig,  tur  alte  Kreisteilung   vm  Sex  (sehr  vollständig)  u,  v.  a,  *); 

6  stellig  für  alte  Kreisteilung,  von  Brtmiler  Albrechi 
6  stellig  für  neue  Kreisteilung  von  7o)  Jan 

(7  stellig   aber  hier  nicht  mehr  in  Betracht  kommend   für  alto  Teilung 

von  Biuhnf,  von  S  ht  j}i  a  a)  u  s  w 
Die  Zahl  der  Logarithmen  Tafeln  ist  so  grot>s  dass  die  Nennung  der  obi- 
gen Tafeln  genügen  nius=!  Selbitverständlieh  smd  alle  Logarithmen 
dieser  Tafnln  (von  kurzen  Tafeln  der  fffje/ichen  Zahlenlogarithmen 
etwa  a'bgeselien)  BngQ^ch^  Lugaiithmon  mit  dei  (Tiundaahl  10; 
wenn  hier  m  Zukunft  Jug  geschnehen  wird  w  «md  stets  solche 
Logarithmen  gememt 

J  (/     10  =  1      /  0  100  =  2 

locf     0,1  =  ~  1,00  000  oöer  =  9  .  00  000  —  10, 

%  0,01  =  —  2,00  000  oder  =  8  .  00  000  —  10. 


Den  Beginn  einer  solchea  vollständigen  logarithmisch-trigoni)- 
metrischen  Tafel  bildet  stets  die  Tafel  der  Zahlenlogarithmen:  Loga- 
rithmen der  natürlichen  Zahlen.  Die  Kenntnis  dieser  Logarithmen 
und  der  Rechnung  mit  ihnen  wird  hier,  als  ans  der  Algebra  bekannt, 
vorausgesetzt.  Bekanntlich  dient  diese  nach  natürlichen  Zahlen  ge- 
ordnete Tafel  zugleich  zum  Aufschl^^n  der  log  gegebener  Zahlen  und 
zum  Aufschlagen  der  zu  gegebeneu  log  gehörigen  Zahlen;  besondere 
Tafeln  der  jAntilögarithmen"  zu  dem  zuletzt  genannten  Zweck,  die  nach 
runden  Intervallen  des  Log.  geordnet  werden,  sind  mit  Recht  fast  gänz- 
lich ausser  Gebrauch  gekommen.^) 

Die  zweite  Haupttafel  3ev  logavithmisch  -  trigonometrischen 
Tafeln  ist  die  der  Logarithmen  der  goniometrischen  Zahlen,  mittele  der 
ebenfells  gleichzeitig  die  zwpi  Autgaben  zu  lösen  sind: 

1)  zu  einem  gegebenen  Winkel  den  Logarithmus  einer  bestimmten 
goniometri&chen  Zahl  dieses  Winkels  aufzusuchen; 

2)  zum  gegebenen  Logarithmus  einer  bestimmten  goniometrischen 
Zahl  den  zugehörigen  Winkel  zu  bestimmen. 

*j  Anmerkung  (zur  MerateUieren  Tafel).  Logarithmentafeln  mit 
Tier  Dei^imilstellen  «and  in  den  letzten  Jahren  in  ausserordentlich  grosser 
ÄnziU  heran^gegehen  worden  in  der  Ahiicht,  aus  der  Mittelschule  die 
fünfstellige  lafil  ganz  zu  verdrängen  und  allein  noch  die  vieratell^e  Tafel 
anzuwenden  Der  Verfai^ei,  der  die^e  Ahaicht  nicht  billigt,  wird  sich  in 
der  klemen  (Schul  1  Ausgile  dieses  Buch':  lirüber  aussprechen;  vgl.  übrigens 
Anmerkung  6). 
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Wie   in    der  T  t  1   d      Z  1 1    1  g     tl  in  k  h  h 

mit  Rücksicht  auf  d  TImt  g  l  T  f  1  M  j  d  m  W  k  1  B 
von  1"  zu  1",  nnmitt  U  dL  ät{,mthZlil  n 
geg'eben  sein,   Eonde      m  d         d      PglmtHlfd       P 

portionalteile',  bei  1 1  f   1       Dfi  11  I    pf 

Interpolation  aaszuf  1  1  b  i  f  t  U  £  f  1  tl  It  1 
Logarithmen  der  Punkt  dWIildQlit  IMt 

zu  1  Kinuto,  sochsst  11  d       1      t  11  1     Sek     d  10 

Sekunden,  vierstellig  10  M     t  10  Mi    t       d      teil  g       n 

1  Grad  zu  1  Grad. 

In  der  Tafel  &df  tu      thlt      }  g         1  jt    g  l  g  t 

log  COS.    Wona  jo  oi       1  ?  i     l  l       ht  w  d  t 

wegen  sec  a  = h      /  ^  =1  =.—  ?_/ 

,  cosec  a  =  ~^ —         .      Iva  cosev  a  —  luii  —. —  =;  —  loa  sui  a 

mit  log  ßosa    oder     log  sma  bekannt. 
Ferner  ist  tg  a  ctg  a  ^  1,  also  log  tg  a  +  loq  ctg  a  ^^  log  1  =^  0. 

Die  Logarithmen  ¥0n  tg  und  ctg  desselben  Winkels 
haben  demnach  stets  0  zur  Summe;  der  eine  von  beiden  Loga- 
rithmen, die  Spalte  ctg  z.  B.,  könnte  aus  demselben  Grunä  wegbleiben; 
aus  dem  log  sec  und  log  cosec  weggelassen  sind,  es  ist  aber  doch  zweck- 
mSssig,  diesen  Logarithmus  (von  ctg)  ebenfalls  beizubehalten. 

Ferner  ist  für  jetlen  Winkel  « 

/(7  K  =    -  ■■■      oder      log  ig  u^  log  sin  a  —  log  cos  a      oder 
log  din  a  ^  log  tg  a  +  log  cos  a; 
auf  JGdei  beliebigen  Zeile  der  Tafel  {für  einen  beliebigen  Winkel  der 
Tafel)  müssen  also  äie  beiden  angegebenen  Beziehungen  der  3  Zahlen 
log  sin,    log  fg,    log  los  bestehen. 

Da  sm  und  cos  stets  <  1  sind,  so  sind  log  sin  a  und  log 
cos  «  immer  negativ.    Es  ist  z.  B. 

log  sin  30»  =  log^ ^—log'i  —  —  0.30 103. 
Statt  aber  mit  negativen  Logarithmen  zu  rechnen,  rechnet  man, 
wie  von  den  Zahlenlogarithmen  her  bekannt  ist,  mit  deren  dekadischen 
Ergänzungen,  setzt  also: 

log  sin  30»  =log-^  =  0,69  897  —  1     oder 
=^9.69  897  —  10. 
In  der  Tafel  findet  sieb  in  der  That  log  smj  30"  =  9.69  897.  Allen 
Logarithmen  der  goniometrischen  Tafel,  mit  Ausnahme  der 
mit  0 .  beginnenden,  ist  — 10  beigesetzt  zu  denken. 
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Im  folgenden  wird  — 10  am  Schluas  des  Logarithmus 
«iner  goniome  tri  sehen  Zahl  meist  als  selbstverständlich 
wegbleiben. 

Da  F  (a)  =  Go-F  (30''  —  a)  ist,  so  stehen  am  Kopf  der  goaio- 
metrischen  Logarithraentafel  die  Grado  0  bis  44,  am  Puss  45  bis  89, 
die  Mianten  schreiten  fnr  Winkel  zwischen  0"  und  45"  am  linken 
Band  von  oben  nach  unten,  für  solche  zwischen  45"  und  90** 
am  rechten  Eand  von  unten  nacli  oben  fort,  wie  dies  ans  der 
oben  (S.  39  und  40)  aufgestellten  kleinen  Tafel  der  natürlichen  gonio- 
metrisohen  Zahlen  (dort  für  die  Grade)  bereits  bekannt  ist.  Die  Eeihen- 
folge  der  Funktionen  ist  oben  von  links  nach  rechts:  sin,  ig,  ctg,  cos, 
unten  also  cos,  ctg,  tg,  sin.''}  Die  Benützung  der  früher  erkannten 
Werte  von  sin,  cos,  tg,  ctg  einiger  bestimmter  Winkelwerte:  0",  30", 
45",  60",  90"*  fuhrt  zu  folgender  Übersicht  der  Grenze  der  Logarithmen 
dieser  Punktionen: 

1)  sin.  Es  ist  sw  0"  ~  0,  die  Tafel  der  hg  sin  beginnt  also  mit  —  co; 
sinMO=^ ;  U  log  sin  SO"  mm  üsn  stehe»  1)  -O'SI)  103  =  9i9  SST  - 10  (a.  obm) 
sMi^^—MlogsiniS"  ,     „      „    O-i-.0illlO3  =  O-l).l505l=9.SlSi9-lO 
iiM'>=^ys]it\logainifiO,     ,      ,    -i),S(ll03+-^  ■Wni2=-0,30m+l),m66=US15S-10 
sm 90"=  I ;  bei  log  sin  90"  raniB  also  ^«r  log  hnh  9,99999  - 10  slloäblitli  sat  O.ÜÖOOO  wüsbssD. 

2)  Dasselbe  für  cos.  —  Zu  boa«liten  ist,  dass  sm  45"  =  eös45''  = 
\V2,hg=9.84:9i9-10isk.  Ist  der  (o^siweines  spitzen  Winkels>9.84  949, 
80  ist  der  Winkel  <45",  im  aadera  Fall  >45";  ist  log  cos  des 
Winkels  <  9.84949,  so  ist  der  Winkel  >  45 ",  im  andern  FalK  45", 

3)  toMff  (und  ctg}.  Man  rechne  auch  die  log  tang  der  obigen 
Hauptwinkel  direkt  aus.  —  Zu  beachten  ist  hier  besonders,  dass  tg  45"  =  1, 
log  tg  45"  =  0.00  000  ist.    Lautet  also  z.  B.  log  tang  eines  spitzen  Winkeis 

9 — 10,  so  ist  der  Winkel  <  45''  und  oben  und  links  zu  suchen, 

beginnt  liq  Urnj  mit  0  so  ist  der  Winkel  >  i''"  und  unten 

und  rechts  zu  ';uchen     Für  hicfga^lo/tg{90° — a)  umgekehrt. 

Da  am  und  fa  mit  wachsendem  spitzem  M  mkpl  wachsen  wäh- 
rend s  und  dg  abnehmen  so  ist  wenn  au  einem  gegebenen  Winkel 
der  Logar  thmns  einer  Funktion  gesucht  wird  dei  mittels  Inteipolation 
zwischen  die  zwe  Tafelzablen  hmem  den  Proprttionalteilen  entnommene 
oder  im  Kopf  ausgerechnete  Betrag  zum  Logarithmus  der  Funktion  des 
nächst  kleinern  Winkels  bei  sin  und  tg  zu  addieren,  bei  cos 
und  ctff  davon  zu  subtrahieren. 

Man  beachte  ferner  gleich  hier  die  Art  des  Wachstums  und  der 
Abnahme  der  Log.   der  gonio metrischen  Zahlen:   bei  log  sin  ist  die 
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Zunahme  awischen  aofeinanderfo  Igen  den  Zahlen  bei  kleinen  Winfcelo 
von  0'*  ans  sehr  grosa,  bei  log  cos  die  Abnahme  sehr  klein;  in  der 
Mhe  von  90"  also  umgekehrt,  Zunahme  an  log  sm  sehr  klein.  Abnahm» 
des  log  cos  vollends  rascb;  bei  45"  ist  die  Zunahme  von  log  sin,  Abnahme 
von  log  0  be  wacl  sendem  W  ukel  gle  ch  gros  s  e  bet  dgt  für  1 
12  bs  13  Enteten  der  5  btulle  ¥  t  lo  t  und  loj  t  st  da 
loj    tii  =  —  J     t  t   an  leöer  ''teile  de   Tafel  d  e  D  ffe  enz  für  1 

(5  stell  g)  oder  für  10  (0  stell  g)  gerne  nschaftl  ch  d  ese  D  fte  enz  t, 
für  kleme  W  nkel  und  für  ^\  i  kel  n  der  Näh  vun  30  d  elbe  w  e 
m  ersten  Fall  für  loa  m  zwe  ten  fa    log    os         de    N  he  von 

45'^  smkt  e  aber  nur  uf  etwa  5  E  al  e  ten  der  5  Stelle  tu  1  bl  bt 
also  gerade  d  ppelt  so  ^ross   als  d  e  für         und    o    do  t  vo  lani  n 

Sodann  st  aufmerksam  zu  mich  n  auf  den  übe  aiis  kle  n  n 
Untersched  n  den  Zahlen  für  (o^  und  l  jfj  seh  kle  nerWnkel 
(  öS  n  i  tg  von  Wmkeln  sehr  nahe  be  9f  )  die  Zahlen  fu  l 
und  lof  tfj  i  r  alle  W  nl  el  <  0"  20  st  mmen  auf  1  Einhe  t  der  5  Stell 
nbe  e  n  allgeme  n  und  genauer  s  e  st  mmen  n  e  ne  Tafel  hO  lange 
b  e  anf  1  E  nhe  t  i  r  1  t  ten  St  He  der  Tafel  uberem  als  s  ch  log 
=  —  log  LOS  nicht  bis  auf  1  Einheit  der  letzten  Stelle  erhebt,  also 
log  cos  0,00000 .  lautet,  denn  für  j  eden  Winkelwert  k  ist  (vgl.  oben) 
log  sma  =  log  ti/  a  +  log  cos  a  ;     logtga  —  log  sin  a  —  log  cos  a. 


log  sm  0"  10'  =  7.46  373  —  10 
log  sin  0*>  15'  =  7.63  982  —  10 
log  sm  0"  20'  =  7.76475  —  10 
log  sin  0"  25'  =  7.86 166  —  10 


logtgQoiO'^  7.46  373  —  10 
log  tg  0«  15'  =  7.63982  — 10 
logig0'>20'  =  7.76476-10 
%(^  00  25' 1^7.86  167  — 10 


noch  bei  mehreren  Graden  bleibt  der  Unterschied  klein: 

los 

sin  2' ly 

=  8.54  282- 

-10 

log  ij  2»  0' 

=  8.54308-10 

log 

siwSOO' 

=  8,71880- 

-  10 

%  ig  S»  0' 

=  8.71 940  —  10 

Es  ist  schon  frnher  auf  die  sin  und  tcmg  (natürliche  Werte)  kleiner 
Winkel  aufmerksam  gemacht  worden  (vgl.  g  5,  3)  und  §  6  vor  der 
Zahler  tafel). 

Die  Anwendung  der  Proportional  teile  bei  Eechnungen  mit  den 
goniometrischen  Logarithmentafeln  setzt  den  aus  der  Lc^arithmenlehre 
bekannten  Satz  voraus:  Die  Differenzen  der  Logarithmen  wenig 
von  einander  verschiedener  Zahlen  verhalten  sich  wie  die 
Differenzen  der  Zahlen  selbst.  Ob  dieser  Sata  in  einem  bestimm- 
ten Fall  anwendbar  ist  oder  nicht,  erkennt  man  an  den  Differenzen 
selbst,  indem  diese  nämlich  an  der  betreffenden  Stelle  der  Tafel  (nahezu) 
konstant  bleiben  oder  aber  .«prungweiae  sich  verändern. 
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Es  ist  z,  B,  nach  einer  5-stelligen  Tafel 
log  sin  S10Ö'  =  9.71 184 - 
,      ,    am- =  9.71  205- 
,      ,    31"  2'=  9.71226- 
„      ,    310  3'  =  9.71247  —  1 
,     ,   31"  4' =  9.71  268-1 
Hier  ist  es  also  jedenfalls  ohne  weiteres  gestattet,  für 
log  sin  31<*2'20"  so  zn  rechnen: 
20" 
=  9.71 226  +  0.00  021 .  ^„  =  9.71  233. 


Dagegen  ist  z.  B.  nach  deraellieö  Tafel 


lo(/  ty  0»  5 

^  7.16  270- 

,    .  00  6 

=  7.24  188  - 

«     .  0"7 

=  7.30  882- 

-     ,  0"8 

=  7.36  682  - 

,     .  009 

=  7 AI  797  - 

Es  wä 

e  liier  also  offen 
lo 

bar  unrichtig 
ff  tg  0»  7'  58" 

zu  tierechnen 

als 

7918 
6694 


7.30 882 +  0.05  800  .^  =  7.36489 

weil  die  Logarithmen  der  Tangens  hier  nicht  proportional  der  Änderung 

des  Winkels  sich  verändern. 

Ebenso  ist,   wenn  fo^si«/3=  9.71219  — 10  gegeben  ist,  ß  zu 

14  3' 

bestimmen  als:  ß  =  Sl'^  V -i- -^ .  1'  =  'Sl^ l-^  ^  Sl"  1' 40",      dagegen 

=  7.16  700—10  nichtetwa;'  =  00  5'  +  i^j7T5-l'.  ?•  nicht 


7918' 


aus  loff  tg  y 
==  00  5'  3", 

Es  geht  deshalb  in  der  vollständigen  Logarithmentafel  der  gonio- 
metrischen  Haupttafel  eine  Tafel  der  log  sin  und  log  tg  kleiner 
Winkel  voran  oder  folgt  sie  ihr  nach;  diese  Tafel  achreitet  in  der 
Eegel  in  fünfstelligen  Tafeln 

für  SM  und  tff  von  0"  bis  1"  (cos  und  ctg  von  890  bis  GO")  von  1"  zu  1" 
,  ,  ,  ,  ,  1°  „  6"  (cos  ,  ctg  „  84»  „  890)  „  10"  zu  10" 
fort.  Diese  Tafel  giebt  für  die  zwei  letzten  Beispiele  kleiner  Winkel: 
log  tgO'^  7' 58"  =  7.86  500  ;  7.16  700  -  10  =  logtg  0»  5'  2",99. 

ViersteUige  Tafeln,  bei  denen  das  Intervall  in  der  Haupttafel  10' 
ist,  haben  zweckmässig  als  Intervall  der  Hilfstafel  für  kleine  Winkel  1' 
für  ganz  kleine  Winkel  0,1',  sechsstellige  Tafeln,  bei  denen  das  In- 
tervall der  Haupttafel  10"  ist,  ebenso  1"  und  0",1. 
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52        §  '?■    Einrichtung  der  logaritlimiseh4rigoiionietrisohen  Tafel. 

Über  die  EechnuLg  mit  kleinen  Winkeln  ist  später  noch  aus- 
führlicher zn  sprechen. 

Ausser  diesen  Tafeln  enthält  eine  vollständige  Logarithmentafel 
noch  Tafeln,  die  dazu  dienen,  die  Logarithmen  der  Summe  oder 
Differenz  zweier  Zahlen  aufzufinden,  derenLogarithmen  ge- 
geben sind  (sogen.  &aMSSBclie  Logarithmen,  vgl.  oben  in  diesem 
%  7,  1),  fünf-  und  vierstellige  vollständige  Tafeln  ferner  meist  eine 
Tafel  der  natürlichen  Zahlen  werte  der  goniometr  Ischen  Punk- 
tionen (vgl.  die  schon  oben  benutzte  abgekürzte  Tafel  8.  39  und  40), 
Tafeln  für  Sehnen,  Pfeilhöhen,  Bogenlängen  [alles  für  den  Halb- 
messer 1  des  Kreises  berechnet;  über  die  Sehnen,  ckord,  vgl.  §  2,  1}, 
wo  eine  dreisteUige  Tafel  eingereiht  ist,  über  die  XrcMS-Tafel  vgl. 
%  1,  3)j  und  als  eine  sehr  oft  brauchbare  Tafel  eine  solche 
der  Quadratzahlen  (s.  oben  bei  1);  ausserdem  noch  eine  Reihe 
oft  verwendbarer  Hilfstabellen. 

Weiteres  über  die  Einrichtung  der  Tafeln  mnss  mündlicher  An- 
weisung beim  Unterricht  oder  dem  Selbststudium  guter  Anleitungen, 
wie  sie  z.  B.  in  den  Tafela  von  Hex  und  G-awss  sich  finden,  überlassen 
bleiben. 

Es  kann  nicht  genug  betont  werden,  dass  nur  genaue 
Kenntuis  der  Einrichtung  der  logarithmischen  Tabellen  der 
natürlichen  Zahlen  und  der  goniometrisehenFunktions werte, 
sowie  der  weitern  Zahlentafeln  der  vollständigen  Loga- 
rithmentafel and  grosse  Übung  im  Gebrauch  dieser  Tabellen 
d  nbed'ngt  notwendigen  Sicherheit  im  Zahlenrechnen 
b     h     it  f  h        k 

V  t     B  d    t  t       il    h  Ib  Üb  1 

Z  hl  L        th  g       m  tns  h     r    kti  g  b  W    k  1 

dmkht      fush        W       Idb       hbt       IKl      gkt 
Z   t       1  MOh     p  d        Re  h    f  hl  hüt        wi  d  k 

in  h       B       gwhatttdlkHd  Athlag 

drat        bflt         das     d      kl        Pg  dAgmtpltd 

Zgfi         hdmeshteL        th  dldPpt       Itl 

t  ht 

Dis  A     h     b  1       Z  11  11       TJb  h        d 

iE         d        t  Mt    unt   bl  b  f  E       1  f      k 

mht       asd      Intrplt  dd      bhlfd      Ph       gmt 

b         T  f  1  b  t  fft 

IjBdlntrplt  h  w        1        b  dttb 

kl  dbti  Zhl      mglhtmKpf     1       diTfldPp 

(Partes  proportionales,  Propoxtionalteile)  za  verwenden;  z,  B.  (5-Btellige Tafel) : 
%sm  380 95' =  9.79 335,  iojsm  38026' =  9.79351;  Diff.  16  Einheiten  der 
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S.Stelle;  was  ist  iojsJBBa"  35' 15"?  Antwort;  15"=--,  also  zum  kleinem 
Log.  4  Einheiten  äer  5.  SteUe  hinzu  —  Odei  log  ctg  27"  Q  =  0  28  075 
log  ctg  aTO^iy  =  0.28  045,  Diffprena  30  Einheiten  der  5    Stelle,  Winkel  zu 

14 
zu  iöö  dg  0.28  061  ist3T0S9'  +  =x   1    oder  28    grösser  als   2T>  S'i      Be 

sondere  bei  kleinen  Differenzen  ist  dieie  Gewöhnung  an  Nichtbemitzung  der 
P.  pr.  von  Vorteil 

2)  In  BoaJehung  auf  die  Schart^,  mit  der  min  zu  einem  gegebenen 
Logarithmns  die  zugehörige  Zahl,  besonders  zum  gegebenen  Log  einer  gonio 
metriechen  Punktion  eines  Winkels  den  Winkel  der  benutzten  Tatel  entnehmen 
kann,  überlege  man  stets  um  wie  viel  würde  die  Zihl  oder  der  Wmkel 
felseh,  wenn  die  letzte  Stelle  des  gegebenen  loa  um  eine  Einheit  unrichtig 
wäre?  Da  die  Logarithmen  stets  auf  die  Stellenzihl  der  Tafel  abgerundete 
Zahlen  sind,  der  Oberhaupt  mögliche  Maximallehlei  an  der  letzten  Stelle  also 
■j  Einheit  dieser  Stelle  betragt,  der  Mksimalfebler  eines  Logarithmus,  der 
durch  Addieren  oder  Subtrahieren  von  nur  zwei  der  Tafel  entnommenen  Log. 
entstanden  ist,  also  bereits  1  Einheit  der  letzten  Stelle  betragt,  so  wird 
diese  Überlegung  notwendig  sein.  Ist  a.  B.  log  sin  ß  —  9.95  460  gegeben, 
so  findet  man  in  der  Tafel:  log  sin  64»  15'  =  9,95  458,  log  640  16'  =  9.95  464, 
Diff.  nur  6  Einheiten  der  letaten  Stelle,  der  Winkel  ß  also  =  64»  15'  +  ^ 
—  640 15'  20",  wobei  aber  die  Sekunden  bei  weitem  nicht  mehr  scharf  sind; 
ein  Fehler  um  1  Einheit  der  5.  SteUe  würde  den  Winkel  um  10"  falsch 
machen,  und  dasEesaltatf{  =  64oi5',3  wäre  in  gewissem  Sinn  dem  „genauevn" 
Resultat  640 15'  20"  vorzuziehen.  Ist,  wie  in  der  5-stelligen  Haupttafel,  das 
Intervall  des  Winkels  1',  so  wird  der  zum  gegebenen  Log.  einer  Funktion  ge- 
hörige Winkel,  wenn  die  an  der  Tafelstelle  vorhandene  konstante 
zweier  aufeinanderfolgender  Tafelwerte  60  30  20  10  6  3 
der  B.  Stelle  beträgt,  für  einen  Eehler  des  gegebenen  lo^i  um  1  Einheit  der 
5.  Stelle  unrichtig  um  1"      2"      3"      6"  10"  30". 

8)  Die  schon  oben  gemachte  Bemerkung  über  die  Beträge  der  Differenz 
zwischen  aufeinanderfolgenden  Tafelwerten  in  den  mit  sin,  cos;  fang,  ctg  über- 
Bchriebenen  (cos,  sin;  cotg,  tg  unterschriebenen)  Spalten  und  die  hier  zuletzt  an- 
geschriebenen Zahlen  geben  noch  Veranlaesung  zu  folgender  Überlegung: 
Man  bekommt  einen  spitzenWinkel  aus  seinem  gegebenen  sinus 
oä^t  log  simus  yim  so  schärfer  bestimmt,  je  kleiner  der  Winkel  ist; 
bei  460  ist  die  Differenz  der  io?  s»»»-Spalte  (hier  gleich  der  der  loj 
cos-Spalte)  12  bis  13  Einheiten  der  5.  Stele  für  1';  der  Winkel 
ist  ans  seinem  sinus  um  so  schlechter  bestimmt,  je  näher  der 
Winkel  bei  900  liegt.  Für  gegebene  co«  ist  es  gerade  umgekehrt: 
Bestimmung  des  Winkels  nm  so  schlechter,  je  kleiner  der  Winkel 
ist,  um  so  schärfer,  je  näher  der  Winkel  bei  90«  ist.  Gegebene 
tg  (also  auch  ctg)  des  Winkels  liefert  den  Winkel  imiiiBr  schärfer 
als  sin  oder  cos,  weil  überall  in  der  Tafel  die  Differenz  der  log  tang- 
Werte  für  das  Tafelintervall  des  Winkels  grösser  ist,  als  die  der  hg  sin-  oder 
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log  cos-Werte.  Dabei  versehwindet  allerdings  der  Unterschied  in 
der  Schärfe  der  Berechnung  des  Winltela  ans  tg  (oder  eig)  und 
ans  sin  allmählich  nm  so  mehr,  je  kleiner  der  Winkel  wird,  der 
Unterschied  der  Schärfe  der  Berechnung  aus  tg  (oder  ctg)  und 
ans  cos  um  so  mehr,  je  näher  der  Winkel  bei  90»  liegt.  Aber  in 
der  Nähe  von  4Sö.  wo  für  tg  {atg)  die  ungQnstigste  Stelle  Hegt, 
sinkt,  wie  oben  schon  angegeben,  die  Differenz  nur  anf  die  Hälfte  des 
Betrags  den  sie  für  sin  und  für  cos  daselbst  hat,  ~  Mit  Eücksiebt 
aut  diese  TerhdItniSbe  pflegt  man  zu  sagen,  eiu  Winkel  sei  woinüglicli  ans 
tang  m  bestimmen,  odei  ans  tang  ei-liält  man  den  Winkel  stets  gut. 
Es  ist  bei  solchen  Überlegungen  aber  zu  beachten ,  ob  etwa  bei 
„schlechter"  Bi-stimnung  eiies  Winkels  aus  dieser  oder  jener  Funktion  die 
Unsicherheit  in  den  Daten  der  Aufgabe  begründet  ist  oder  nicht.  Ist 
z  B  gegeben  log  cos  j-  =  i)  J9  600,  so  findet  sich  aus  der  Tafel  y-li  46'! 
m  Itb       d        bdklmDff  dlljt|ld2)in 

kl        U       h   h   t  d      g  g  b         Z  hl       B  d  AlU         1 

Sbtikt        w        Lgth  tstlistdWkltk       «ab 


m 

It 

E 

h  1 

d 

8t  11       m        h 

1                d  ni       k         1 

W 

kl     1 

ht 

f  lU         "eb 

W               d      b  g  1        Z  hl 

e 

S 

t     f    tg  h  It 

w    1        n   ä  -h  l  f      Y  = 

9 

9r  100  0 
fi  d 

> 
1 

h 

t          lätt 
h  Üb    -a  g 

t          A    f    d   j       lg 

t    tw 

i 

t                I       F    kt             B 

t  Hilf 

i 

b 

t  11 

t  11  g      T  f  i  d     Z  1 1    1  gai  tl  m       d 

dan  t  w  d 

m 

h 

1     ht     b           i 

w                 hl     b 

I 

h  A 

d 

S 

m  h    t  11  g       1  f  1 

d     6  steU  g      T  f  1      B 

1 

f   t  !  3 

y  = 

9 

90  0 

Od      ^    kl  7 

45    53        t             U      h 

h 

t 

h 

t 

1 

b           ml  d 

t  1hg    T  f  1  m  t     996  000 

E 

bt  7    45 

51 

b 

G 

d       1   gt     b 

d      S    h      w        d      Gru  1 

1 

d 

g 

b 

Z  hl 

M 

d            d                           h 

d 

N  t 

1 

A 

f 

] 

b 

Ib  t       f  j 
a.  B.  in  dem 
(Fig.  17)  gern 

g  tjh  t  -w  d    n 

rechtwinkligen  Dreieck  BAG 
essen:  ,dC  =  08,430  m  und  £0 

Vi 

t2i 

j 

=  99,344  m. 

__ 

-^B 

gewisse  Unsii 

cherheit,  z.B.  hierum  einige 

.— — — "T 

-r" 

Millimeter 

angenommen  sei.    Aus 

^  ^        <:°^7^'^   ■"i'^'i •      ™t  log  AG  =  1.99 313, 

1  7  B  (  =  1  99  713  wie  oben  wieder  hg  cos  j^  =  9  qy  t,00  und  damit  j-  ^  7  4b 
Min  sieht  aber  zuffle  ch  das^j  eine  schärfere  Eechnui  g  als  mit  5  stelhgen 
Logaiithraen  mit  Bm,ks  cht  aut  lie  ingegebene  Unsicheil  eit  der  Messung« 
zahlen  hier  gar  keinen  'iinn  hatte  dei  Winkel  y  ist  eben  aus  diesen  Zahlen 
■wenn  sie  Messungen  vorstellen  ni  ht  sihaif  bestiront  uil  7war  ganz 
gleicl^iltig  wie  man  etwa  rechnen  will  Und  di  s  ist  i^anz  m  Übereinstira 
muig  mt  dci  geometrischen  Betiachting  Um  las  Dreieck  BAG  zu 
konstruieren    i  t  4  C  =  18  43  )  Un„  n-'inhe  ten  zi  n.chcn  uid  das  ii   1 
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crrichtetö  Lot  durch  den  um  0  mit  dem  Halbmesser  99,344  Längen  eiulieiteii 
beacirielienen  Kreis  zu  schneiden.  Dieser  Sehiiitt  ist  aber  bier  sehr  ,soliief" 
(vgl.  8.  18,  20);  um  so  ecMefer,  je  weniger  BG  grösser  ist  als  AG. 

Für  die  theoretische  Geometrie  sind  diese  Erwägungen  meist  ganz 
gleiohgiltig,  fär  sie  ist  der  Punkt  B,  daa Dreieck  SAG  durch  A G  nnd  B Q 
^besUmmt";  fdr  die  praktische  Geometrie  und  Trigonometrie  sind  jene  Er- 
wägungen die  Hauptsache,  es  ist  nicht  gleicbgiltig,  wie  genau  der 
Punkt  Bund  äer  Winkel  j' bestimmt  sein  können  aus  den  Angaben.  Wenn 
man  durch  LSngenmessung  den  Winkel  y  scharf  haben  will,  weil  man  ihn 
für  einen  bestimmten  Zweck  genau  braucht,  so  sind  A'B  und  AG  oder 
AB  und  BC  zn  messen;  man  sieht  zugleich  einfach  geometrisch  ein,  dass 
es  dabei  auf  die  scharfe  Messung  von  AS  ankommt,  weniger  anf  die 
scharfe  Messung  Ton  A  G  oder  B  G. 

Es  ist  sehr  empfehlenswert,  sieh  gleich  hier,  schon  bei  der  ersten  ge- 
nauem Durchsicht  des  Gangs  der  goniometrisehen  Funktionszahlen,  solche 
Terhältnisse  klar  zu  machen;  es  gehört  das,  wie  schon  erwähnt,  zu  den  nn- 
entbehrlicbsten  Grundlagen  der  angewandten  Mathematik,  Die  Differential- 
rechnung liefert  freilich  später  viel  einfachere  Hilfsmittel  dafür;  dies  ändert 
aber  nichts  am  Nutzen  der  verstehenden  und  ähnlicher  geometrisch-arith- 
metischer Anschauungen,  —  Bei  den  Zahlenheispielen  des  nächsten  §  wird 
vielfach  darauf  zurückzukommen  sein. 

Einige  ßechnungsvorteile,  die  im  folgenden  bei  logarithmischen 
Eeehnungen  zur  Anwendung  kommen,  mögen  hier  ebenfalls  gleioh  ein 
für  allemal  angemerkt  werden. 

Bei  „natürlichen  Zahlen"  wird  als  Dezimalzeichen  stets, 
beim  Schreiben  und  beim  Sprechen,  das  Komma,  bei  Loga- 
rithmen stets  der  Pnnkt  verwendet.  Dadurch  wird  es  unnötig, 
in  der  Rechnung  z.  B.  hg  sin  =  . . .  zn  schreiben, 

Ist  die  Zahl,  deren  Logarithmus  anzuschreiben  ist, 
negativ,  so  wird  dies  durch  ein  dem  Logarithmus  angehäng- 
tes n  angedeutet.  Es  wird  diese  Einrichtung  später  für  uns  in 
Betracht  kommen,  wenn  die  goniometrisehen  Zahlen  beliebiger,  nicht 
nur  spitzer  Winkel  in  die  Rechnung  einzuführen  sind,  während  sie  für 
unsere  nächsten  Zwecke  allerdings  noch  ohne  Bedeutung  ist, 

JE  log  a  heisst  dekadische  Ergänzung  des  Logarithmus 

von  a,  also  Logarithmus  von  —  Es  ist  aXso  2,  B.  E  log  sin  dO'* 
=  0.30 103  =  0  —  (9.69  897  —  10), 

Man  liest,  um  diese  Ergänzung  anzuschreiben,  am  besten 
■den  Logarithmus  so,  wie  ihn  dieTafe!  ergiebt,  schreibt  aber 
statt  jeder  Ziffer  deren  Ergänzung  zu  9,  bei  der  letzten 
Ziffer  zu  lOß) 
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Um  den  Ausdruck  x  = 

log  X  - 


'-  logarithmiscli  zu  rechnen, 


-lag  a  +  log  h  +  log  c  —  log  d 
=  log  a  +  log  h  +  log  c-t  S  log  d; 
statt  ako  die  Logarithmen  von  a,  b,  c  za  addieren  und  von  der  Summe 
log  d  zu  snbtrahiere»,  rechnet  man  bequemer  log  x  als  Summe  von 
log  a,  log  b,  log  c  und  E  log  d. 

Wenn  nur  zwei  Logarithmen  zu  addieren  oder  subtra- 
hieren sind,  gewöhne  man  sich  daran,  die  Addition  und  Sub- 
tralition  von  vorne  zu  machen.  Selbst  bei  nur  geringer  Übung 
gewinnt  dadurch  die  Eechenarbeit  an  Bequemlichkeit,  Übersichtlichkeit, 
Sicherheit, 


§  8.  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks. 
1)  Allgemeines.  Als  Stücke  eines  Dreiecks,  die  gegeben 
sind  oder  die  berechnet  werden  sollen,  werden  hier  und  in  Zukunft 
zunächst  die  Seitenlängen  und  die  Winkel  des  Dreiecks  bezeichnet. 
Ein  beliebiges  („schiefwinkliges")  ebenes  Dreieck  ist  durch  drei  un- 
abhängige Stücke  bestimmt,  ein  rechtwinkliges,  in  dem  die  Grösse 
eines  Winkels  bekannt  ist,  also  durch  awei  unabhängig;e  Stücke,  Es 
kann  im  rechtwinkligen  Dreieck  gegeben  sein  eine  Seite  und  ein  Wicke), 
oder  es  künnen  gegeben  sein  zwei  Seiten.  Die  beiden  Winkel  des  Drei- 
ecks (vom  rechten  Wickel  abgesehen)  sind  nicht  unabhängig  von  ein- 
ander; wenn  der  eine  gegeben  ist,  so  ist  auch  der  andere  un- 
mittelbar bekannt  als  Komplement  des  gegebenen. 

Die  Eatheten  des  rechtwinkiingen  Dreiecks 
werden  mit  b  und  c  bezeichnet;  der  b  gegenüber- 
liegende Winkel  helsst  ß,  der  c  gegenüberlie- 
gende y;  die  Hypotenuse  des  Dreiecks  sei  a;  vgl. 
Mg.  18. 

Nach   dem   Vorstehenden   hat   man   fol- 
gende 4  Hauptaufgaben: 

I.  Gegeben  eine  Seite  und  ein  Winkel: 

1)  Hypotenuse  und  ein  Winkel, 

2)  die  eine  Kathete  und  ein  Winkel. 
II.  Gegeben  zwei  Seiten; 

3)  Hypotenuse  nnd  eine  Kathete , 

4)  beide  Katheten. 

Die  Definition sgleicbungen  des  §  3.,  nämlich: 
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^  8.     Eerechming  des  rechtwinliligen  Dreieciks. 


sinß  =  —(^, 


sy) 


eosß  =  —  (—  sinj) 
otff  ß  ^ -^  {-.  tg  y) 


xin  y  -—{=  cosß) 


ctgy  = 


liefern  für  jeden  dieser  vier  Pälle  unmittelbar 
kehrung  der  Gleichungen  (1)  giebt ; 
(21  {b  =  a.sinß  =  a.cosy     1     b  =  c.tgß 

*■  '  l  c  =  a.  cos ß  —  a. sin y     \     c  =  h. ctg ß 


6  Anflöaong.    Die  Um- 


■■c.ctgy] 
b.tgy) 


(4) 


r  (=  h  .cosecß)= (= 


v(  = 


'.oy)^ 


cosß 


Für  die  erste  Hälfte  der  Gleichungen  (2)  (die  erste  in  der  zweiten, 
die  zweite  in  der  ersten  Form)  ist  auch  ein  für  allemal  bei  dieser  Ge- 
legenheit sclion  die  Form  zu  merken: 

Die  Längte  der  Projektion  einer  Strecke  auf  eine  andere 

Gerade  ist  gleich  der  Strecke  multipliziert  mit  dem  cos 

desWinkelszwischenbeiden  Geraden  (Projektionssatz). 

Zu  den  Gleichungen  (1)  bis  (4)  kommt  für  den  Fall,  dass  aus 
zwei  gegebenen  Seiten  nur  die  dritte  Seite  zu  berechnen  ist,  die  oft 
für  sich  allein,  ohne  Einführung  eines  Winkels  zu  benützende  Gleichung 
des  Pythagoräisclieo  Lehrsataes  hinzu: 

(5)  b  =  Vä^^^-^Via  +  c)ia^7) 

Bei  der  Auflösung  der  einzelnen  Pälle  ist  darauf  zu  achten,  dass 
jedes  gesuchte  Stück  möglichst  einfach  und  unmittelbar  in  den  gege- 
benen Stücken  ausgedrückt  wird :  man  will  stets  auf  mCglichst  kurzem 
und  möglichst  sicherem  Weg  vom  Gegebenen  zu  dem 


Zur  Ausführung  der  Eechnung  ist  ein  Schema  zu  verwenden, 
m  das  alle  Zahlen  geordnet  einzutragen  sind.  Die  Logarithmen  werden 
von  den  Zahlen,  zu  denen  sie  gehören,  durch  einen  Vertikalstrich 
getrennt,  das  Anschreiben  z.  B.  von  loga=  2.13456  kann  dann  oin- 
fathei  ersetzt  werden  durch  a\  2.13  456  |,  Wie  schon  Seite  Ö5  erwähnt 
ist,  dient  als  Dezimalzeichen  bei  natürlichen  Zahlen  stets  das 
Eomma,  bei  Logarithmen  der  Punkt;  ein  starker  Vertikalstrich 
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freuüt  diä  Zahlen  und  die  bErarithmiM  hu  Spchnung  Hier  und  in  Zu- 
kunft sind  gegebene  Stdcke  und  Zililen  fett  gedruckt,  gefundene 
(beiechnete)  unterstnohen  ^} 

Bei  der  Teiwendnng  der  Fandamentaltüimeln  (1)  bis  (4)  hat  man 
sich,  um  die  dfm  Anfänger  zif^toasenden  Verwechslungen  zu  ver- 
meiden immei  ?u  erinnern,  dass  stets  a'^b  und  «>  c,  loga'p-logb, 
li>ga]>logG  sein  mnss,  daas  •'in  und  eo'>  stets  echte  Bräcbe  sind: 
Multiplikation  emei  Zahl  mit  «w  oder  cob  (Addition  von  log  sin 
oder  Inijeos)  veikleinert  die  Zahl  Division  mit  si«  oder  cös  (Sub- 
traktion von  log  sin  oder  log  cos)  oder  Addition  von  E  log  sin  oder 
Elogeos)  vergrössert  die  Zahl;  dass  der  grössern  Eathote  der  grössere 
Winkel  gegenüberliegt  und  umgekehrt;  endlich,  dass  sinfvaAtg  spitzer 
Winltel  mit  zunehmendem  Winltel  zanehmen ,   cos  niid  coig  dagegen 


3)  Die  einzelnen  Anfgahen. 

I.  Fall.     Gegeben  die  Hypotenuse  «  und  einer  der  spitzen 

'    ^     Gesucht  die  Katheten  6  und  c. 

Auflösung;    Es  ist  der   zweite  Winkel 

ebenfalls  gegeben  durch  die  Beziehung  (ß  +  y) 

=  900.    Die  gesuchten  Katheten  folgen  aus: 

h  =  asinS      ,        b  —  acosr 

n    oder  .   ' 

c  —  acosß  c  =  asiny 

B  e  1  e  1  1  e  1     Die  Hvpotenuse   sei  gle  eh 

541  7''  Meter  dei  eine  Wnlel  gleich  25^^  'S  ^.0       Gesucht  die  beiden 

Katheten 

Soll  aich    ter   andere  Wmkel  angHschrieben    weiten     "o   ist   er 

=  1  i"  li  iO       Zui  Rechnung  der  Katheten  hat  man     wenn  die  Hj 

](tenuse  mit  a   dei  f,egebenfi  Winkel  mit  ß    di«  ihm  gegenubei  heg  ende 

Xathpte  mit  b   die  anl  egende  mit  r  bezeichnet  wird 

; -7«=    2  73  380  loga=    2  73  880 

logsinß=    9.627S9-10       logcosß=    9.95696—10 


log  b  =  12.36  119  — 10  logc  =  12.69  076  —  10 

=    2.36119  rr-.    2.69  076 


c  =  490,63  Meter. 


An  Stelle  dieser  Art  der  Niederschrift  der  Becbunng  tritt  in  Zu- 
kunft hier  stets  die  durch  die  Aufstellungen  am  Schlnss  von  1)  an- 
gedeutete und  nun  wohl  ohne  weitern  Zusatz  verständliche: 
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§  8.    Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  IL  Fall. 


ancli 


h  =  229,72  m 

h 

2.36  119 

«  =  541,75  m 
ß  =  250  5'  20" 

sinß 
cosß 

9.62  739 
2.73  380 

{y  =  640  54'  40") 

9.95  696 

c  =  490,63  m 

c 

2.69  076 

Mit  diesem  ersten  Beispiel  wird  die  Anwendung  der  Formulare 
in  den  folgenden  Fällen  keiner  Erläuterung  bedürfen. i'^) 


II.  Fall.  Gegeben  eine  Kathete  b  und  einer  der  Winkel  j    j. 
Oesaclit  die  andere  Kathete  c  und  die  Hypotenuse  a. 

Auflösung,     Für  den  zweiten  Winkel  hat  man  ß-t-y  —  QO", 
i  unmittelbar  gegeben  ist, 

und      a  =    -   t,   ; 


c  =  9,9595  n> 

c 

0.99  824 

b  =  82.43(1  m 

/  =  170  4'  20" 

iffy 

b 

Ecosy 

9.48  729 
1.51  095 

(|3  =  72«  55'  40") 

O.Ol  957 

a  =  33,925  m 

a 

1.53  052 

In  dem  Eecbenschema  ist  hier,  um  «  =  - 


log  a  (=  loff  b  —  log  cos  y)  -^  loff  i  -i-  ü  log  y, 
da  die  Addition  vnn  0.01957  zu  togh  etwas  beijaemer  ist,  als  die 
Subtraktion  der  Zahl  998043  von  logl).  Besonders  gerade  in  den 
Fällen,  in  denen  Logarithmen,  die  mit  9.99  beginnen,  abzuziehen 
sind  wird  man  weniger  Kechenfehlem  ausgesetzt  sein,  wenn  man  die 
Eiganzung  dieser  IiOgarithmen  addiert.  Das  Anschreiben  der  Er- 
gänzung ist  bei  nur  ganz  geringei  Übung  kaum  als  Quelle  von  Ver- 
sehen zu  turchten  man  spticlit  (vgl.  8.  55  unten)  stets  den  log  so, 
wie  min  ihn  in  der  Tafel  liest,  schreibt  aber  zu  jeder  gesprochenen 
Ziffer  die  Ergänzung  zu  9,  bei  der  letzten  rechts  zu  10;  also  hier 
gespiochen.  9  —  Punkt  —  9  —  8  —  0  —  4  —  3,  gesehrieben:  0  — Punkt 
—  0  —  1  —  9—5-7. 
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Bereehimiig  des  rechtmnkligen  Dreiecks,  III  Fall 


Anmerkung  zu  den  Aufgaben  I.  und  II  Man  vprsuche 
bei  diesen  beiden  Aufgaben  sogleich  eine  Geiiauigkeits  Djsku&'fion  an- 
zustellen; vgl.  S,  5S  bis  öö. 

Wie  macht  sich  bei  I.  ein  bestimmter  Pehler  in  a  bei  ö  und  e 
geltend,  wenn  |3  klein  und  wie,  wenn  ß  nahe  bei  90°  ist?    Welchen 
Binflnss  hat  dagegen  ein  bestimmter  Fehler  in  ß  auf  b   und  c,  wenn 
ß  klein  und  welchen,  wenn  es  nahe  bei  90"  ist? 
Igen  im  n.  FaU  b&i  h  und  ß. 


III.  Fall.    Gegeben  sind   die  Hypotenuse  a  und   die  eine 
Kathete  &. 

1)  Ist  nur  die  andere  Kathete  c  zu 
berechnen  und  hat  man  für  die  gegebenen 
Stücke  die  natürlichen  Zahlen,  so  rechnet  man 
bei  kleinem  Zahlen  oder  geringer  verlangter  Ge- 
nauigkeit am  bec[uemsten  mit  Hilfe  der  Tabelle 
der  Quadrate: 

i  beliebigen  Zahlen  und  wenn  die  Eechnung  so  scharf  zu  fähren  ist, 


als  die  zu  verwendenden  Logarithmen  zulassen,  logarithmisch  nach 

ft  =^  130,2  m  gemessen; 


Beispiele.     1)  Es  sei  a  =  172,5 
man  braucht  c  auf  einige  cm  genau. 


=  172,5      I      «2  =  2  9756     )      aus   der  Qusdrsttafel  der 

-180,2        02  =  16952    }    """^üisi'iYeÜTia^ul 


c  =  113,151     cS  =  1  2804 
2)  Es  sei  a=  17,258  m,  &  r: 


a  =  17,258 
ö  ^  13,143 

ia  +  b) 

1.48  288, 
0.61  437 

a  -H  &  =  30,401 
tt  — ö=    4,115 

c2 

2.09  725g 

'^ 

c=^  11,185 

Mit  der  vorhin  benätzten  Quadrattafel  würde  man  hier  erhalten 
c  =^1/125,10  (bei  1'25.  .)=  11,185,  also  ganz  wie  oben,  die  erste 
Kechnung  ist  aber  mit  den  angegebenen  Zahlen  etwas  sicherer. 

Wenn  bei  dieser  Aufgabe;  gegeben  die  Hypotenuse  a  und  eine  Ka- 
tbete 6,  gesucht  die  andere  c,  die  beiden  gegebenen  Zahlen  wenig  verschieden 
sind  (die  Diflerenz  (o  — 6)  im  Verhältnis  -m  a  klein  ist),  so  ist  das 
Dreieck,  zunächst  c,  „sohlecht  bestimmt",  wie  man  sich  geometrisch 
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leicht  überzeugt,  vgl,  die  Bemerkung  3.  S.  54.  Man  kann  zwar,  wenn  a 
und  ft  im  arithmetischen  Sinn  fest  gegebene  Zahlen  sind,  auch  hier  c  be- 
liebig scharf  finden,  wenn  man  nur  scharf  genng  rechnet,  d.  h.  Logarithmen- 
Tabellen  mit  genng  Stellen  anwendet.  Wenn  aber  a  und  fi  gemessene 
Zahlen  sind,  so  nOtzt  das  nichts.  Die  zweite  Form  für  c,  nemlich  c  = 
Y{a  -hb){a  —  b)  zeigt  die  schlechte  Bestimmung  für  diesen  Fall  sehr  deut- 
lich ;  die  Grösse  unter  der  Wurzel  ist ,  wenn  (a  —  6)  sehr  klein  ist  im  Ver- 
gleich mit  «  oder  b,  ans  zwei  Paktoren  gebildet,  von  denen  der  eine  verhält- 
nismassig sehr  klein  ist,  er  müsste  also  seht  scharf  bestimmt  sein,  wenn 
<3as  Produkt  e^  genau  werden  soll. 
Beispiel,  a  =  17,25  a^  =  297,56  a  =  17,28 
&  =  15,24       62  =  282,26      ö  =  15,23 


65,30 


8,122     <fi  -= 


kleiner 


Im  Beispiel  rechts  ist  a  nur  um  1  cm  grösser,  ö 
als  links  angenommen,  e  fällt  rechts  um  4  cm  grösser  aus  als  links. 

Man  berechne  denselben  Fall,  mit  a  =  17,25,  b  =  17,00  und  ändere 
in  demselben  Sinn  wie  oben,  a  und  b  je  um  1  cm. 

Wenn  in  diesem  ersten  Fall  nnserer  Aufgabe  III.  (gesucht  nur 
die  andere  Eathete)  die  Logarithmen  von  a  und  b  gegeben  sind,  so 
ist  nach  dem  Verfahren  des  folgenden  Falla  (gesucht  auch  die  Winkel) 
zn  rechnen,  d,  h.  es  ist  die  Rechnung  mit  Benützung  von  ß  als  HÜfs- 
winkel  zn  machen.  Man  könnte  in  diesem  Fall  auch  die  Subtraktioas- 
logarithmen  verwenden,  vgl.  darüber  die  Aufgabe  IV,  sowie  S.  43  und  52. 

2)  Es  sind  alle  fehlenden  Stücke,  die  Winkel  und  die 
zweite  Eatheto  zu  bestimmen  aus  der  Hypotenuse  a  und 
der  einen  Eathete  b. 

Einer  der  Winkel,  z.  B,  ß,  wird  zuerst  bestimmt  nach 

(womit  auch  ;■  =  90" — -ß  bestimmt  ist)  und  mit  seiner  Hilfe  c  aus 
c  —  h.ctgß       oder       c^a.cosß     . 

1.11870 
1.23  699 
9.88  171 
9.81 163 
1.04  862 
t  noch  zn 


«  =  17,258 
6  =  13,143 

b 

ß  =  490  36',2 

sinß 
eosß 

k  =  io"i3^8)_ 

c  =  11,185 

<= 

i  ergiebt  sich  also  ( 


n.  Zu  der 
s  zur  Bestimmung  von  c  benutzt  ist  acosß.  Nachdem  also 
smß  bestimmt  und  ß  in  der  Tafel  aufgesucht  ist,  schreibt  man  für 
denselben  Winkel  den  cos  heraus.     Der  Winkel  ß  ist  nur  auf  0',1 
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statt  auf  aBges  hr  eben  wp  1  1  e  der  funfstell  g  n  Eechnang  die  Tafel- 
dfferenz  m  J  jb  zvischpa  ii^%  und  49" 07  nur  11  ist,  so  dass 
e  n  Fehler  vo  IE  nhe  t  de  5  SteUfi  mJjs  ß  (von  der  Abrundung 
be  lo/i  und  I  ga  1er  muglcl)  den  W  nkel  um  5  bis  6"  UDrichtig 
D  acht  d  e  wurden  -iko  dotli  n  cl  t  scha  f  ausfallp  und  die  0',1 
genügt  zur  Interpolit  on  be  Ioq  0  ß  {ani  st  dazu  sogar  bequemer  ala 
e  Dzelue  )  wo  d  e  1  ftereuz  der  -Tafel  1  st  (also  Alzug  0,2  X  15 
=  3  Einheiten  dei  5   Stelle! 

AucI  be  d  eser  Art  ier  Eechn  g  ze  gt  s  ci  selbstTerständlich,  dase 
ß  und  Hm  t  a  cl  e  um  so  wen  ge  &  ha  f  be  timmt  at,  je  weniger  a  und  b 
Ton  mandef  Ter  h  eden  s  d  fi  st  dur  h  |3  =  —  be  tin  mt  1  m  hi 
da    Verhältn  3  vo    (b   a)  t>  ol   der  E  nhe  t  nihert     de  b.    nros  1  d 

W  nkel  ß  (Grenz&ll  ö  -  o    &   a  =  1  g  ebt         f(  =  1    0  =  JO")      d    t     un 
siehe  er    st  zugle  ch  ^  a  3  se  n  n  atn  zu  best     n  n    destu  gros       w  d  1 
E    fluss  d  eses  (      i  all  ron  Messui  gsaahien  für  a  u  d  6  unv    n    dh  b  n) 
Fei  iers   u  fi  a  f  den  b     Pereehnu  g  von  e  zu  be  ütz  n  en  W  ert  Ton  co  ß 
oder  ty  ß 

Man  berechne  de  oben  aoge  ehr  ebenen  Be  s]  ale  a  —  11  ^5,  b  =  15,24; 
a  =  1    '>(j      =  1    ■>    11  d  ih  I  he    u  h  auf  d  e  en    Wege 

IV.  Fall.     Gegeben  sind  die  beiden  Katheten  ft  und  c. 

1)  Ist  nur  die  Hjputfiniisp  a  zu  berechnen  und  hat  man 
für  die  Katheten  I)  und  l  die  naturliüien  Kahlen,  so  kann  man,  soweit 
in  Beziehung  auf  Genauigkeit  der  Rechnung  die  vorhandene  Quadrat- 
Tafel  ausreicht,  sehr  bequem  diese  benutzen: 

Beispiel.    Es  sei  b  —  32,17,  c  =  19,35;   man  braucht  nur  a; 


=  33,17 
=  19,35 


a  =  37,541 


63  =  1034,91 
=  374,42 
=  1409,33 


Sind,  was  bei  Eechnungen  der  Praxis  häufig  vorkommt,  nicht  die 
Zahlen  für  &  und  c  gegeben,  sondern  deren  Logarithmen,  so  kann  man 
för  den  Fall,  dass  nur  a  gebraucht  wird  bequem  auch  die  Tabelle  der 
Additions-Logarithmen  benutzen,  vgl.  S.  43.  Diese  Tabelle,  in 
vollständigen  5-,  6  und  7stelligen  Tafeln  enthalten,  gieht  log(l  +  a) 
mit  logx  als  Argument  Smd  liam  und  logn  gegeben  und  braucht 
man  log  (»»  +  «),  so  hetzt  man  tur  den  Fall,  dass  jw>«  ist, 

X  =  —  (x  also  echt  gebrochen),  d,  h.  log  x  =  log  n  —  log  j« 
nimmt  den  zulojx  gehörigen  ?irtfi;  —  to^(l  -1-^)  aus  der  Tafel  und  erhält 
log(m-i-n)  =  log\m[i  +  —  )J  =  %»w  -1-  %(1  -i-a-)  —  logm-^logy. 
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So  ist  Ä  B  iie  Einnclitung  der  TatPl  der  Ädditioßs- Loga- 
rithmen in  den  östulli^en  Tafeln  von  Eex  wo  das  Argument  Jogx 
bis  0  00  000  (der  Zahl  1  entsprechend)  geht  phenso  in  der  Sstelligen 
Tafel  Ton  Gtuss  dei  östelligen  von  BnmiJ er-Älbrecht  u,  s.  f.;  in 
den  beiden  znlptzt  genannten  Taffiln  ist  aber  das  Argument  weiter  fort- 
gesetzt weil  dieselbe  Tafel  auch  als  Tafel  der  Subtraktionsloga- 
rithmen  zu  dienen  hat  zur  leiechnung  von  ?)?(»» — ^  m)  bei  gegebenfln 
hgm  und  leg  t  was  angewandt  werden  kann  lei  der  vorigen  Auf 
gäbe  111  vgl  daselbst  In  der  ostelligen  Tifel  von  Lex  ist  die 
Tafel  der  Subtraktionslogaiithnien  vdu  der  dei  Additnnslogaiithme« 
getrennt  und  diese  Anordnung  ist  vcrzuzieheo  dd,  dann  hier  in  bei 
den  Fallen  bei  der  Zusammensetzung  von  Jij  dci  Summe  oder  dei 
Diäerenz  dor  grossere  gegebene  L  garithmus  in  Betiacht  kimmt 
vtährend  bei  der  Emrn,htuug  von  Guws  ÄUte  fii  u  A  für  verschie 
dene  Falle  ver'iChiedene  Beclmungs  Regeln  zu  merken  sind  was 
unbecinem  ist  In  jedem  Fall  fuhrt  das  Lesen  der  einer  solchen  Ta 
belle  beigegebeuen  Anleitung  lasch  zum  ^iiuhein  Gebiauch  der  Tafeln 
der  Additions    und  SubtraH  ons  Loganthmea 

Beispiel  Gegelen  Jo/h=zl  50745  loffc^  1.28668  (diese 
Zahlen  ent=!pieclien  denen  des  letzten  Beispiels) ;  gesucht  a. 


loqc    — 
IoqL"  = 

2  57  336 

3  Ol  490 

[  zoBeBglebtIoj»  =  fl.5584e 

□  LogarltlimuB  abge 

X2ä  Einheiten  der 
ieit,  giebt  log  o>. 

..:. 

9  55  84b 
013  411 

6  Itell^     i.ff(l-|-«)Im. 
ob  gen  Logatitlnoen  Aä 

a  =  37,541  wie  oben 

a 

3.14  901 
1.57  45Ü6 

m  letzten  Beispiel 

Mas  berechne  nun  auch  einige  Beispiele  zum  ersten  Fall  der 
vorigen  Aufgabe  III.  mit  Benützung  der  Subtraktions-Loga- 
rithmen. 

Die  Anwendung  der  Additions-  (und  Subtraktions-)Logavithmea 
ist  als  Übung  im  Gebrauch  von  Zahlentafeln  überhaupt  sehr  nützlich ; 
für  praktische  Bechnungen  aber  nur  dann  anzuraten,  wenn  häufiger 
Gebrauch  die  zu  befolgenden  Kegeln  im  Gedächtnis  so  befestigt  hat, 
dass  keine  Überlegung  notwendig  ist. 

Ebenso  bequem  als  durch  den  Gebrauch  der  Quadrattafel  bei 
gegebenen  natürlichen  Zahlen  oder  durch  den  der  Additions-Loga- 
rithmen  bei  gegebenen  Logarithmen  löst  man  diesen  ersten  Fall  der 
wichtigen  IV.  Aufgabe  (gesucht  nur  die  Hypotenuse  aus  den  gege- 
benen Katbeten)  nach  der  Anweisung  des  folgenden  zweiten  Falls 
auf,   bei  dem   am  Schluss   auf  den  1.  Fall  nochmals   zurückgegriffen 
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wird;  dabei  ist  dann  der  Winlcol,  dessen  Kenntnis  für  jenen  1.  Fall 
an  sich  nicht  von  Interesse  ist,  eben  als  ^Hilfswinkel"  anzasehen, 

2)  Es  sind  alle  fehlenden  Stücke,  die  Winkel  und  die 
Hypotenuse,  zu  bestimmen  aus  den  gegebenen  Katheten 
b  und  G. 

Einer  (1er  Winkel,  z.  B.  ß,  wird  zuerst  bestimmt  nach 


(womit  auch  Y  =  9l}'>—ß  bestimmt  ist) 
einer  der  Gleichungen: 


nd    mit   seiner  Hilfe  a  aas 


c  ^  19,35 

J> 

1.50  745 
1.28  668 

ß=  58»  58' 25" 

iffß 

0.22  077 

(X=  310  1-35") 

smß 

1.50  745 

a  '-=  37,542 

wie  oben 

a 

1.57  451 

ist  hier  logb  noch  einmal  henrntergeschiiuben,  am  u=    — 


zu  bilden,  weil  sonst  hgb  and  logsmß  etwas  weit  ansein-mder  stehen 
(vgl.  auch  die  Rechnung  bei  III,  2)  fernei  wiie  es  statt  hg  3in  ß 
was  hier  mit  9.9  . . .,  oft  mit  9,99 . .  beginnt  abzuziehen  wieder  etwas 
bequemer,  £Jfo^sm^  =  0,06  706  anzasuhreiben  und  du=!  zu  hgb  au 
addieren.     Vgl.  unten. 

g  auf  die  Bequemhchkeit  der  Eechnung 


Endlich  ist 
nicht  gleichgiltig,  ob  man 
vielmehr  sehr  wichtig,  für  di 


r  oder  s 


5-1P  ebnet, 


sin  ß  "' ß 

■e  ausserordentlich  ott  wiederkehrende  Auf- 
gabe IT.  (die  wir  in  allen  Teilen  der  Trigonometrie  wieder 
antreffen  werden)  eine  feste  Eeehnungsregel  aufzustellen  und  dies 
ist  die  folgende  Lalande'BOhe  Begel:^ 

Um  aus  den  beiden  Katheten  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks dieses  zu  berechnen,  ziehe  man  yom  Logarithmus  der 
einen  Kathete,  gleichgiltig  welcher,  den  der  andern  ab;  die 
Differenz  ist  log  tang  eines  der  Winkel  und  zwar,  wenn  dieser 

hg  tg  >  0  ist  (mit  0 beginnt),  der  Gegenwinkel  der  grossem,  im 

andern  Fall  der  der  kleinern  Kathete;  daraufkommt  aber  für  die  weitere 
Benützung  des  Winkels  gar  nichts  an.  Entnehme  nun  ferner  aus  der 
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letzten  rechten  Spalte  der  Tafel,  die  mit  cos  überschrieben 
ist,  die  Ergänzung  des  log,  der  dort  der  eben  gefundenen 
Tangens  entspricht  und  addiere  diese  Ergänzung  zum  Xogarith- 
mus  der  grössern  Kathete,  so  ^iebt  die  Summe  den  Logarith- 
mus der  Hypotenuse.") 

Beweis.    Es  ist  tgß  =  —;  es  sei  ö>c,  so  ist  ß^y,  d.  h.  da. 

ß  +  y^iQO",  ß>  45".    Der  Logarithmus  der  letzten  Tafelspalte  rechts 

ö 
ist  dann  log  stn  ß,  and  da  a  = ^    so  erhalt  man  also  durch  Addi- 
tion der  ErgdüzuDg  jene<;  Logarithmus  ^um  htfi,  Ö  h   zumgiossern 
Logarithmus  in  dei  That  den  Logarithmus  der  Hjpoteiiuso 

Ist  anderseits  i  <(,  so  ist  ß  <iy,  aho  auch  fi  <45",  der  Loga- 
rithmus aus  der  letzten  Spalte  lechts  ist  log  ms  ß    Nun  ist  a  —   —5' 

d  h  man  erhalt  wieder  durch  Addition  der  Ergänzung  jenes  Lc^arith- 
mus  zum  grossem  Logaiithmus  d  h  in  dusemralle  zu  lo(/ i,  den 
Log'aiithmus  der  Hypotenuse 

Damit  ist  die  allgemeine  (iiltigkeit  der  vorstehenden 
wichtigen  Eegel  nachgewiesen. 

Man  könnte  natürlich  ebenso  stets  die  erste  Spalte  links  benützen 
und  hätte  dann  immer  die  Ergänzung  des  dort  stehenden  Logarithmiis 
zum  Logarithmus  der  kleinern  Kathete  zu  addieren,  man  wählt  aber 
ein  für  allemal  die  oben  angegebene  Lalandeschs  Regel,  weil  die  Diffe- 
renzen der  mit  cos  überschriebenen  Spalte  stets  Meiner  sind  als  die 
der  mit  sin  überschriebenen  {nur  bei  45"  sind  die  Differenzen  beider 
Spalten  gleich,  da  si«  45**  =  cos  45")  und  demnach  die  Rechnung  mit 
Benutzung  dieser  , letzten  Spalte  rechts'  stets  bequemer  und  auch 
schärfer  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Regel  und  die  sonstigen  Torhergehenden 
Bemerkungen  wird  diese  höchst  wichtige  Rechnung  in  Zukunft  stets 
nach  folgender  Anordnung  geführt:  logb  und  log  c,  aus  denen  logtgß 
=  logb  —logc  .gebildet  wird,   sind  so  weit  auseinander  zu  sehreiben, 

dass  mau  dazwischen  setzen  kann:  EJ     jS,  Ergänzung  von  iof/siw^ 

oder;oj;cos(9,wobei  man  sich  also  gar  nicht  zu  überlegen  brauchtj 
ob  der  der  letzten  Spalte  rechts  entnommene  Logarithmus  in  der 
That  der  des  sin  oder  der  des  cos  des  Winkels  ist;  er  ist  stets  zum 
Logarithmus  der  grössern  Kathete,  also  zum  grossem  der  beiden  Lo- 
garithmen, zwischen  denen  er  steht,  zu  addieren. 
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chnun^  des 
oben) : 

echtw.  Dreiecks, 

b  =  32,17 
f  =  19,35 

IV.  Fa 
b 

c 

1  [Lalande 

1.50  745 
0.06  706 

ß 

TZ  58"  58'  25" 

1.28  668 

(L 

=  810  1'  35") 

l&ß 

0.22  077 

a  ^  37,542 

«. 

1.57  451 

Wenn  man,  womit  auf  deo  Fall  1,  dieser  Aufgabe  IV.  zurückgegriffen 
wird,  die  Wintel  des  Dreiecks  nicht  braucht,  so  rechnet  man  gaiiau 
wie  oben  angeg'eben  und  braucht  nur  den  Winkel  (hier  dann  Hilfswinltel), 
wenn  man  nicht  will,  gar  nicht  herauszuschreiben ;  man  kann  vielmehr 
von  der  mit  tanff  oder  mit  cotg  überschrieb«nen  Spalte,  in  die  der 
Hilfswinltel  führt,  sogleich  in  die  letzte  Spalte  rechts  gehen  und 
die  E  daselbst  entnehmen  mit  Kopfrechnung  der  Interpolation.  Z.  B.  steht 
man  hier  in  der 5-stelligen  Tafel,  mit  logtffß  =  0.22  077,  zwischen  den 
Minuten  zahlen  58'  und  59'  am  rechten  Rand ;  die  Zahlen  lauten  0.22  065 
und  0.22  094  und  die  Tafeldifferenz  in  log  tg  ist  also  daselbst  29  für  1'; 
die  zu  58'  und  59'  gehörigen  Logarithmen  der  letzten  rechten 
Spalte  lauten  9.93  291  und  9.93  299,  ihre  Differenz  ist  =  8  Einheiten 

der  letzten  Stelle.  Der  %j  ans  der  letzten  rechten  Spalte,  der 
dem  ^3^3  =  0.22  077  entspricht,  ist  also  offenbar: 

9.93  291  +(öö"-S  Einheiten  der  5.  Stelle]; 
denn  der  Winkel,  wenn  er  abgelesen  würde,  wSi'e  58<*58'+— .1' 
'g\Qjg  dieses  Winkelb  9  43 291  +  i|  8  Einheiten  der 
5,  Stelle;  die  Ansrechnnng  dieses  kleinen  Betiaas  im  Eopf  giebt  3  Ein 
heiten,  somit /oi!!— 9.93  294,  was  zu  sprechen  ist  wdhiend  die  i 
davon  geschrieben  wird.  Dieser  Logarithmus  ist  diesmal  der  des  ri 
von  ß;  man  braucht  sich  dies  aber  nicht  zu  uberlp^en 

Diese  Proportionsrechnung  zum  Übergang  von  loq  ta  odei  log  du 
auf  log  sin  oder  log  cos  ohne  Änschieibung  des  Winkels  wird  wenn 
die  Zahlen  die  Kopfrechnung  nicht  mehi  zula  en  sehr  eileichtdt  duul 
eine  Hilfstafel  für  die  Beträge 

di/f.  loa  cos  ,        8     ,,, 

«  X   .-i.  ,      . (üben  7^.12), 

diff.  log  ttmg       ■         29        ' 

die  jetzt  vollständigen  Logarithmentafeln  beigegeben  zu  werden  pflegt 
(z.  B.  in  der  5-stelligen  Tafel  von  Rex  auf  ein  herauszuschneidendes 
und  besonders  aufzuziehendes  Blatt  gedruckt,   in  der  5-stelligen  lafe! 
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von  6-f(H55  sehi  zwpckmd&sig'  am  luia  der  ^pdite  P.  pr.  auf  jeder  ein- 
zelnen Seite  der  lo^anthm  seh  goniometrischen  Tafel.  *) 

Beispiel      Die   KaÜiPten   eines   rechtwinkligen    Dreiecks  sind 
324    7  unl  742,73,  was  ist  die  Hypotennse' 

2.51104 

0.03  791     e[2\ 

2.87  083  }^,!",trn'. 


Kath.  J 


324,87 
7*2,73 


9.64  021  iff 
Hypoi  =  810,48  2.90  874 
Log  tang  des  einen  der  spitzen  Winlcel  (des  kleinern,  ohne  dass  man 
sich  aher  darüber  Eecheaschaft  zu  geben  hraucht  oder  diesen  kleinern  ver- 
wenden muss)  ergiebt  sich  zu  9.64021;  der  Logarithmus,  der  in  der 
letzten  Spalte  rechte  diesem  to^  i^- Wert  entspricht,  ist  9,96  212  — 
[■,-7  18  Einh  der  S  Stelle)  =  9  96  209 ;  man  braucht  hier  c 
d%ifl 


Tab  11    dei   oben  prwihntön  Hilf  tafel  für  — 


idmliüh  hier  1  e 


diff  Joe/  ig  \ 

Tabelle  fur^r]  nicht  uudern  kinn  wie  last  stets  gaiz  be^ipm  m 
iopf  reclinen  Noch  emraal  se  darauf  hingewiesen  dasa  man  ■^icli  nicht 
bei  der  Überlegung  aiifzi  halten  braucht  ob  man  J  i  u  oder  ?o/  de« 
benutzten  Winkels  hat  es  ist  nui  die  der  letzten  rechtei  Spalte  ent 
nommene  E  zum  grossem  gegebenen  Logarithmus  zu  addier»n 

Desp  Äufgibe  &t  durrh  zahlte  che  Ubungsbeispiele  gelanhg  zu 
machen  Anhaltspunkte  lazu  (w  e  zu  allen  Aufgalen  des  §8)  betet 
die  Zusammenstellung  der  fetuuke  rechtwinkligei  Dreiecke 
im  Anhang  am  Schluss  dieses  Kapitels  2  die  auch  die  Pldchenin 
halte  der  Dreiecke  (vgl  §  9  1)      th  It        d      B  g  n    d     f  lg     d         Q 


Über  „rationale 
jener  Znsammenstellung 

")  Endlich  leistet  z\ 
nung  für  eine  gewisse  Q 


khg    D 


htw    11 1 


I  d    N  t    B    mF  d 


d        E«hgw         jdP^t  h 

gk  ts  tuf    seh    g  t    D       t    d      lg      th 
mische   Rechenschieb         d         h  1      M  tt  1    hl  b       d 

Logarithmentafel  eingef  h  t  w    d         Ute  (d  b  üd     Tt      ftm  El 

n.  A.  fertigen  an  diesem  7      1;  d  b  11  g    In..t    m    t  P       1  -* 

die  Schieber  in  besserer  A    fßh      g  D  t       i  F  j  Alt 

Nestler  in  Lahr,  /.  Faber  in  Nürnbei^  n.  s.  f,  kosten  6  bis  10  ^). 
Jedeufellg  ist  der  Eechenschiober  für  technische  Schalen  aller  Art,  wie  für  alle 
Zweige  der  angewandten  Mathematik  als  unentbehrlich  au  bezeichnen.  Doch 
kann  hier  auf  Einrichtung  und  Gehranch  nicht  eingegangen  werden;  münd- 
liche Anleitung  durch  einen  gewandten  Eechner  ist  jeder  andem  Gebrauchs- 
anweisung vorzuziehen. 
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§  d.     Weitere  Bestimmiingeii  am  rechtwinkligen  Dreieclc. 
Gleichschenkliges  Dreieck.     Reguläre  Polygone. 

Aufgaben  Uher  schiefwinklige  Dreiecke. 
1)  Weitere  Stücke  am  rechtwinkligen  Dreieck. 

Die  im  letzten  Paragraphen  behandelten  elementaren  Rechnungen 
am  rechtwinkligen  Dreieck  sind  durch  eine  grosse  Zahl  von  Übnngs- 
beispielen,  zn  denen  die  Zusammenstellung  am  Schluss  dieses  Kapitels  2. 
Anhaltspunkte  hietet,  und  die  mit  5-  und  4-,  z.  T.  auch  mit  6  stelligen 
Logarithmen  zu  berechnen  sind,  so  geläufig  zu  machen,  dass  in  jedem 
Fall  die  Figur  entbehrt  werden  kann  und  die  Bechnung  ziemlich  mecha- 
nisch  sicher  ausgeführt  wird.  Man  ändere,  nachdem  genügende  Übung 
gewonnen  ist,  auch  die  Bezeichnungen  ab. 

Durch  die  zwei  unabhängigen  , Stücke",  die  für  das  zu  berech- 
nende rechtwinklige  Dreieck  gegeben  sind,  sind  nun  nicht  nur  die  Seiten 
oder  Winkel  bestimmt,  sondern  es  muss  auch  jede  beliebige  Abmessung 
am  Dreieck  berechnet  werden  können,  ebenso  der  Flacheninhalt  u.  s.  f. 

I.  Der  Flächeninhalt  wird  mit  I''  bezeichnet  (Quadratmeter, 
wenn  die  gegebene  Länge  oder  die  gegebenen  Längen  Meter  sind). 

1)  Sind  die  beiden  Katheten  gegeben,  so  ist 

(1)  F=ibc    . 

2)  Ist  die  eine  Kathete  b  und  die  Hypotenuse  a  gegeben,  so  ist 

(2)  F=-^b  V«2  —  &2     , 

oder  für  gegebene  natürliche  Zahlen  für  a  und  b  stets  bequemer: 


sind  aber  die  Logarithmen  von  a  und  b  gegeben,  so  kann  man  nat^h  (2) 
mit  Hilfe  von  Subtrakttonslogarithmen  rechnen  oder  aber  die  Winkel  des 
Dreiecks  benutzen  auch  wenn  die'ie  an  sich  nicht  zu  bestimmen  waren 
namhch  so  rechnen 

sinß  =  ^     ,     (y^dOO-ß)     ■ 
(4)     F:=-^bu  =  l-h.  acosß  =  -^abcosß  =^absmy    . 


3)  Ist  eine  Kathete  6  und  ein  Winkel,  z.  B.  ß,  gegeben, 
mit  y==90^  —  ß 

(5)  F=  labmny  =  ib^lgy 

4)  Ist  endlich  die  Hypotenuse  a  und  ein  Winkel  gegeben,  z. 
so  ist 

(6)  F  =  ~bc  =  Y'^^^*^ß-^'^'^'^ß'^T^^  ^''*  |3  cos  |3     . 
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Bemerkung.  Die  letzte  ¥i>Tm  F  = -^ a^ mn ß cos ß liisat  sich 
etwas  einfacher  echreihen,  indem  man  sin  ß  cos  ß  in  sin  von  2fi  aus- 
drückt. Solche  Umformungen  werden  bald  in  vollständiger  Allgemein- 
heit aufgestellt  werden;  vorlänflg  halten  wir  unsere  Annahme,  ß  der 
eine  Winkel  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  d,  h,  ein  spitzer  Winkel, 
fest.    Es  sei  nun  also  hei  dieser  Gelegenheit  folgende 

Aufgabe  gestellt:  Wasists*»2^  und  cos^ß  in  trigonometri- 
schen Funktionen  von  ß  ausgedrückt?  Oder  sinß  und  eosß  in  trigono- 

a 
metrischen  Punktionen  von 


In  Pig.   19  ist   ein   beliebiges  rechtwinkliges  Dreieck   AJBC, 
dem  einen  Winkel  =  ß,  gezeichnet ,  wie  es  seither  immer  benützt 


Die  Lange  der  Hypotenuse^Csei  gleich  1. 
Der  Winkel  ßj^  entsteht  in  der  Pigur  durch 
die  Halbierungslmie  £E  des  Winkels  ß; 
zieht  man  ferner  CEj_BE  bis  zam 
Schnitt  J)  mit  der  Vprlingerung  von  B  A, 
so  ist  das  Dieiei-k  S  i'JD  gleichschenklig, 
BD=^BC=l  und  der  Winkel  Ä  CD 

Da  B  C  =1  ist,  so  ist 
Ä  C  :^-l  .sinß  =  sinß    , 
AB=\.cosß==cosß    ,  somit 


AD  =  l  —  cosß    . 
Endlich  ist   C  D  ^-  2C  I'J  =  2  B  C  sin  ^  =  2  sin-^    . 
Das  rechtwinkhge  Dreieck  AGB,  in  dem  der  Winkel -g- 3   vor- 
kommt, hat  also  als  Hypotennsenlänge  2  stn-^,   als  lAiigs   der  dem 

genannten  Winkel  gegenüberliegenden  Kathete  (1  —  cosß),  als  Länge 
der  anliegenden  Kathete  sinß. 

Damit  kann  man  die  sämtlichen  gewünschten  Bezeichnungen  un- 


sin-^-ß  =  -rrr>  = 


AB_ 

CX>  = 

AC 

~CB  = 


'sß  und 


sinß 
2sin-^ß 


oder     2sin-^a 
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DiB  Gleichung  2  sin^      —1  —  cosß  kann   man  mit  Rücksicht 

darauf  äass  fur  luden  Winkel  die  Summe  der  Qnadrate  von  sin  und 
von  CO*  gleicK  1  ist  in  melirere  verschiedene  Formen  bringen,  die 
nuten  alle  -inge schrieben  sind. 

Für  jeden  beliebigea  Winkel  ß  (vorläufig  <90'*)  ist  also: 

I    C08ß  =  l  —  2  Stftß  |-  =  ^  '^'**''  "o"  ~  1  =  *^^^  2  sinS  l-      ; 
oder  auch:  für  jeden  beliebigen  Winkel  y  (vorläufig  2j'<90''}  ist: 

^  '  t  cos 2y  =  co^ y  —  sinß  j-  =  1  —  2 Hn^  j'  =  2 cos^  )*  —  1    ■ 

Es   ist  immer  zu  empfehlen,   solche  Beziehungen  an  einigen   Bei- 
spielen  mit  einfachen  Zahlen    zu  verifizieren:    für  ß  ^  900  igt  sinß  =  \, 

sm^  =  eogi  =  —  ;  2  8tM450(;os450  =  -_l^  =  I  =  SM!  900; 

2  2      ya  y2.y2 

fürÖ  =  600  ist  cosÖ  =  -g-,   sm  i-ö=^sm300  -  ~,    1  —  SsiN^  -  ■=  1  — -^ 
~  ■^■-  =  QosG;         für  y  ~  30»  ist  sm  j- =  -i-,  cos  )■  = -i- j/ 3",  also  ist 
3ss«7COs)'  =  4y3  =  -2y"S  =  s»"600  =  sin2^;  u.  s.  f. 

Mit  Hilfe   der  ersten  dieser   neu   gefundenen   Beziehungen   (7) 
oder  (8)  lässt  sich  nnn  die  Gleichung  (6),  die  die  Aufgabe  4)  auflöst, 
einfacher  so  sclireiben: 
(6)  ^=-Y  »^  «'»  ßcosß  =  ^a^  sin  2  ß 

Beispiel.     1)  In  einem  rechtwinkligen  Dreieck  ist  a  =  100  m,  ß  = 
1  1  1  a^ 

3000'0";  F=^«2  .SS«  600  =  -J-o2.-^y3  =-0^3  =    der    halben 

Fläche  des  gleichseitigen  Dreiecks  mit  der  Seite  a  {  -„-  von  -tY  &  ]  wie  *3 

sein  soll.    Hier  ist  .F  =  "'^^  |°-'^-  VT  gm  =  2165,06  ...  gm. 


e  a  =  99,55  m,  ^  =  30»  30'  30". 


a  =  99,55 

a 

1.99  804 

«2 
.in2ß 
Ei 

3.99  608 

2|S  =  610  1'0" 

9.94  189 

F- 2167,2..  qra 

F 

3.33  591 

Die  Beziehungen  (7)   und  (8)   werden  bald  als  für  jeden  belle- 
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bigeii.  nicht  nui  spit7en  Wmkel  giltig  nrkannt  werden;  sie  leisten 
aber  auch  mit  der  vorläufigen  Beschränkung  für  die  folgenden  Aufgaben 
dieses  und  des  nächsten  §  gute  Dienste  und  sind  schon  jetzt  zu  merken. 

n    Bezeichnet  B  den  Halbmesser  des  Umkreises  des  recht- 
winkligen Dieieik?,  so  ist  unmittelbar : 

E  —  -^a  (unabhängig  von  den  Winkeln  des  Dreiecks) 
__&___e_ 

in.   Für  den  Halhiiiesser  r  des  Inkreises  ist  aus  der  Plani- 
metrie hekannt 

wie  auch  nnmittelbai'  aus  der  Gleichung  2  Jf  =  6  c  =  r  (n  +  6  +  c)  folgt, 
Ist  die  Hypotenuse  und  sind  die  Winliel  gegeben,  so  erhält  man  hieraus 
r  =  -li(u,inll  +  aco,fj-a\  ■ -J  |  (si.^  +  ».«  -  1  [ 


-{(«»(!-( 


i.,)-! 


B  ka  n  dies  diraut  führen  für  [««ff  +  smy]  die  bumrae  der  Sinus 
zwe  er  Wnkel  einen  emfathern  Aufdruck  zu  suchen  Dci.h  soll  dies  erst 
pater  Ije  m  „Additionstheorem  der  goniometnsohen  Punktionen'  geschehen 
Nebenhe  ze  gt  die  letzte  Dorm  für  r  dass  die  Summe  der  Sinus  zweier  sich 
zu  "^OO  ergänzender  spitzer  Winkel  >  1  ist  (geometiisih  und  anthmetisch 
auch  un  tt  Ihir  klar  Grenzfalle  ist  der  eine  der  heilen  Wmkel  =  "^OO 
der  andere  also  =  0,  so  ist  die  Summe  ihrer  sm  gleich  1 ;  ist  der  eme  =  45<i, 
der  ande  e  also  ebenfalls  =  '15",  so  ist  die  Summe  der  sin  gleich  Y^ 
=  1  414  =  Mai,  Zwischen  diesen  beiden  Grenzen  ist  die  Summe  der  mt 
zweier  i.oraplementwiiikel  immer  enthalten). 

IV.  Für  die  Höhe  Jt  aus  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  auf  die 
Hypotenuse  hat  man  für  dieselben  Fälle,  wie  in  L  bei  F,  die  Gleiehungen ; 

~  yWT~d^    ' 
wenn  die  Eatheten  b  und  c  gegeben   sind  (folgt  aus   ah  =  bc  =  2F;   wie 

am  bequemsten  zu  rechnen?  Hilfswinkel  ß  aus  tg ß  =  — ,  a  nach  Xa- 
lande's   Regel;    log b  +  log c -h  E log a  giebt  hgh)      ;      Jj  =  fe  1- — I!Z£r, 

wenn  die  eine  Kathete  b  und  die  Hypotenuse  «  gegeben  ist  (hier  ist  in  den 
verschiedenen  Fällen  veisehieden  zu  rechnen;  wenn  a  und  6  in  Zahlen  ge- 
geben sind,  so  ist  a^  —  b^  —  {a-hb){a.^b)  zu  setzen,  wenn  sie  logarith- 
miseh  gegeben  sind,  so  ist  mit  Subtraktion slogarithmen  zu  rechnen  oder  besser : 
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Gleichschenkliges  Dreieclt, 


Hilfswiiikel  ß  aua  sin  ß  =-  ,h  =  hcosß]  ;  h  ^bsiny  =  cdnß,^ 
eine  Kathete  und  die  Winitel  gegeben  sind;  etidlieh  h  =  asinß s 
=  asinßcosß  =  ^ asin2ß,  wenn dieHypotenuae unddieWinkel gegeben  s' 


id. 


V.  Man  versuche  auch  mit  den  bis  jetzt  xa  Gebot  stehendea  Gleich- 
angen  zu  berechnen;  die  Länge  der  in  das  Dreieck  fallenden  Strecken  der 
Geraden,  die  die  Winkel  ß  und  y  und  den  rechten  Winkel  halbieren,  nh, 
nii  und  jM,;  die  Längen  der  Schwerlinien  aus  den  Ecken  B  und  C:  U  und  [„, 


3)  Gleichschenkliges  I>rcieck.  Das  g'leichschenklige 
Dreieck  ist  ebenfalls,  wie  das  rechtwinklige,  durch  zwei  unabhänj^ige 
Stücke  bestimmt.  Alle  Aufgaben  über  die  gleichschenkligen  Dreiecke 
lassen  sich  unmittelbar  auf  solche  über  rechtwinklige  zurückführen,  indem 
jedes  gleichschenklige  Dreieck  durch  die  Höhe  auf  die  Grundlinie  in 
zwei  kongruente  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt  wird.  Wenn  Ein  Winkel 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  bekannt  ist,  so  sind  alle  Winkel  in  dem 
Dreieck  gegebi 

Die  Grundlinie  sei  a,  der  Winkel  an  der 
Spitze  a;  die  Länge  der  Schenkel  sei  h,  jeder 
der  an  der  Grundlinie  anliegenden  Winkel  =  ß 
(Fig.  20).  Es  ist  mit  diesen  Bezeichnungen  zu- 
nächst:  «  +  2^  =  1800;  |-  +  /i=- 90«. 

Ferner  ist  die  Hälfte  der  Grundlinie  gleich 
dem  Schenkel  multipÜKiert  mit  dem  sin  des  halben 
a.  Winkels  an  der  Spitze: 

—  =  ?j  szK  g-  =  t  cos  ß. 

Damit  hat  man  für  die  einzelnen  Fälle  die  folgenden  Auflösungen : 

I.  Gegeben  der  Schenkel  h  und  ein  Winkel  'i  \. 
a-^  2bsm-^  =2b eos ß. 

II.  Gegeben  die  Grundlinie  a  und  ein  Winkel  o|- 

^  „    .     a  ~  2cösß  ' 
2  Sin  2 

III.  Gegeben  der  Schenkel  b  und  die  Grundlinie  a. 
_sin^  =  cosß  =  ^y 
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Man  diskutiere  wieder  die  Schärfe  der  Bestimmung  der  gescchten  Stücke 
bei  verschiedenen  Annahmen  Bber  die  gegebenen  und  beachte  die  Über- 
einstimmung mit  der  geometrischen  Konstruktion. 

IV.  Andere  StHoke.  1)  Bestimmung  der  Fläche  J' für  die  vor- 
stehenden drei  Fälle: 

F=  —  -bsmß  —b^smßcosß  oder  (gemäss  der  ersten  Gleichung  (8) 
im  vorigen  Absatz  1)  J'=^&^sw2ß  =  -i-&asin«  (wie  ist 
die  letzte  Form  zu  beweisen?  HGhe  auf  einen  Schenkel  oder 
ähnliob); 

^"ij^-T"  I  V{^  "^  ?■)  (''"  !)■     '^'■*  ^''  Keclinung  für 
die  einzelnen  Fälle  des  letzten  Ausdrucks  für  F). 
2)  Eadius  jß  des  Umkreises  für  die  drei  Fälle  (ausser  dem 
Mittellot  über  a,  d.  h.  der  gezogenen  Höhe  auf  a  in  Fig.  20,  sind  noch  die 
Mittellote  über  den  Schenkeln  b  zu  ziehen): 


Ä  =  -T —  =  ü-^viTi  [Nachweis  der  letzten  Form:  >iin2ß~  2sinßeosß 
sin  a      i  &in  i  p 

nach  (8)  in  1;  sm|  =  cos(if.    cos^  =  sinß,         also   2sinßeosß  = 

2 sm -^  ■  cos -^  —  sin  a  nach  {Tj  in  1;  s,  auch  bei  der  ersten  Form  zu  Pin  1); 

endlich  ist,  wenn  die  das  gleichschenklige  Dteieck  halbierende  Hbhe  mit  h 

beseiohnet  wird; 

b  h^ 

b\k^  R:  oder      -^  =  fi -B,     woraus  für  den  letaten  Faü 


y-?   ^/('-f)M 


3)  Radius  )•  des  Inkreises  für  die  drei  Fälle  (ausser  der 
Halbierungslinie  des  Winkels  a,  d.  h.  der  gezogenen  Höhe,  sind  in  Fig.  20 
noch  die  Halbierungslinien  der  Winkel  ß  zu  ziehen): 

r  =  -|tp-|,       und  endlich,  da        '* '' -t- 2  *^  =  F  ist 

'('■+l)=l/Kl)('~l)  »^•' 
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,*  +  ¥ 


2F    'Ib^a 


3)  Bereclinnng  regulärer  Polygone.  Eine  weitere 
einfache  Anwendung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  (oder  der 
gleichschenkligen  Dreiecke)  ist  die  auf  die  Rechnungen  an  regel- 
mässigen Vielecken;  es  handelt  sich  hier  um  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck,  dessen  Winkel  durch  die  Anzahl  »  der  Seiten  des 
regulären  Polygons  gegeben  ist:  der  Winkel  an  der  Spitzo  des  gleich- 
achenkligen  Dreiecks,  das  die  Seite  des  regulären  «-Eckf  zur  Basis 
hat  (a  der  vorigen  Nummer)  ist  =  --3600^2--  180"  und  der 
Winkel  des  Polygons,  d,  h,  der  Winkel,  unter  dem  je  zwei  aufeinander 
folgende  Polygonseiten  zusammenstossen,  also  2  ß  nach  dei  voiigen  Be 
Zeichnung,  wäre  (180*— -180O)  oder^-^-  ISO";  (auch  so  die  Winkel 
summe  im  heliebigen  *j-Eck,  dessen  Seiten  sich  nicht  schneiden,  ist 
(«^2)180'';  ist  das  M-Eck  regelmässig,  sind  also  aUe  n  Winkel  gleich,  so 

ist  jeder  Winkel  =  —  ISO'),  doch  wird  dieser  Wmkel  2  ß  nicht 
gehraucht  Bezeichnet  m  dem  reg elma '«'.igen  w  Eck  a  die  Lmge  der 
Seite  fi  den  Radios  des  umschrieb en en ,  ;  Jen  des  einheachiiehaEeii 
Kreises   i  den  Inhalt  des  Polygons,  so  ist   wenn 

1)  a  gegeben  ist        Ji  =  ^    '^ 

Ssw-lSO» 


Beispiel.  Ein  Panoramengebäade  ist  in  Form  eines  regel- 
mässigen Achtecks  aufgeführt;  die  Seite  misst  6,45  m;  was  ist  die 
überbaute  Fläche?    (Vierstellig.) 


«-e,45m 

^  =  2 
-  180«  =  220  30' 

0.80  955 

a2 

2 

c(f?22Va« 

1.6191 

0.3010 
0.8828 

J-^  200,9  qm. 

F 

2.30  29 
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Man  versuche,  Aufgaben  über  das  rechtwinklige  ebene  Dreieck  und  Auf- 
gaben wie  die  vorliegende,  die  mit  Hilfe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  lösen 
sind,  auch  gleich  so  zu  erweitern,  daes  räumliche  Anschauungen  hinzu- 
kommen, dass  aber  die  Anwendung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ausreicht;  «.  B. 
im  vorliegenden  Fall;  Die  Dachfläche  des  Gebäudes  hildet  eine  regelmässige 
achtseitige  Pyramide  von  der  oben  angegebenen  Länge  {6,45  m)  der  Seite  der 
Grundfläche,  deren  Höhe  5,20  m  beträgt.  Wie  gross  ist  die  Dachfläche? 
Antwort:  gleich  Smal  der  Fläche  eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  dessen 
Grundlinie  6,45  m  ist  und  dessen  Höhe  h  =yra-|-5,20a  beträgt,  wenn  r  den 
Halbmesser  des  dem  Achteck  mit  der  Seite  6,45  m  ein  beschriebenen  Kreises 
hezeichnet;  also  Oherflaohe  0=8.  ^ah  =4ah;  Ausrechnung: 


«  =  6,45 

2 
dg  221^0 

0.50  85 
0.38  28 

-  1800  =  221/30 

5,20 

0.89  13J 
0,08  Oli 
0.71  60 

*3 

0.17  5:-! 

7t 

4 

0.97  14 
0.80  95 
0.60  21 1 

0  =^  304  qm 

0 

2.48  30 

%-s- 


1  obtdU  entnjii 


e(j7  SSi/a"  ^  "^'1  ^^'^  Lalande  sehea 
Begel  aus  1  und  '>  20  su  an  rechnen : 
loff  r  —  log  5,20  =  loa  tq  S  (Hilfs- 
winkel ö);  in  die  letate  Spalte  rechte 
u.  s,  f.  Die  Oberfläche  0  etgiebt  sich 
zu  rund  304  qm,  also  rund  li/a  mal 
so  gross  als  F. 


2)  Wenn  das  regelmässige  Polygon  nicht  daich  die  Seitflnhnge 
g^ben  sondern  einem  gegebenen  Kreis,  emzubeachreiben  ist  indem 
die  Aufgabe  lautet:  was  ist  in  einem  Kreis  vom  Halbmesser  B  die 
Läng«  der  Seite,  Fläche  u,  s.  f.  des  embeschnebenea  regulaiPn  n- 
Ecks,  so  ist  iö  die  vorigen  Gleichungen  'infach  «  in  Jf  an&tcedruckt 
(nach  der  ersten  Gleichung  in  1)  einzusetzen,  man  findet 
a=2  JJsiw^lSOO 
r  =  Mcos  -1800        ^^^ 


3)  Wenn  endlich  das  regelmässige  »i-Eck  einem  Kreis 
gegebenen  Halbmesser  umzn beschreiben  ist,  d.  h,  wenn 
Halbmesser  des  Inkreises  gegeben  ist,  so  hat  man: 
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COS- 180» 


Anmerkung,  Die  zwei  letzten  Aufgaben  führen  unmittelbar 
wieder  zum  Kreis  zurück;  die  .Rechnungen  am  Ereis"  werden  den 
Gegenstand  des  folgenden  Paragraphen  ausmachen,  wo  auch  auf  die 
regelmässigen  Polygone  (Diagonalen)  nochmals  zurückkommen  sein  wird. 

Zuvor  sei  hier  noch  daran  erinnert,  dass  schliesslich  mit  der  Auf- 
lösung des  rechtwinkligen  Dreiecks  auch  eine  grosse  Anzahl  von 

4)  Aufgab«!!  nber  schiefwinklige  Dreiecke  erle- 
digt werden  könnte  oder  kann. 

1)  Es  seien  z.  B.  in  dem  schiefwinkligea  Dreieck  ABC 
(Fig.  21)  gegeben  die  Längen  zweier  Seiten  h  und  c  und  der  zwischen- 

It'ig,  31,1  liegende  Winkel  «.    Man  soll  berechnen  die 

Länge  a  der  Seite  S  C. 

Zieht  man  die  Höhe  h  auf  c,  so  liefert 
die  Auflösung  der  beiden  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ÄCD  und  B  CD  das  Verlangt«;  es  ist: 
A  S  =z p  rr^^  1}  cos a  ;         C D  =rh  =  b  sina; 
BD  =  q  =  c—p  =  c  —  hcosa  ; 
A  *  .^_ — i-       ^      £  C  =  a  =  Vq^  +  k%  auf  bekannte  Art  aus- 
zurechnen. 
Wenn  auch  die  Winkel  des  Dreiecks  ^  ß  C  in  .B  und  C,  ß  und  y 
verlangt  sind,  so  erhält  man,  wenn  e  (vgl.  Fig.  21)  den  Winkel  D  CB 

bezeichnet:  tge=  ,■  {was  zu  der  gewöhnlich  anzuwendenden  Rechnung 
von  a  ohnehin  gebraucht  wird)  und  damit: 

j.  =  90«  —  a  +  K     i     j3  =  900  —  *. 

2)  Oder  seien  in  dem  schiefwinkligen  Dreieck  ABC  (vgl.  Fig.  21) 
gegeben  eine  Seite,  z  B  u,  und  zwei  Winkel,  gleichgiltig  welche,  da 
mit  ihnen  auch  der  dritte  aus  a  -i-  ^  +  ^  —  180''  bekannt  ist.  Gesucht 
werden  die  Längen  b  und  r  der  Seiten  A  C  und  A  B. 

Man  erhält  hier 

h  =  asmß     ,     q  =  acosß     ;     s  —  QO^'—ß 

b  =  — z -^  ,  womit  die  eine  der  gesuchten  Seiten  gefunden  ist, 

cos{y — e) '  a  o  ' 

p  =  htg(y —  t),  womit  auch  die  andere  Seite  gefunden  ist: 
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Die  Auflösung  der  letzten  Aufgabe  befriedigt  nicht,  weil  aie 
ganz  nneymmetrisch  ist,  während  doch  die  Daten:  eine  Seite  und  die 
Winkel,  die  Möglichkeit  und  Notwendigkeit  einer  symmetrischen  Auf- 
lösung andeuten. 

Aus  der  letzten  Figur  liest  man  ab:  k,  —  bsina  =  asmß;  man 
hat  also,  wenn  a  und  die  Winkel  gegeben  sind,   für  b  die  Lösung: 

asinß 
0  =  — -. ;  da  die  Bezeichnung  bestimmter  Seiten   mit  a,  h,  c  ganz 

willkürlich  ist  (wenn  nur  «  der  Seite  a,  j3  der  Seite  ö,  j-  der  Seite  c 
gegenüberliegt),  so  ist  klar,   dass  ebenso  c  zu  berechnen  ist  aus  c  = 
a  sin  y 
— ^- — ,  wie  man  auch  direkt  erkennt,  wenn  man  statt  der  Höhe  A;  die 

Höhe  fh  benätzt. 

Es  besteht  also  für  ein  beliebiges,  schiefwinkliges  Dreieck  die 
Identität : 

*  «  ^  c 

^  ^  sin «       stM  ß       sin  y      ' 

mit  dieser  sind  in  Übereinstimmung  unsere  Defiiiitionsgleichungen  für 
das  rechtwinklige  Dreieck  («=90"); 

Es  ist  aber  nach  der  wichtigen  Gleichung  *,  dem  sog.  Sinus- 
Satz  des  ebenen  Dreiecks,  angezeigt,  am  schiefwinkligen  Dreieck  zu 
untersuchen,  ob  dort  nicht  noch  weitere  solche  Beziehungen  bestehen, 
die  das  rechtwinklige  Dreieck  nicht   ohne   weiteres   erkennen   lässt. 

Dazu  kommt,  dass  für  gewisse  Dreiecksaufgaben,  z.  B.  Berech- 
nung der  Winkel  eines  Dreiecks,  wenn  dieses  dnrch  seine  drei  Seiten 
gegeben  ist,  die  unmittelbare  Anwendung  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
zunächst  versagt. 

Endlich  ist  zu  bedenken,  dass  im  schiefwinkligen  Dreieck  einer 
der  Winkel  >90°,  stumpf  sein  kann,  während  altes  bisherige  nur 
für  spitze  Winke!  aufgestellt  ist  und  es  sich  also  fragt,  ob  man  trotz- 
dem zu  allgemein  giltigen  Formeln  und  Rechen  Vorschriften  für  das 
schiefwinklige  Dreieck  gelangen  kann. 

Diese  Frage  ist  später  zu  bejahen ;  man  bedarf  aber  vorher  einer 
Erweiterung  der  Definitionen  der  gonio metrischen  IJ'unktiouen,  die  sich 
nicht  auf  spitze  Winkel  beschränkt,  sowie  eines  goniometrischen  Formel- 
apparats, der  für  beliebige  Winkel  brauchbar  bleibt. 

Wenn  also  hier  doch  empfohlen  wird ,  Aufgaben  nach  den  An- 
deutungen von  1)  und  2J  am  schiefwinkligen  Dreieck  zahlreich  zu  bilden 
und  mit  Zahlen  durchzurechnen  unter  Benützung  von  Loten  als  Hilfslinien, 
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d.  h.  unter  Benützung  der  Rechenvorsüliriften  für  das  rechtwinklige  Dreieck, 
so  geschieht  es  nur  mit  Bücksieiit  auf  die  Notwendigkeit  möglichst 
wei^ehender  Obnng'  im  Zahlen  rechnen  am  rechtwinkligen  Dreieck  und 
mit  dem  Vorbehalt  des  Verweises  auf  die  allgemein  giltige,  symmetrische 
niid  selbständige  Auflösung  der  schiefwinkligen  Dreiecke, 
die  im  II.  Abschnitt,  dor  ebenen  Trigonometrie  gelehrt  werden  wird. 

§  10.     Eeehnnngen  am  Kreise. 

Schon  in  der  Einleitung  tou  %  7.  ist  darauf  hingewiesen,  dass 
die  bis  jetzt  vorgetragenen  Teile  der  Trigonometrie  ausreichen  müssen, 
um  ausser  den  ßechnungen  am  rechtwinkligen  Dreieck  alle  Aufgaben, 
die  am  Kreis  vorkommen  können,  praktisch  durchzuführen.  Auch  am 
Schlusä  von  g  9,  3)  ist  wieder  auf  diese  Kreisrechnungen  verwiesen. 
1)  Bogenlängen  nnd  Umkelirnngen.  Schon  in  §  1, 2) 
ist  ferner  neben  dem  Gradmass  dor  Winkel  ein  zweites,  das  „analy- 
tische Mass"  für  Winkelgrössen  eingeführt,  der  Arcus  eines  Winkels. 
Die  dort  benutzte  Definition  der  Tunktion  arc  war:  Arcus  eines 
Winkels  «,  Bezeichnung  arc  a,  ist  die  Verhftltniszahl,  die 
man  erhält,  wenn  man  in  einen  Kreis  von  beliebigem  Halb- 
messer a  als  Centriwinkol  einträgt  und  die  ihm  entsprech- 
ende Bogenlänge  durch  den  Halbmesser  des  Kreises  divi- 
diert. Man  kann  al=o  auch  so  «agen-  orc  a  ist  die  Länge  des 
Bogens,  der  im  Ere  se  vom  Hilbmesser  1  dem  Winkel  «  als 
Centriwinkel  entsj  ri  ht  Beben  len  trigonometrischen  Funkticnen 
des  Winkels  a  spielt  diese  Pnnkticn  Ätna  v  n  «  1  ei  all  n  Kiei^ireeh- 
nungen,  in  denen  Bogenl  ingen  n  Betracht  kommen  eine  wichtige  EoUe 
und  spater  wird  s  ch  zfl  gen  das  dem  » c  «  auch  ausserhalb  der 
Kreisrechnungen  giusse  Bedeutung  zukommt  wenn  mit  den  goniumetri 
sehen  I'unKtionen  -äöhr  kleiner  Winkel  zi  leehnen  ist 

Es  ist  in  ä  1  2)  auuh  auh  a  angeg  ben 
wie  man  mit  Hilfe  dor  konstanten  Winkel- 
Eeduktiouszahlen  p  vom  Gradmass  eines 
Winkels  auf  sein  analytisches  Mass  (arc)  über- 
geht und  dies  ist  hier  kurz  au  wiederholen; 
Bedeutet  a  die  Länge  des  Bogens 
3-  (Fig.  22),  der  im  Kreis  vom  Halbmesser  r 

dem  Centriwinkel  «  entspricht,  so  ist  gemäss  der  ersten  Definition 
des  are  «  (wenn  selbstverständlich  a  und  c  im  gleichen  Längenmass 
genommen  werden) : 

{1)  „.-««»-J    od.r    a-r.aro. 
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Nun  verhält  sich  aber  der  Bogen  a  zum  Kreisutofang  wie  der 
Centriwinkel  a  in  Graden  sich  verhält  zu  360'',  d.  h.  es  ist 

(2)       »:Z„  =  .0:360»    od.r     «=2„.j^=„-^. 

Man  erhalt  aus  der  Gleichung  (2)  a  gemessen  in  der  Längen- 
einheit, in  der  r  gemessen  ist. 

Nimmt  man  «  nicht  in  Graden,  sondern  in  Minuten:  «' = 
(«■> .  60)'  oder  in  Sekunden :  a"  =  (k°  .  60  .  60)",  so  lautet  die  Gleichung 
(2)  vollständig: 

(2) 


■  180"   —  "  '  •  (180 ,  60)'  —  "  '  ■  (180  .  60  .  60)" 
Nimmt  man  die  konstanten  Zahlen  n  und  180«,  (180.60)', 
(180.60.60)"  zusammen,  so  lautet  diese  Gleichung  für  den  Cen- 
triwinkel a  in  Graden  {a"),  oder  in  Minuten  («O.  oder  in  Se- 
kunden (it"): 

^^'^  "  ^  '     läT  ^  ''  ■  (180  ■  60)'  ^  *"  ■  (180.  60  .60" 

Hiei  sind  '\\i  Nenner  konstante,  ein  für  allemal  zu  herech- 
nendp  Zahlen    nimlich 

1801 
Q°  = =  570,29578 . . (auf O»,!   i 

r 

(180.G0.60)" 

e"  =  — — - — -  -  2oe26r,8..( ,  i" 

Es  ist  notwendig,  die  Werte  dieser  drei  Zahlen  q  (ab- 
gerundet; die  Zahlen  sind  mit  n  transcendent ,  also  irgendwo  abzu- 
brechen) und  ihreLogarithmen(wenigst6ns  5-stellig)  auswen- 
dig za  wissen,  ebenso  wie  man  in  der  rechnenden  Geometrie 

;t  =  3,14159 und  logn{=  0.49  715..)  auswendig  weiss;  diese 

Zahlen  kehren  überall  wieder,  wo  Bogenlängen  direkt  oder 
indirekt  in  Betracht  kommen.  Die  Gleichung  (2')  lautet  mit  Be- 
nützung von  q: 

«  -  *  ■  p  -  »■  -  go  -  '  -  ^.  -  '  ■  p" 

Der  Vergleich  mit  der  Gleichung  (1)  a  =  r.arca  giebt: 


7 -stellige  Log. 

S70,3) 

1.758 1226 .. . 

3438') 

3,5862789 

6265") 

5.8144251.... 
5.81443  fünfst. 

(S) 


Die  geometrische  Bedeutung  der  Zahlen  y  ist  also  diese: 
=  {60 .  pO)' =:  (60  .  60 .  ()»)"  ist  der  Centriwinlrel,   für  den  die 


y  Google 


80  %  10.    Reclinuiigen  am  Kreise. 

Bogenlänge  gleich  der  Länge  des  Halbmessers  ist;  und  die 
arithmetische  {vgl.  §  1,  2)): 

Man  erhält  den  arc  (, analytisches  Mass")  eines  (in 
Gradmass  gegebenen)  Winkels  a,  wenn  man  die  Zahl  der 
Grade  oder  Minuten  oder  Sekunden,  die  «  im  Ganzen  ent- 
hält, mit  e"  oder  q'  oder  q"  dividiert  (die  geometrische  Be- 
deutung des  Quotienten  ist:  Bogenlänge,  die  im  Kreis  Tom  Halb- 
messer 1  dem  Winkel  «  als  Ceiitriwinkel  entspricht)  und  umgekehrt: 
Ist  arc  IX  gegeben,  so  enthält  der  Winkel  a  in  Gradmaes 
(arca.ifi)  Grade  =^{arca.^')  Minuten  =(arca.(t")  Sekunden. 
Diese  konstanten  Verhältniszahlen  ^  heisson  deshalb  auch  die 
Rednktionskonätanten  vom  Gradmass  aufs  analytische  Mass 
und  umgekehrt. 

Besonders  ist  noch  zu  bemerlien: 

arc   900  =  |-  =  1,570 796.. 

arc  180»  =  ji  =  3,141  59  ....  u.  s.  f. 
Es  ist  schon  früher  angegeben   (g  1,  2» ,   dass  man   statt   des 
Ausdrucks  „analytisches  Mass"  der  Winkel  auch  den  Ausdruck: ,  Winkel 
in  Halbmesserteilen'  benützt:  die  Länge  des  Bogens,  der  im 
Kreis  dem  Centriwinkel  l",  1',  1"  entspricht,  ist 

57    1       [     e  j  3437   5 1^     e  /  206365  \      q  j 

d      Lang    d      Halbm       e 

Man  h  t  d    halb  f    1  If    h     dei  Halbineiser  m  bek  nlen  an 

gttumdnb      d       Bglä  m  Hall  meiaerteilen"  anzugehen 

B     1      ü    =    0       »i     g     1      b      {S     n    dei  ;;j^ste  Teü  des  Kreis 
hlhm  tdBglagfülCt  iwinkel,  elei  o  also  Ä  =  "4  8 

o.±)  tbb  dasZh  ierü  für  das  L&nKeni  ass  le» 

H  Ihm      rs  b      >  h  It      u  d  £      d     Z  hlen  p  Oenen  k  nstuiten  Wiikel) 

=  ...  em  besondeies  Zeithen  nie  oben  emzuführen 

Für  neue  WinkelteUung  Mnl  le  Zahlen  p  u  f  ebcnf  lU 
schon  in  §  1,  ä)  angegeben;  sie  lauten 

,       200" 


alen  ,e  L  . 

1.80  3S8 

3.80  388 

5.80  888. 

Um  also  für  einen  Winkel,  der  ff  Nengrad  =  ß .  100  Neuminuten,  =  ff .  100 
.  100  Neusekunden  enthält,  den  arc  anfzuflnden,  ist  ß'  mit  p»  oder  (hier  in 
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d'-m  ZihlenBLrt    iaiiiit  zisimmenfdUeni    womit  ziigloih  ein   Ifortel  i 
npnen  Kreisteiling  m  d      Angen  spimgt)  ß   mit  g    oltr  ß     mit  g 
diTidieien  a    s    i    genaa  wie  oben  lüi   ilte  Teilung 


Die  Gleichniigeii  (Ij,  (2')  und  (3)  (und  ihie  ümkehrang'flii)  pnt 
halte»  nna  alles,  was  man  zur  Ausführung  dei  Eechnuugen  br<iuL.lit, 
bei  denen  Bogenlängen  in  Betiacht  kommen 

Zu  bemerken  i^t  noch,  dass  ,  vollständige  LüganthmentafHln '  auch 
eine  ^rcws-Tafel  (BogpnUngtin  im  Kreii!  ?om  Halbmesser  1)  enthalten, 
entweder  zusammen  mit  den  Tabellen  der  „natürlichen  Wpite  der 
goniometrischen  Tanktionen'   {alt.o  nur  bis  00  "^  gehend,  bo  da&s  für 

Winkel  >  90"  zu  beachten  ist,  dass  [a    B    5  stellig]  atoQO'^^l^^ 

1,57  080,  [8-stellig]  arcl80'^=7i  =  3,14159 265...,  [7-8teUig]  arc 360«  == 
2re  =  6,2831853  ist;  so  ist  z.  B.  die  «rc- Tafel  in  der  5-  und  4-stelligeu 
Tafel  von  Rex)  oder  in  einer  besondern  Tabelle  (5-steIlig  in  der 
G-awssEchen  Tafel,  7-stellig  bei  Schrön  u.  s.  f.).  Stets  ist  mit  diesen 
Tabellen  zu  rechnen  nach  den  Gleichungen: 

arc  (p  -t  q)  —  arcp  +  arc  q         oder 
arc {■■- p]  =  ~ arcp  ;      arc {n.q)  =n. arc q 
wo  p  und  }  ganz  beliebige  Winkel  in  Gradmass  bedeuten  (z.  B.  also 
«>c  370  24  25    =at    ^7«  +  ß)-c24' +  arc  25"  u.  s.  f.);  ?gl.  §  2. 

Da  jedoch  lUe  diese  sj-e-Tabellen  nur  die  natürlichen  Zahlen  der 
m  Werte  liefern  wihrend  überall  eine  Tabelle  der  log  arc  fehlt,  so 
konnPE  sie  nur  dann  zweckmässig  unmittelbar  verwendet  worden,  wenn 
der  Ereishalbmesser  der  \ufgabe  (—  wenn  die  Zahlen  der  Tafel  als 
Bogenlingen  gedeutet  werden  sollen,  so  ist  in  der  Tafel  der  Halb- 
messer =  1  zu  denken    vgl  oben  — )  eine  runde  Zahl  ist. 

Die  Gleichungen  (1)  bis  (3)  und  ihre  TJmkehrungen  seien  (je  in 
Einei  Uleichung  gescbriel en)  noch  einmal  hierher  gesetzt;  a  ist  die 
Bogenlänge  die  im  Kre  s  vom  Halbmesser  r  dem  in  Gradmass  gege- 
ben gedachten  Centn« inkel  «  entspricht: 

Bogenlänge    a  =  r.  arc  «  =  »•.-  (4) 

Halbmesser  r=- =a—  (5); 

dabei  wird  in  (4)  und  (5)  n  oder  /  ia  demselben  Längenmass  erhalten, 
in  dem  1  oder  a  gegeben  ist  und  für  g  ist  g^,  g',  g"  zu  nehmen,  je 
nachdem  man  den  gegebenen  Winkel  «  in  Graden,  Minuten  oder 
Sekunden  ausdruckt      Endliuh  ist 

Hammer    Tntom mi^tc  e     2    Aufl  6 
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arca=—,     also  Centriwinkel  «  in  Gradmass  —  —  -q    (6); 

dabei  sind  die  gegebenen  a  und  r  in  demselben  Längenmass  zu  nehmen 
und  für  p  ist  g",  p',  q"  zu  setzen,  je  naclidem  man  a  in  Graden, 
Minuten  oder  Sekunden  erhalten  will. 

Beispiele.    1.  Wie  lang  ist  in  einem  Kreis  Ton  500  m  Halbmesser 
der  Bogen  mit  dem  Centriwinkel  75'' 38' ,4? 

Da  hier  r  eine  runde  Zahl  ist,  kann  man  die  Arc-Ta,hl  benützen. 
Nach  der  ffawssachen  5-stel!i^en  Tafel  ist: 

aro  (750  38'  24")  =  are  750  +  arc  38'  +  arc  34" 

=  1,30  900  +  0,01 105  +  0,00012  =  1,32  017, 
somit  Bogenlänge  a  =  500 . 1,32  017  m  =  660,085  m. 


Nach  der  .drc- Tafel  in  der  Jfoa; sehen  S-stelligen  Tafel  ist: 
arc  (750  as'  24")  =  arc  75»  SO'  +  are  8',4 

=  1,S1 772  +  0,00  233  +  0,00  012  =  1,32  017 
Bei  logarithmiseher  Rechnung  hat  man: 


r  =  500  ra 

«  =  750  38',* 
=  (75  X  60  +  38,4)' 
=  4538' ,4 

ß' 

2.69  897 
3.65  690 
6.46  873  — 10 

a 

a  =  660,086  m 

(letzte  Stelle  nicHt  Bohart) 

3.  Wie  lang  Igt  im  ttanzen  ein  Treibneraeii  der  übei  zwei  aut  Wellen 
in  der  Entfernung  5  04  m  von  einander  sitzende  Bicmenstheiben  von  80  em 
und  30  cm  Durchmesser  gelegt  ist  wenn  der  Riemen  aj  gerade  b)  ge- 
schränkt lauft? 

Sind  ri  nnd  r<[  die  Halbmesser  der  zwei  Siheihen  {»i>Jj)  und  e 

die  Entfernang  ihrer  Aien  and  setzt  man  im  Fall  a)  sm  a  =  — im 

Fall  h)    sin  ß  =  — -,  sc  wird  die  Gesamtlange  des  Eiemens 

im  Fall  a)  Ij  =  2  e  eoi? «  -f-  rj  arc  {180»  -h  2  k)  +  r^  twe  (1800  —  2  *) 
=  9  e  cos  «  +  ;r  (ri  +  rg)  +  (ri  —  r^)  are  2  «, 

im  Fall  b)  i^  =  2  e  cm  jS  +  r,  arc  (180»  +  2  ^)  +  rg  arc  (ISO»  +2  3) 
=  2eeogß  +  (ri+  r^)  are  (130»  -+-  2  ß). 

Mit  den  obigen  Zahlen  fi  =  0,40  m,  ra  =  0,15  m,  «  =  5,04  m  wird  (vierstellig) 
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IIa)  .       _r,  —  r2_0^_5      9.3979 

.    stna-.——    ■- g 0^      0.7024 

,a       8.6955 


ir  Glsichung 
ihnung  etwas 


1800. 


-2«  =  I8504l',2   ■ 
-2«=  1740]8',8 


are  (ISOO  —  2  «}  =  3,0^ 
i-  0,40  .  3.2408  +  0,15 .  3,0423 
^  1,296  +  0,456  oder 

Ij  ^  11,82  n 


0.7019 
0.3010 


(r,-rj  oh 
I   vgl.  die  Bec 


"'J           »,f( 

=  ':i±^  = 

3,55 

9.7404 
0.7024 

li=      60 16' 
2g  =    120  32' 

9.0380 
9.9974 

1800  +  2  3  =  1920  gy 

2 

0,6998 

arc  (1800  +  2  ß)  =  3,3603 

!s  =  10,018 +  1,848  oder 

2ecos(3 

1.0008 

ia- 11,87  m 

orc (1800  4- 

ß) 

0.5264 
0.7404 

('■l  +  '-2)ö'- 

0,2668 

3.  Was  ist  der  Halbi 
40  20'  15"  der  Bogen  13,15  mm  entspricht 
a  -  13,15  miD 
ß  =  40  30'  15" 

=     15  615" 
)■  =  173,71  mm 


Kreises,  in  dem  dem  Centriwinkel 


Bft" 


n  Teilkreis  ist  die  Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender 
Q;  was  ist  der  Durchmesser  des  Teilkreises? 
„    5',3" , 


also  der  Du; 


iimesser,  dLn  n 


,6  mm  =  11,5  cm  rand, 

:  gewöhnlieh  angiebt,  =  83  c 


-)  Eine  Röhrenlibelle  ist  ein  langer  Glascylinder,  der  mit  leicht  beweg- 
licher FlUiMigkeit  feat  ganz  gofGllt  ist  und  der  im  Innern  längs  einer  Mantel- 
linie  nach  einem  IIa  hen  Kreisbt^en  aasgeschliffen  ist.  Auf  der  Oberfläche 
des  Glases  befindet  aich  eine  gleit hföria ige  Längenteila ng,  an  der  der  Stand 
der  Libellenbkae  beobachtet  wiil  (Fig.  23).  Empfindlichkeit  der  Libelle 
heiast  iie  Vöiibl  f^iLunden  um  die  man  die  Libelle  neigen  mnss,  damit  sich  die 
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I  Fi^72äl  ^l^ä^  11™  ^'"^^^  Strich  der  Teilung  Ter- 

\  schiebt.    Die  Striche  der  Teilung  einer 

Libelle  seien  nun  2,26  mm  (=  1  Pariser 
Linie)  von  einander  entfernt.  Nach 
welchem  Halbmesser  muss  man  die 
LibeUe  schleifen,  damit  die  Empfind- 
lichkeit 15"  werde? 


A    t 

Halb 

D      Ib    F 


t       =     ^  = 


i6  000"  (raui) 
15 


-mm 


-    1  100  (      d)  mm 

=    1  1  m  =  '>H00  " 


0  3541 
5  3144 
8  833    —10 
4  4924 


0       0      10 

DVdBhl  t  h  gmlStrk  1 

Kb  mdjCdbeüh  Wt(Fg4)l 

■WkllTgtei\BdB>  dKrb         IHlb 

300  mht      ddB  dpktB      dBdmB  hgmes 

10    OC  m  d         tf     t  11 

E       t     w         1      r       1   11  hl       Punkt       B  un  l  B     i 

W    k  I  t  d     m    h  n 

-  ^^Jl  - 
^  300,00  " 

R  =  ~  .  206  265"  =  68  755"  oder 
a  =^  19"  5'  55"  und  also  der  Winkel 
zwischen  den  Tangenten  SB  und 
SS,  gleich  1600  5j/  5". 
=  500  m  lind  a  =  10,00  m,  20,00  m  (a  je 
5  {     J         t         g  ) 


^  =  ö7rn-iüi  =  0'     3  3 


Dieselbe  Aufgabe  für  z.  B.  ; 
auf  l")i  0  =  10t        200  m      ff 


Auch  hier    bmAf      h       d      Ctwikl 
Wert  Ton  r  eine  g  d    Z  hl     t    d     T  f  1  d 

den  are  direkt  n  t  p     d     g        m  It  pl 


d  1 


A      hl 


t  dn 


W 


die  zugehörige  Z  hl  in  G    ima.    fi  a         Z   B      t  m  t 

a  =  43,70  m,     =  10   00  m       1  =       p       ^^  **  ^ 

«"=0,43700    e  =04     00    21-62(     -QOl  8  =  25       IS 


auch 

0  zu  rechnen: 
bei  Gauss'  5-stell 

Tafel: 

a 

■ea  =  0,43  700 

0,48  633  = 

arc  230 

0,00  067 
0,00  058  = 

arc2' 

0,00  009  = 

arc  18", 

somit 

«  =  250  2' 18" 

=  0,43  700, 


lei  Reo!'  5-stell.  Tafel: 

=  0,43  700 
0,43  633  =  arc  25»  0' 
0,00  067;  H.  Rr  10' ist  551 
58  giebt  2' 
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§  10.     Eeclinuiigeii  am  Kreise      Sehnpnlangen  85 

Man  fahre  im  Interesse  der  Eechenilbmig  zahlreiche  Bechnuiigen  von  Bo- 
genlängen nebst  ihren  Umkehrungen  nach  (4),  (5)  und  {<■)  dunh 

Ipig.  25. 1  3)  Sehnenlämgem;    Umkehruttgeii. 

Pfeilliöheu.    Gegeben  Halbmesser  r  nnd 

/h.  Centriwinkel   a,   gesucht  die  Länge   der 

/   j   \  ^.  Sehne  s.    Dia  Fig.  (s.  25.)  giebt  nn mittelbar: 

/        !        \  _l=,-sin-     oder    11)  s  =  2rsin  —  }^'> 

k:^-^ — — 1__^  Beispiel.    Wie  gross  ist  der  Centriwinkel, 

i^osson  Sehne  gleich   dem  arithmetischen  Mittel 
aus  Halbmesser  und  Durchmesser  ist?  Aus  (7)  ist 

sin-^  =  27  ,  also  hier  sin-^  =  ^-g-  =^-  0,75, 

woraus  (mit  den  vierstelligen  naturlichen  Werten) 

Y  ^  48«  35',3     oder     «  =  97^1'. 

Zu  Eechnungen  über  Sehneniängen  kann  man  bei  geiingerer  ver- 
langter Genauigkeit  auch  die  Sehnentafel  benüt7en,  die  m  vollstan 
digen  Logaritbmentefeln  enthalten  zu  sein  pflegt  {in  funfsteOigen  Tafeln 
meist  nur  vierstellig  angegeben);  sie  ist  selbstverständlich  wiedei  fui 
den  Halbmesser  1  berechnet,  d.  h.  die  Tafel  liefert  diejenige  Punktion 
von  a,  die  in  §  2,  1)  mit  chord  «  bezeichnet  wurden  ist  Jen« 
Funktion  ist  also  jetzt,  mit  Benützung  der  tr^nü metrischen  Funktionen, 
Tollständig  entbehrlich ;  es  ist 
(8)  c/uird  <z    (ersetzt  durch)    =  2 sin--. 

Man  steht  jetzt,  wie  unter  Voraussetzung  der  goniometrischen 
Zahlen  jene   cÄori^-Tafel    sehr   einfach   znstandkommt    und   zwar 

bis  zu«==  1800(-|-=  90"],   d.  h.  für  den  ganzen  Umfang,   der  der 
Tafel  zu  geben  ist.    Vgl.  die  3-stellige  Tafel  in  g  2,  1). 

Mit  Benützung  der  4-stölligen  Tafel  der  chord  in  Sex  oder 
G-auss  (Intervall  10')  findet  man  in  dem  obigen  Beispiel,  d.  h.  mit  s  — 

4»-   oder   chord  «  =  1,5000  den  Winkel  a  =  97<*  10'  4-  (^-^  .10']  = 
97"  11'  wie  oben. 

Man  beachte  durch  Vergleichung  der  Werte  chord  1x1=  2sin-^] 
mit  den  Werten  der  naturlichen  Zahlen  der  sin  a  nochmals,  wie  lang- 
sam für  kleinere  Winkel  die  chord  a  grösser  wird,  als  der  sma-,  und 
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5  10.    Eeciinuiigen  a 


auch  der  arca  ist  damit  zu  vergleichen,  dessen  Wert  sich  von  chorda 
noch  viel  langsamer  unterscheidet.  Es  ist  dabei  stete  arc  k  >  cliord  a 


=  2siw-^   >s 


B.  ist  für 


G  a  =  0,1745 
ca  =  0,2618 


K=  50  1  cAor,^«^  0,0872  I  s»m«  ==0,0872 
«^10»  [  cAor^a  =  0,1743  sin  a  =  0,1736 
«^150    \  Chorda  =  ^,2'oll   \    sim «=.=  0,2588 

Für  alle  dieso  Vergleichungen  bietet  die  Analysie  sehr  bequeme 
Mittel  dar,  deren  einfachste  wir  später  hei  den  Reihen  für  sin  und 
cos  liennen  lernen  werden, 

Beispiel  für  schärfere  direkte  Eechnungt  Um  wie  viel  ist  im 


Kreis  von  100  n 
länger  als  die  S 


der  zum  Oentriwinitel  5"  gehörige  Bogen 


Bogen. 

Seime. 

a  =  r  .  arc  a 

6» 

0.69897 
S.24I88 

s^-2rsin^^ 

2 
100 

0.30103 
2.00000 

Q 

100 

2.00000 

{=r. Chorda) 

än2^k° 

8.63968 

«  =  8,7268 

a 

0.94085 

\s  =  8,7238 

^ 

0.94071 

Also  Antwort;  um  3  Millimeter. 

Dieselbe  Trage  für  den  Centriwinkel   10°,  15": 


regulär 


)iagt>nalen  regelmässiger  Polygone.   Bei  der  Berechnung  der 
n  Vielecke,  vgl.  §9,  3),  ist  bereits  auf  das  hier  noch  Nachzutragende 

regelmässigen  »-Eck  bilden  die  1.,  2.,  3 Diagonale 

(Verbindungsatrecke  einer  bestimmten  Ecke  mit  der  übernächsten,   dritt- 

nächsten,   viertnächsten )  mit  der  Seite  des  Poljgons  (Verbindungslinie 

^eser  Ecke  mit  der  naihsten)  und  folgeweise  nnter  sich  alle  gleiche  Winkel 

(PeripheriPwmkel  luf  gleichen  B  gen)  und  znar  den  Winkel — .1800,  der  schnn 

bei  den  Eeihnnngen  in  §  9,  ä)  benutzt  wurden  ist, 

Ist  der  Halbme!>sei  B  de=  Umkieises  des  regulären  n-Ecks  gegeben, 
so  sind  die  Seite  t  die  1 ,  2 ,  >        Diagonale  gegeben  durch  die  Gleichungen ; 


da=  [M.chord  3   . 


d.  =  Ik  .  chord(lc+lf-^]  =  2Ä.m(fc^l)l^  ; 
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§  10     Eeihiiuiigen  am  Kreise     Sehnenlan^'n  Pfeilhöhen.  87 

die  längste  Dwgonale  ist  in  einem  regelmabsigeii  Pol\gon  von  gerader 
Seitenzahl  gleich  dem  Dan-hmesser  des  Krei''es  IR,  ihre  Bezeichnung  wäre 
nach  dem  Vorstehenden   [n  gerade!  rf,       ■   ihre   Länfffl   also   gleich   2ß. 

Ist  n  ungerade  so  geht  keine  Diagonalp  durch  den  Kreismittel- 
punkt  die  längste  Dngonile  lat  zweimal  voibandeii  ihre  Bezeichnung  und 
ihie  Länge  nach  dem  Vorstehenden  (n  ungerade)  wie? 

Man  kann,  für  den  Kreis  Tora  Halbmesser  Ä  =  I  die  Längen  dieser 
Diagonilen  aelbstTetstindlii,h  logleich  ans  dei   Choräm  Tafel,  §  2.,  ablesen; 


bis  z 

U    H  =  lu 

13) 

*^  = 

dl 

^2 

ä^ 

^4 

ä^ 

4 

'""2^000" 

& 

1,902 

(-röi) 

6 

1,732 

2,000 

7 

1,564 

1,950 

{=h) 

8 

1,414 

1,848 

2,000 

9 

1,286 

1,732 

1,970 

{=d^) 

10 

1,176 

1,618 

-1,902 

2,000 

11 

1,081 

1,511 

1,819 

1,980 

i=ä,) 

12 

1,000 

1,414 

1732 

1,932 

2  000 

Wie  schon  früher  angedeutet  ist  lassen  s  ch  3ie  Dngonilen  für  das 
4,  8...,  das  6,  12...,  und  das  5,  10  Eck  durch  Quadratwurzeln 
ausdrücken.     Man  stelle  diese  Tafel  auf 

Wenn  nicht  B  gegeben  ist  für  das  legnläre  w  Eck,  sondern  z  B.  s 
(die  Länge  der  Seite)  oder  r  (Apothem,  dis  reguhre  nEck  ist  dann  dem 
Kreise  umzuheschreiben),  so  ist  mittels  dei  Gleichungen  in  ^  9,  3)  auf  E 
Überzugehen  und  es  sind  dann  die  obigen  Gleichungen  anzuwenlen 

Anhang.  Pfeilhöhen.  Neben  der  Sehuentafel  (Tabelle  der  chord  a, 
Längen  der  Sehnen  für  die  Centriwinkel  a  im  Kreis  vom  Halbmesser  1) 
enthalten  Tollständige  Tafelsammlungen  meist  auch  noch  eine  Tabelle  der 
Pfeilhohe  n  oder  der  „Hohen  der  Kreisbögen"),  wenn  sie  als  Längen  gedeutet 


worden,  selbstverständlich  ebenfalh 


Kreis,  dessen  Halbmesser 
einheit  ist.  Ist  der 
wieder  r,  der  Centriwinkel  « 
ist  die  Pfeilhöhe  p  des  Bogens, 
e    entspricht,  p—OM~0< 

§9,  2.  GL  (7)  kann  für  [l  — ms 

4 
gesetzt  werden  2  ssn^ — ,  es  ist 


Längen- 
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88  %  10.    Bechnungeii  am  Kreise.    PfeiliiOhen  u.  s.  f. 

(9)  j)  =  2r3i"wa-|. 

Wollte  nun  aNojiin  der  Art  wie  fi-flher  chorda  als  Funktion  von« 
auffassen  (Beieii.hnuiig  etwa  sag  a  [Sagitta  «]  Pfeilhühe  im  Kreis  vom  Halb- 
messer 1],  8u  wäre  die  Bedeutung  von  saga  =  2sinß--  ;  doch  spielt  diese 
Sagitta  kerae  ftichtigt  Bolle. 

Beispiele.  Was  ist  im  Kreis  vom  Halbmesser  300  m  die  Pfeiihöhe  i» 
des  Bogens  zu  1200  Centriwinkel ?    Die  Antwort  niuss  lauten;  (geometrisch 

klar)  p  =  150,00  m ;  in  der  That  ist  bier  -^  =  30«,  eiw  -^  =  -J  ,  mm«  -^ 
=  ^;  p  =  2rsm^-^  =  2   300  -j  =  ISO  m.    In  der  Tabelle  der  Pfeil- 

bchen  der  Logarithmen-Tafel  findet  sich  auch  sag  120»  =  0,50000. 

Was  ist  im  Kreis  mit  Halbmesser  r  die  Pfeilhöhe  des  Bogens  zu  60" 
Centriwinkel?  Die  Antwort  muss  oemp  =  t(l-  ~-y~E)^r(l  -^A.IS 205 . .] 
=  r(l  — 0,86  003)  =  1-. 0,13 397..  ,  in  der  That  giobt  die  genannte  Tabelle 
sag  60*"  =  0,1340;  die  direkte  Ausrechnung  aher  -j-  =  150,  log  siifi  -j-  — 
8.82  600  —  10,  die  Zahl  dazu  ist  0,066  988  und  das  doppelte  davon  ahermals 
0,13398. 

Eine  Umkehrung.  Aus  der  Länge  der  Sehne  s  und  der  Pfeilhöhe  p 
den  Halbmesser  des  Kreises  zu  berechnen.  Kann  rein  algebraisch  (ohne  Tri- 
gonometrie) so  gelöst  werden  (ygl.  Fig.  26.) :  verlängert  man  M  0  über  0 
bis  zum  andern  Endpunkt  Mi  dieses  Durchmessers,  zieht  A  M.  und  A  Mi,  so 
ist  das  Qoadrat  von  AC  (als  Höhe  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
MAMi),  gleich  dem  Produkt  aus  CM  und  C Mi  [als  Hypotenusen- Ab- 
schnitten dieses  Dreiecks),  d.  h.  es  ist: 

(2r^j))j)  —  j-^         oder      2rp  =  x  -1- f^     oder 


(101 


"^J  " 


Diese  Gleiihung  zeigt  diss  r  luf  lern  angegebenen  "Heg  aus  Meos 
ungen  nui  unsicher  zn  bestimmen  lat,  so  lange  p  im  Veihaltnü  zu  s  sehr 
klein  ist     Die  Gleichung  (10)  ist  oft  gleichwohl  ^on  Nutzen,  wie  folgendes 

1  Beispiel  zeigt  Von  einem  gekrümmten,  vor  dem  Beobai.hter 
hegenden  Bahngeleise  will  ei  den  Krümmungshalbmesser  ungefähr  messen 
(der  Anblick  versagt  dazu,  Winkel raessinstrument  ist  keines  zur  Hand)  Er 
misst  eine  Strecke  (Sehne)  in  dem  einen  Schienenstiang  (nahezu)  ib  =  50  m, 
die  zugehörige  Bogenhöhe  in  der  Mitte  dlesei  Strecke,  Pfeil  p  —  0  50  m 

(scharf!);  was  ist  r?    Antwort:  )  =  ^  nahezu,  da  dai  Glied  ^  nithtiii 
Betracht  kommt],  hier  ''  —  o  o  n  !,m  ~  jTmT  ~  ^^^  "^  iinj;elihi 
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%  10.    Eechnuiigeii  am  Kreise,    Pfeillißlien  «.  s.  f. 


Selbstverstäiidlicli  kann   man   aber    aneli    hei   ( 
letaten  Aufgabe  trigonometrisch  rechnen  :  zieht  m 
CAM  Peripheriewinkel  auf  dem  Bogen  B  M,  s. 
winkeis  BOM,  d.  h.  gleich       .    Es  ist  somit 


\  AM,  io  ist  der  Winkel 
0  die  Hälfte  des  Centri- 


Mit  den  Zahlen  des  vi 


s  =  50,00 
p  =  0,50 

P 

9.69  897 
l.Sn  794 

4  --^  25,00 

t?T 

8.30  103 

■-^-  10  8' 45" 
^-  =  2«  ir.5 

dn^a 

8.60  19 

' 

2.79  60 

r  =  625,3  m 

n  Beispiels  erhält  man  folgende  Ausrechnung : 
Bei  den  einfachen  Zahlen  für 

f  und  ü  kann  hier  fp -j- selhstver- 
stäiidlich  imKopf  gebildet  werden; 
aus  der  Hüfstafel   für   kleinere 
Winkel;   ebenso  dn--^«.  Manbe- 
reclme  das  Beispiel  anch  mit  unver- 
ändertem s,  aber  mit  den  Annahmen 
p  =^  0,49  und  =  0,51  m. 
■  steinernen  Brücke  hat  eine  , lichte 
M,00  m    und   den  ,PfeiI  1/4";    was 
die  Ent- 
Brücke) 


Die  Wölbung  ei 
Weite"  VC 

ist  die  Fläche  L  der  Leibung,   wei 
femung    der    Stirnflächen    (Breite 
6,00  m  beträgt? 

Lichtweite  heisst  die  in  der  Fig.  27.  an- 
ne  des  Bogens;  die  Pfeilhöhe  giebt 
bei  Gewölben  im  Verhältnis  Kur Lichtweite 
Pfeil  ~  1/4  heisst  also  y  =  -j-  s ;  die  Leib- 
ist  die  sichtbare  gewölbte  Fläche. 
Es  ist  also  einfach  L  =  b  .a,  wenn  a  die  Bogenlänge ,  &  die  Breite 

der  Brücke  (=  6,00  m)  ist;  mit  s  ^  20,  j>  =  5  erhält  man:  r  =  ^  +  2,5 
=  12,5  m ;  ferner  tg  —  =  ^^  =  T"'  ^^*  ^^''  '^^^^^  ^^^  natürlichen  tg-Werte 
also .-.  =  260  34',  «  =  106»  16' ;  damit  wird  b  =  rarea=  13,5  .  arc  (106»  16') 


=  12,5  . 1,8547  n 


100 


.  1,8547 


185,47  _ 


als  s)  und  damit  ist  L_=  2S,18  .  6,00  =  139,1  gm. 

Man  berechne  dasselbe  Beispiel  mit  4-stelligen  Logarithmen. 

3)  Flächen  von  Kreissektoren  nnd  Kreisseg- 
menten n.  s.  f.  Die  Fläche  S  des  Kreisausschnitts  verhält  sich 
zur  Kreisfläche,  wie  sein  CentriwinlEel  zu  360";  die  Fläche  A  des  Kreis- 
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90  §  10.     Rechnungen  am  Kreise.     Sektorflächen  u.  s.  f. 

ahsehuitts  ist  zu  berechnen  als  Fläche  S  des  Selctors  miuns  Fläche  J> 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  über  der  Sehne  als  Basis  und  mit  den 
Grenzhalbmessem  als  Schenkeln. 

1.  Settor.    Ist  r  der  Halbmesser  and  «  der  Centriwinkel  in 
Gradmass,  so  hat  man  also  fftr  S: 

S :  ra  r«  =  «» :  360"  =  (a"  .  60)' :  (360  .  60)'  =  . . . 

Oder    'S=-H^7iir-=  a  »"^T-oAü    öder 


Man  kann  den  Ausdruck  für  S  auch  unmittelbar  m  dioser  Form 
erhalten  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Fläche  8  des  Sektoro  gleich  der 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ist,  das  die  Unge  des  Bogen'*  d-r  a  ent- 
spricht, ffl  =  r.  — ,  zur  Basis  und  den  Halbmesser  i  iur  Höhf  hat; 
also  S  =  -^r^.r  wie  oben  in  (lU). 

Dnrch  je  zwei  der  Grössen  r,  a,  «,  S  sind  die  beiden  andern 
bestimmt  und  es  ergeben  sich  b  verschiedene  Aufgaben. 

Beispiele.     1.   Wie  gross  ist  in  einem  Kreis  vom  Halbmesser 
5  m  der  Ausschnitt  zum  CentiiwmJiel  47'  0'  ? 
■r^  =  25  jm 


2  S  =  20,508 


«"       1.67  210 
Eg'>     8.24188 


2S      1.31192 


Oder,    da  r  eine  runde  Zahl  ist,   noch   bequemer  mit  der  arc- 
Tafel ;  2  S  =  »-^  orc  «  =  25  .  arc  47»  =  25  .  0,82  030  ^ 

=  ~  .  100  ,  0,82  030  =  20,508  qm,     oder     S=  10.254  gm 
wie  oben. 

2.  Was  ist  im  Kreis  vom  Halbmesser   10  m  der  Centriwinkel 
650 
~'  100  ~ 

also  aus  der  J.rc-Tafel  (mit  Beachtung  von  arc  360°  =  2  n  ^  6,28  319) 
«  =  360"  +  12°  25'  20"  =  S72o  25'  20",  d.  h.  der  Sektor  von  der  ange- 
gebenen Fläche  ist  in  dem  angegebenen  Kreis  ohne  Oberdeeknng  nicht 
möglich ;  Kreisfläche  —  rc ,  100  =  314,16  qm.  Das  ßesultat  wohl  noch 
geometrisch  deutbar,  aber  ohne  praktischen  Wert;  vgl.  die  Bemerkung 
über  die  allgemeine  Giltigkeit  der  Funktion  arc  für  ganz  l 
grosse  Winkel. 
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§  10.    Kechnungen  am  Kreise.    Abschnitte  «.  s,  f. 


2.  Segment.   1.  Pläohe^  aus  Halbmesser  nnd  Centriw 
(Tgl.  Fig.  26  S.  87)  =  Sektorfläche  S  — Dreiecksfläche  D  odi 


Gleichung  (7)  in  g  9  gesetzt  werden  kann;      Ssi«  ycos  y  =sJMiieiDfaelier 

(11)  J  =  ^  »-3  ai-c  «  —  1  rS  sin  «  =  ^  j-^  {aro  a  —  sm«) 

Da  die  goniometrischen  Funktionen  vorläufig  nur  für  spitze  Winkel  defi- 
niert sind  und  auch  die  benütate  Gleichung  (7),  g  9,  nur  für  spitze  Winkel 
bewiesen  ist,  so  erscheint  die  Anwendung  von  (II)  auf  a  <  90O  besehränlrt; 
es  ist  aber  leicht  zu  sehen  (wie  am  einfachsten?),  dasa  sie  auch  noch  für 
den  Fall  a>90°  gilt,  wenn  man  als  sincc  in  diesem  Pal!  den  st»  des 
Sapplements  (180°  —  a)  nimmt;  später  wird  hierüber  Ausführlicheres  zu 
besprechen  sein.  —  Aher  auf  a  <  180°  ist  die  Gleichung  (11)  znnächst  aller- 
dings beschränkt,  während  die  Gleichung  (10)  für  S  für  alle  «  gilt.  Wie 
ändert  sich  wohl  (11),  wenn  a>180''  wird?  Die  Form  der  Gleichung  (11) 
zeigt  auch,  dase  die  Fläche  A  rasch  sehr  unbedeutend  wird,  wenn  a  Mein 
wird,  weil  für  diesen  Fall  arc  a  rasch  nahezu  auf  den  Wert  von  sin  a  herab- 
sinkt, s.  §  6,  S.  38  u.  s.  f. 

Beispiel.  Wie  gross  ist  der  zum  ContriwinlEel  a  =  53o  24', o  gehörige 
Abschnitt  des  Kreises  von  13,47  m  Halbmesser?  [ioi/r  ist  im  E«chen- 
formular  unten  angeschrieben,  um  daraus  log  }^  zu  bilden,  das  oben  ge- 
braucht wird). 


r  =  13,47 

«  =  53=  2i',0  =  3204' 

2S 

2,22  816 

3.50  569 
6.46  373-10 
2,35  874 

2  S  =  169,11 

9.90  462 

2  D=  145,67 

%D 

2.16  33fi 

2A=    2S,U 
A  =    11,72  qm 

' 

112<il7 

Etwas  einfacher  und  für  so  kleine  Dimensionen,  wie  im  Beispiel  fast 
stets  genügend,  rechnet  man  hier  mit  Benützung  der  jlrc-Tafel  und  der 
Tafel  der  natürlichen  Werte  der  Smus;  hier  lot 


a 

rea^  0,9320 
na  =  0,8028 

area-s 

n«  =  0,1392 
r2 

9.1113 
2.2587 

2A  =  23,44 

2A 

1,3700 

^  =  11,72  qm 

2.  Fläche  A  aus  gegebener  Sehnenlänge 


ndPfeilhühe  h. 
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§   10.     Keehm 


1  Kreise.    Abschnitte  u.  s.  f. 
n,  wie  in  der  letzten  Aufgabf 


Hier  sind  zuerst  r  und  a  zu  reehr 
gegehen  ist;  sodann  A  wie  oben, 

Beispiel,  g  =  30,78  m;  p  =  5,97  ra  giebt  A  =  126,12  qm. 

3.  Weitere  Aufgaben:  Gegeben  Pläche  A  und  Centriwinkel 
a;  was  ist  r? 

Man  findet  unmittelbar  aus  (11) 

versucht  man  aber  auch  die  Aufgabe:   Gegeben  Fläche  A   und  Halb- 
messer r,  gesucht  der  Centriwinkel,  so  findet  man  für  «  die  Gleichung: 
_    ■       -^ 

und  hat  nun  also  a  aus  dieser  Gleicbung  zvl  be-timmen  'D\e=.<  Gleichung 
ist  „transcenden  t",  sie  kann  nicht  direkt,  vielmehr  nur  durch  \ersuche 
oder  durch  „allmähliche  Annäherung"  aufgelöst  werden 

Es  sei  T..B.A  =  11,72  qm,    r  =  H,47  m  wie  oben,  es  wird 
__23^     I  l-'*b91ß 
arecc^sina-  ^^g^^^^^     2.25  874 

oder  ore  a -— sin  a  ~  0,1292  j  g.n  12  ,  unter  Voraussetzung  der  Be- 
nttaung  der  Tafeln  der  arc  und  der  natürlichen  Zahlen  der  sin  zur  Kechnnng 
idahei  ist  die  Ä&csche  Tafel  bequem,  in  der  der  arc  neben  dem  «i«  steht). 
Nun  ist  man  aber,  wie  bemerkt,  für  a  auf  Versuche  angewiesen;  probiert 
man  z.  B.  «  =  45»,  «  =  500,  «  =  550,  a  =  60»,  so  findet  man : 


45'  0,7854  —  0,7071  = 

50"  0,8727  —  0,7660  = 

550  0,9599  —  0,8192  = 

60°  1,0472  —  0.8660  = 


4-  0,0783 
i-  0,1067 

^-  0.1407  ■'" 

4-0,1812 


Der  gesuchte  Winkel  liegt  also  zwischen  500  und  55",  da  die  Differenz 
zwischen  arc  und  st«  gleieb  0,1292  sein  soll,  und  zwar  etwas  näher  bei  500. 
Versuchen  wir  also  folgende  Zahlen ; 

«  =  area  —  sin  a  =  Differenz 


0,0008 
0,0071 
0,0072 


52°     0.9076  —  0,7880  =  4-  0,1196 

53°     0,9250  —  0,7986  -  -v-  0,1264 

54°     0  9425  —  0,8090  =  +  0,13S5 

5^°  0  95^9  -  0,8192  =  +  0  1407 
Der  Winkel  hegt  also  zwischen  5:i0  und  540  man  kann  nun  weitere  Winkel, 
z  B  5^0  211  So"  30  530  40  probieren  odei  ^uth  so  rä(,hnen:  bildet 
man  die  Differenzen  der  für  die  einzelnen  Annahmen  von  a  erhaltenen 
Werte  von  (arc  a  —  itn  «)  so  zeigt  sii'h  dass  diese  Differenzen  für  die 
letzte  Tabelle  nahezu  konstant  ausfallen  während  oben  bei  den  SO-Inter- 
Tallfn  dieie  Differenzen  selbst  noch  stark  wichsen  Wenn  man  iho  auf  Grund 
]en"r  ei  t™  Versuche  interpoheren  wollte  so  niusate  riii  ^uf  die  zweiten 
Difleienzen    Büiksiflit    nnhnen    (geometiisch      i.irab)h  ch    interpolieren); 
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bei  dem  zweiten  Vereuch  wird  aber  bereits  linea  e  Int  polat  (m  t  d  n 
ersten  Differenzen)  müglicii  sein  durch  den  S  hlus  fö  da  1  Int  all 
zwischen  Öo'>  und  540  nimmt  (arca  —  sinä)  n  1  E  h  t  n  1  4  St  lle 
zu;  der  gegebene  Wert  Ton  [area  —  ima]  t  28  E  nh  t  n  d  4  St  11 
grösser  als  der  au  33"  gehonte  ilso  ist  1er  g  u  ht  W  ni  1  un  °  \  = 
00,40  =  24'  grösser  als  530;  oder  d.=i  gesucht  Wmk  1  t  o!  =:  3  24  ,  gl 
oben.  Die  lineare  Interpolation  wäre  füi  die  volle  Schärfe  dei  angewandten 
(4  -  stelligen)  Rechnung  als  zulässig  emzu'Jehen  wenn  man  die  Wette 
(arca  —  sinu),  wie  angedeutet  für  ein  10  Intervall  zwis  hen  53»  und  540 
ausrechnen  würde,  weil  dann  die  ersten  Differenzen  v  llstandig  konstant  würden.  . 

Dieses  Verfahren  ist  nichts  anderes  ali  was  man  be  jeder  Inter- 
polation, z.  B.  in  der  Tafel  der  Zahlen  logaritbmen  den  Logaritlimen  der 
goniometrischen  Zahlen  anwendet  und  sehr  einfacher  geometiisoher  Dar- 
stellung Shig  {Ersetzung  eines  flachen  Kurvenbcgens  durch  seine  Sehne),  wie 
in  der  algebraischen  Analjais  gelehrt  wird  es  werden  dort  auch  Regeln  för 
die  systematische  Anstellung  der  Versuche  bei  d  pscm  \ erfahren  angegeben; 
sog.  Regula  falsi. 

8.  Ringselctoreu  u.  s  f  I  ^u,  dem  aus  den  konzentrischen 
Kreisen  r  und  »■i>''  gehilleten  Kreisring  söhne  det  der  Centri- 
wjnkel  (t  einen  Ringsektor  von  der  Fläche  S  =  ^  {ri^  ~  r^j  arc  a 
aus ;  dafür  kann  man  auch  schreiben :  S  =  —  (»■[  -+-  r)  (r^  ~  r)  arc  a  oder, 
wenn  die  Differenz  ri'-r  =  i=  der  Breite  (Dicke)  des  Eiiigs  und  also 
»■j  =  (r  +  d)  gesetzt  wird : 
{12)  S  =  i-{2r  +  &).ö.arc«=   fr -1- |U .  orc  « ; 

derWert()-+|]a»-c«  istd     Bgnd  K  m  H  Ih  (+'') 

d.  h.  auf  dem  in  der  Mitte    wishn  d  g         KdCt 

Winkel   «   entspricht,   also     Flä  h    =  M  ttelb  g  1  B     t     d      P    g 

(Eingsektor  als  Trapezfläche  mit  1     H  h    b       1  P     II  !     t       gl     1    d 
Bogenlängen  im  äussern  und  K         w     g        t      1  tt  Ib     kl 

ist  (s.  oben  beim  VoU-Sekt     =D        kflhmiti       B  IB 

dem  Halbmesser  als  Höhe). 

[Fig.  aB.|  2.    riäche   des   konzentrischen 

Ringsektors  aus  Sehne  «  und  Pfeil- 

der  Breite  b  des  Rings. 
"^         Nach  der  letzten  Aufg.  in  2,  S.  89  ist: 

'  ^       --S  nn-a 

womit  die  Aufgabe  auf  die  vorige  zurück- 
0  gefühlt  ist ;     S=(r+^]b.  uro  a  . 
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Beispiel.  Was  wiegt  ein  konKentrisches  ronnengewöHie  mit  der 
Lichtweite  8,00  m  (-  Spannweite  i>)  dem  Pfeil  -i-  (also  p  =  2,00  ra),  der 
Stfiike  0,75  m  und  der  Länge  7,20  m  wenn  das  spezißsohe  Gewicht  des 
Mauerwerks  =  3,20  ist  ? 

Auflösung.  Ist  S die  Fläche  des  Ringaussehnitts  {vgl.  Fig.  28  S.  93), 
so  ist  das  Volum  F=  S .  l  Kuhikeinheiten  der  Längeneinheit,  in  der  l  und  die 
zu  8  führenden  Dimensionen  gemessen  werden.  Bei  grossen  Kflrpem  (Mauer- 
werk, Erde  u.  b.  f.)  rechnet  man  technisch  am.  besten  stets  in  Kubikmetern; 
1  Kubikmeter  Wasser  (1000  Liter  Wasser)  wiegt  1000  Kilogr.  =  1  Tonne; 
ein  Kubikmeter  irgend  eines  Körpers  wiegt  also  so  viele  Tonnen,  als  das, 
spezifische  Gewicht  ff  des  Körpers  beträgt,  ein  beliebig  grosses  Volmn  V 
Kubikmeter  des  Körpers  also  (V.a)  Tonnen.  [Bei  kleinen  Körpern  nimmt 
man  am  besten  als  Längeneinheit  das  Dezimeter,  so  dass  man  das 
Volum  in  Knbikdezimetern  (Litern)  erhält;  es  sei  V,  dann  ist  das  Ge- 
wicht des  Körpers  gleich  [V.  a)  Kilogramm,  da  1  Litei'  Wasser  1  kg  wiegt]. 
Die  Rechnung  des  vorstehenden  Beispiels  wird  damit  verständlich  sein; 


Ä  =  8,00  m 
p  =  2,00  m 

P 
-2  ^ 

0.3010 
0.6021 

b  =  0,75  m 
^  =  7,20  m 

tST 

9.6989 

sinket 

9.9031 

r 

0.6990 

1  =  280  34' 

*g=530  8' 

«  =  106"  16' 
-=  6376' 

b 
b 
a- 

S 
l 

0.7304 

9.S7S1 

3.804S 
6.46S7 
0.8737  (qm) 
0.8573 

r  =  5,00    m 
~b  =  0,375  m 

r-H^  =  5,375  m 

V 

1.7310  {Köm) 
0.3424 

ff  =118,4  Tonnen 

& 

2.0734 

=  118  400  kg 

■(!=')■ 


3.  Dieselbe  Aufgabe  für  die  Fläche  F  des  Sektors  aus 
einem  excenirischen  Ring;  Stirnfläche  F  des  excentrischen  Tonnen- 
gewölbes. Gegeben  {mit  den  Bezeichnungen  der  letzten  Aufgabe)  die  Licht- 
weite s,  die  lichte  Höhe  p,  die  Scheitelstärke  6,  die  Stärke  am  Widerlager  e 
(die  Fuge  daselbst  ist  nach  dem  Mittelpunkt  des  innern  Kreises  gerichtet). 
Wie  oben  sind  a  und  r  zu  berechnen  aus 
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ferner  ist  der  senkrechte  Abstand  der 


Sehnen  s  und  sj  gleich  c ,  > 
Unterschied  zwischen  s 


i  and  der 
si  gleich 


Darans  findet  sieh  «|  nnd  rj  j 
nämlich 


't. 


y  n  bestimmt. 
e  oben  or  und  j-. 


;   endlich  ist  damit  die  Ent- 


¥^1 


ä"*! 


femung  der  Bogen mittelpunkte  0  0^  =  e  =  rj  —  r  —  &. 

Man  kann  demnach  alle  Flächen,  ans  denen  F  sich  zusammensetzt, 
ansehreiben ;  es  ist  F  :^  der  Fläche  des  änssecn  Sektors  —  Fläche  des  Innern 
Sektors  —  2nial  Fläche  des  Dreiecks  mit  der  Grundlinie  e  und  der  Höhe 


1 


2^_ 


(13)  F  =  ^{n^'^^^-^-es,). 

Beispiel.,    s  =  25,30  m,  p  =  5,03  m,  6  =  0,95  m,  c  =  1,30  m  giebt 
F  =  30,66  qm.    Man  yersnehe,  das  Rechnungsformnlar  möglichst  bequem 

einzurichten     Probe  für  «i  und  ),     (r  4- e)si«-ö- =  »is»»!  -^   wie  min  aui 

den  obigen  Gleichungen  abliest  (beides  ist  gleich  =-»1,  siehe  Figur)  '*) 

Enlli  h  h     nan  E    bnungen,  wie  sie  oben  für  den  i-reis  und 

td    K      fli  h  n       g  führt    u  d   au  h  gleich  hier  auf  Kugelfläühen,  Inhalte 

n  K  g  1  kto  u  f  au  ud  hn  n,  z  B  wis  ist  die  Oberflachp  eraei 
dkltZ  dEd(Elh  Ibmesser  =  ti370  km;  kalte  Zone  begienzt 

d  1  dnP  Ulk  ntd  g  aphischen  Breite  eei/a")  ?  Antwort: 
K  g  Ik  ]  p  1  h  Umfan  d  g  sten  Kreises  der  Kugel  mal  Höhe  der 
K      Ikapp     dl    2;ri?.i'{l  — cos2SVaO)  =  2n-Ji2(l  — cDs23i/gO).    Was 

t  f  n  d  K  gelsehne  zwischen  dem  Pol  der  Erde  und  einem  Punkt 
jn  P  11  Ikr  ses  [=2fi.sJHfi.23i]o];  wie  gross  ist  die  Fläche  des 
Kreises,  der  mit  dieser  Kugelsehne  als  Halbmesser  beschrieben  wird?  Ant- 
wort: ff.4E2.smäll  ".  Da  nach  §9,  Gl.  (7)  ist:  (1  ~  cos  k)  =  2  siwS  *", 
so  zeigt  sich,  dass  die  beiden  Flächen  (die  Oberfläche  der  Polarkappe  und 
die  Fläche  de^  ebnn  genannten  Kreises)  gleich  sind,  wie  aus  der  Stereo- 
mptrie  bekannt  ist.  —  U.  s.  f 
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\  11.    Ee  cht  winklige  Dreiecke  mit  einem  kleinen  Winkel. 


§  11.  Anbang  zn  §  8  und  §  10.  Berechnung  rechtwinkliger 
Dreiecke  mit  einem  sehr  kleinen  Winkel. 

Bin  kürzer,  aber  praktisch  sehr  wichtiger  g  ist  den  Rechnungen 
am  rechtwinkligen  Dreieck  und  am  Kreise  sogleich  anzahängen.  Ea  ist 
schon  früher  mehrfach  daranf  hingewiesen  worden  (vgl.  %  2,  §  5,  g  6) 
dass  für  sehr  kleine  Winkel  sich  die  Zahlen; 

fang,      arc,      sin 
nnr   sehr   wenig  unterscheiden ;   im  und   am   Kreis   vom  Halbmesser 
0C=1    wird   der    Unterschied   zwischen    den    Strecken  AB  ==  sina, 
C  D  —  tg  a    und    der 
CA  =33  arc  u  um 
je  kleiner  «  wird;   auch  die  I 


C~B  Ä~    ~     — —n       ^g^  Sehne  A  C^  chord «  —  2  sin -„ 

(allgemein  -^vie  si^h  bei  der  an alj tischen  Bebandlimg  der  goniometrischen 
Funktion  zeigen  wud,  auch  m   si« —  |  unterscheidet  sich  um  so  weniger 


von  den  angegebenen  Werten,  je  kleiner  a 
haben,  ist  fui  dreistellige  Rechnung 


ird     Um  Anschauung  zu 


a  fiiaden 

».. 

tf!  a 

{chord  h) 

00 

0  000 

0,00ü 

0,000 

0,000 

10 

0  017 

0  017 

0,017 

0.017 

2» 

0,035 

0,035 

0,035 

COSS 

3» 

0,052 

0,053 

0,052 

0,052 

40 

0,070 

0,070 

0,070 

0,070 

5" 

0,087 

0,087 

0,087 

0,08T 

6» 

0,105 

0,105 

0,105 

0,105 

7" 

0,122 

0,122 

0,123 

o,iaa 

8» 

0140 

ong 

OUl 

0  110 

Wenn  also  für  irgend  einen  Zweck  die  Gteaauigkeit  bis  auf  eine  Ein- 
heit der  ".  Stelle  genügt,  so  darf  man  bis  zu  «  gleich  mehreren  G-raden 
den  si)i  und  die  fi?  (ebenso  die  hoid)  eines  Winkels  gleich  seinem  «fc 
setzen,  a>c  a  ~  sin  a=:  (a  a  (für  u  klein)  (das  Zeichen,  =■  bedeutet 
näherungsweise  gleich^  also  z.  B,  auuh,  für  kleines  re,  «  i=^  bin  « .  p  («  in 
Gradmass;  statt  «  — «rß  a  .  p).  Wenn  man  die  Tafel  etwas  näher 
durchsieht,  so  findet  man  übrigens,  dass  ig  a  sich  rascher  über  arc  a 
erhebt,  als  m«  unter  arc  a  sinkt,  wie  auch  geometriscli  aaschaulich 
ist  (und  dass  chord  a  sich   am   langsamsten   von  arc  a  entfernt,  wie 
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ebenfalls  sofort  klar  ist;  vgl.  auch  §  2,  S.  18) ;  der  cos  kleiner  Winkel  sinkt 
von  «  =  0"  aus  sehr  langsam  unter  1.  —  Nimmt  man  die  vierstellige 
Tafel,  so  findet  man,  dass  auch  noch  für  vierstellig  Rechnung  für  die 
ersten  wenigen  örade  sin  =  tg  :=^  arc  gesetzt  werden  darf. 

Jedenfalls  giebt  es  also  für  jede  Genanigkeitsstufe  der 
Eechnung  eine  Grenze  für  kleine  Winkel,  his  zu  der  man 
sin  und  tg  solcher  Winkel  gleich  ihrem  arc  setzen  darf;  je 
kleinerder  Winkelist,  desto  schärfer  trifft  diese  Annahme  zu. 

Z.  B.  ist  für  jede  Stufe  der  Gfenaiiigkeit,  die  für  praktische  Eech- 

nungen  vorkommt,  wie  sich  später  zeigen  wird,  sin  1"  —  tg  1"  =  —~7: 
=  ■  "A— -;  oder  es  ist  z.  B,  für  den  Winkel  y,  für  den  sin  y  oder 

*^^^iööööo  ^^'  ^'"''^  ^^'  «'"'^^  =  iööööö'  ^-  ''■  *^"'  ^'"''''  ^  ''' 

=  2",062fi 

Ein  alinlicher  Satz  gilt  naturhch  für  coa  und  lUi  eines  Winkels  d  i 
eich  von  90*  sehr  weniff  unteischeidet    doch  ist  dies  nicht  ^u  wjüitig 

Die  praktische  Bedeutung  des  Ausgespiochenen  liegt  in  folgenden 
Formen  desselben  Saties  In  einem  i  echt  winkligen  Dreieck  unterschei 
öen  sich  Hypotenuse  und  längere  Kathete  unwesentlich  soii  einander 
so  lange  das  Veihaltnib  dei  kurzem  Kathete  zur  langem  Eathete  {tg 
des  kleinen  Winkels)  oder  also  gleichbedeutend  zui  Hypotenuse  (s  n  des 
Winkels)  sehr  klein  bleibt;  oder. 

Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  die  eine  Kathete 
im  Verhältnis  zur  andern  sehr  klein  ist,  so  dass  der  eine 
Winkel  des  Dreiecks  sehr  klein  ist,  so  darf  das  Dreieck  als 
Kreissektor  von  demselben  Contriwinkel  und  einem  Halb- 
messer gleich  der  längern  Kathete  oder  gleich  der  Hypo- 
tenuse angesehen  werden.  Ebenso  im  gleichschenkUgen  Dreieck, 
dessen  Basis  im  Vergleich  mit  dem  Schenkel  kloin  ist;  (chord  a,  s.  oben). 
Bis  zu  welchem  Verhältnis,  d.  h.  also  anders  gesagt,  bis  zu  welchem 
Winkel  diese  Annahme  zulässig  ist,  entscheidet  die  im  einzelnen  Fall 
notwendige  Schärfe  der  Rechnung;  bei  Rechnung  auf  3  Stellen  bis  zu 
etwa  50,  bei  Rechnung  auf  4  Stellen  bis  zu  etwa  2°.  Rechnungen  mit 
verhältnismässig  kleiner  erforderlicher  Genauigkeit  sind  aber  überaus 
häufig  und  es  kann  nicht  genug  empfohlen  werden,  sich  diesen  Satz 
durch  viele  Beispiele  mit  einfachen  Zahlen  und  mit  Anwendung  der 
Zahlen  q  (ohne  Logarithmentafel)  und  in  allen  Formen  geläufig 
zu  machen. 

Einige  Beispiele  folgen  hier. 
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98        §  !!■     Berechnung  rechtw.  Dreieeke  mit  einem  sehr  kleinen  Winkel, 

1)  Was  ist  der  Winkel  «,  für  den  sin  u  =  öM  ftiin  ^^*  ^ 
Antwort:  Mit  grosser  Genauigkeit  it  _  „^^„„^  —  1"|Q313 . . . . 

2)  Was  ist  ty  des  Winkels  1'?  Antwort:  s/oc.- =  arc  1'; eben- 

3)  Unter  welchem  Gesiclitswinkel  erscheint  ein  senkrechter  Gegen- 
stand von  0,50  m  Höhe ,  der  sich  (mit  dem  Aage  des  Beobachters  in 
etwa   derselben   Höhe)   in  SOO  ra   Entfernung  befindet?    Der  Winkel 

_     0,5  _     1 
arc  <p  =  -gijp  _  ^^^^  ,  also 

"■  -  im  -  ^*^«'  =  ^''**  =  lOÖO  ■  206  265"  =  206". 
4}  Wie  'ÄCit  darf  ein  uh warzer  Strich  auf  weissem  ömnd  ron 
1er  Breite  10  cm  vom  Auge  entfernt  sein  damit  man  ihn  nofh  wahr 
nehmen  kann  ^enn  der  kleinste  Sehwnkel  unter  den  angegebenen 
Verhältni  sen  (laaf,eT  schwarzer  Stiich  auf  weiss)  20  betilgt  (unl  t  n 
der  Luftwirkung  aut  diese  Entfernung  abgesehen  wird)  *  D  e  Ent 
femnng  sei  /  so  ist 

20    =AOjf>   .0   205        le      _^  =  -*'r^,m_l>l   m     rnnd 
^  im  -^2 

5)  Was  ist  der  Neigungswinkel  einer  Strasse  von  Si/a^'/D  Steigung? 
(Bei  Stiassen  giebt  man  die  Neigung  fast  stets  in  Prozenten  an; 
p  "/(,  Steigung  oder  Gefäll  heisst :  auf  100  m  hoiizontal  gemessener  Länge 
gewinnt  oder  veihert  die  Strasse  p  m  Höhe,  es  ist  hier  also  bei  dieser 
Angabe  die  horizontal  gemessene  Kathete  die  runde  Zahl,  (vgl.  da- 
gegen bei  G)  Eisenbahn).     Der  Winkel  sei  ß,  so  ist 

tgß  ~  T(!-^~  T?j'  ^^^ö  ß  i**  Gradmass  —         (i  ,  oder  in  Minuten: 

ß--^-h-  B438'  =86  =  10  2b  . 

6)  Eine  Bahnstrecke  hat  den  Neigungswinkel  O"  3'  0" ;  wie  ist 
ihie  Steigung  anzugehen'  (Bei  Bahnen  giebt  man  die  Neigung  fast 
stets  m  Bruchform  1  «an,  d,  h.  auf  n  Meter  horizontale  Länge 
gewinnt  oder  yerliert  die  Bahn  1  m  an  Höhe;  es  ist  also  hier  die 
veitikale  Kathete  die  lunde  Zahl  (s.  oben  bei  5)  Strasse).   Es  ist 

1       (I         3',0 
liier  die  Neigung     ~  =  ~  =  öjöö^    '"^^^'    1 :  w  =  1 :  1146. 
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§  11.    Bereelmuiig  rechtw.  Dreiecke  mit  einem  sehr  kleinen  Winkel.       99 

7)  Was  ist  die  Breite  einer  Tafel,  die  in  200  m  Entfernung  quer 
vor  dem  Beobachter  steM,  wenn  als  Winkel  zwischen  linkom  und  rechtem 
Rand  der  Tafel  1"  0' 0"  gemessen  worden  ist?  Antwort:  b  = 
{loj^ .  200,0  Meter  :=  -^  ■  200  =  S,i9  Meter. 

8)  Waa  ist  die  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  100  m 
langen  Schenkeln,   dessen  Winkel  an  der  Spitze  34',38  =  O''  34'  23" 

3iS8 
'  3438  ^ 

9)  Inhalt  des  vorigen  Dreiecks?    ■F=  2  a.lOO  (Schenkel  für 

Höhe)  —  00,00  (jm.    Man  rechne  einzelne   solcher  Beispiele  auch  mit 

6  bis  7-stelligen  Logarithmen  (je  nach  der  Grösse  der  Winkel)  nach,  um 

den  Fehler  der  Näherungsrechnung  sehätzen  zu  können,     Z.  B.  geben 

6-stellige  Logarithmen  für  das  oben  berechnete  F,  mit  den  Annahmen : 

b  =  100,000  m,  a  ^  00  34'  22",65 

a  an 

F=bcos^-bsin^=  =4*1999    qm     1     k    m       1 

10)  Was  ist  der  P  hl     d         ht     W    1  1     m     Z     h    d       k 
mit  dem  man  beim  Erlt  LtlhAl  dD       ! 
an  scharf  gerader  Line  Ikt        dZlnddl  bt  mmt 
Punkt  gehenden  Lots  z     L       Ihtgind     I       dIILg(     h 
(Umlegen"  des  Dreiecks)  zwei  Richtungen  erhilt    die  m  20  cm  Ent- 
fernung von  jenem  Punkt  um  0  4  mm  ^on  einander  abweichen?  (Tgl. 

halbe  Fehlorstreeke      0  2  mm        1 

g  1.  S,  7).    Antwort:  are  w  =      =rT. =  ,, „   —  —  ,777^' 

°  -^  ^  Lange  200mm      1000 

also     (p  —  3',4, 

Bei  allen  diesen  Rechnungen  ist  zu  beachten,  dass  Zähler  und 
Nenner  in  dem  Ausdruck  für  arc  cp  in  demselben  Mass  genommen 
werden;  z,  B,  oben  im  Zähler  (Breite,  Höhe  u.  s.  f.)  mm,  dann  auch 
unten  im  Nenner,  wo  z.  B.  Entfernung  in  Metern  steht,  mm  zu  neh- 
men u,  s.  f.;  ferner  die  „Dimensionalität"  zu  wahren:  Länge  gleich 
einer  andern  Länge  mal  einer  reinen  Zahl;  «"  —  f^"  mal  einer  reinen 
Zahl  u.  3.  f. 

In  einem  spätem  §  (20)  wird  die  Rechnung  mit  kleinen  Winkeln 
auch  für  schärfere  Eechnungen,  nicht  nur  für  die  ersten  Näherungen 
von  oben ,  bequemer  eingerichtet  werden ,  als  eine  Tafel  der  Loga- 
rithmen der  goniometrischen  Zahlen,  auch  mit  engem  Intervall,  es  ge- 
stattet. Dazu  muss  aber  zuvor  eine  Andeutung  über  die  analytische 
Seite  der  goniometrischen  Funktionen  gegeben  sein;  vgl.  ebend. 
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Anhang  zum  Kapitel  2. 

Zn  Übungen  in  Etdthiiuiigen  atu  rechtwinkligen  DreiBck  [§  S,  z.  T. 
§  9)  und  am  Kreise  (§  10),  endlich  zu  Kechiiungeii  mit  kleinen  Winkeln 
(I  11)  sind  in  den  fönenden  Tabellen  eine  Anzahl  zusammengeliörigeT  Zah- 
lenwerte für  solche  Aufgaben  zusammengestellt.  Es  wird  dabei  im  allge- 
meinen die  Benütanng  einer  &-stelligen  Logarithmentafel  vorausgesetzt;  dabei 
sind  also  die  "  in  den  Winkeln  nicht  immer  scharf,  ebenso  die  6.  Ziffer 
bei  Längen  oder  I'lächeninhalten  u.  s.  f.  Bei  den  mit  *  bezeielineton  Bei- 
spielen sind  4-stellige  Logarithmen  verwendet  nnd  in  den  Winkeln  noch  0',1 
angesefat;  Beispiele  mit  Benützung  G-stelliger  Logarithmentafeln  sind  hier 
vorläufig  nicht  gegeben. 

1)  ilechtn'iuklige  Dreiecke. 


Nr. 

i 

' 

,, 

ß 

7 

F 

1 

2,9604 

8,8571 

4,8629 

37080'  25" 

52039'  35" 

5,7092 

2 

5,2729 

6,8891 

8,6755 

37  25  46 

52  34  14 

18,1628 

3' 

9,6305 

1,9285 

9.8217 

78  40,6 

U  19,4 

9,286 

4 

42,6710 

85.3408 

55,4063 

50  22  2 

39  37  58 

754,01 

5 

51,7826 

1,4993 

51,8043 

88  20  29,6 

1  39  30,4 

38,8183 

6* 

71,04 

10,86 

71,87 

81  18,5 

8  41,5 

385,8 

7 

78.606 

9,1900 

74,173 

82  53  0 

7  7  0 

338,23 

8' 

113,00 

322,81 

342,02 

19  n,6 

70  42,j 

18240 

9 

187,042 

268,957 

827,600 

34  43  55 

55  11  5 

25152 

10' 

261,8 

498,2 

562,8 

27  43,3 

62  16,7 

65210 

11 

349,76 

760,43 

834,12 

24  15  48 

65  44  12 

130324 

12 

849,517 

637,943 

727,417 

28  43  4 

61  16  56 

111487 

18 

418,961 

544,100 

683,687 

37  15  53 

52  44  7 

112618 

U 

482,55 

554,15 

734,80 

41  2  55 

48  57  5 

133704 

15 

581,236 

238,119 

628,178 

67  43  27 

22  16  33 

69207,5 

16 

984,06 

1188,88 

1543,90 

39  37  41 

40  22  19 

53470 

17 

1032,52 

629,83 

1209,47 

58  36  54 

31  23  6 

325135 

18 

1856,29 

2841,77 

3394,38 

33  9  13 

56  50  47 

2637630 

19 

2645,27 

4889,18 

5515,0 

28  39  44 

61  20  16 

6400570 

20 

3782,4 

7250,8 

8176,3 

27  32  56 

62  27  4 

13712900 

21 

6127,09 

7094,18 

9374,06 

40  49  0 

49  11  0 

21733500 

99 

9190,00 

2946,53 

9650,63 

72  13  23 

17  46  87 

13539400 

98t) 

0,8 

1,5 

1.' 

98  4  21 

61  55  39 

6 

U 

33 

56 

65 

30  30  35 

59  99  25 

924 

35 

300 

400 

500 

36  52  12 

53  7  48 

60000 

t  Anmerkung.    Die    drei  letzten  Dreiecke  23),  24),  25)  sind  s 
onal;.   5eoS;tw,',pk!ig,'i   Dreiecke;    Dreiecke,   deren   Eatheten  je    e 
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Anhang  zum  Kapital  2.  \Q\ 

rationale  Zahl  von  Längeneinheiten  enthalten  (so  dass  also  auch  der  Inhalt 
eine  Rationdzahl  ist)  und  in  denen  zugleich  die  Hypotenuse  eine  tatio- 
nale  Zahl  von  Längeneinheiten  enthält.  Das  bekannteste  Dreieck  dieser  Art 
ist  das  letzte  (Nr.  25):  sind  äie  Katheten  3  und  4  lang,  so  ist  die  Hypo- 
tenuse 5  lang.  Die  zneamraen gehörigen  Rationalzahlen  dieser  Art,  wobei 
also  ä&s  Qnadrat  der  grOssten  gleich  der  Suinme  der  Quadrate  der  beiden 
andern  ist,  heiseen  auch  pythagotäische  Zahlen. 

Die  sechs  einlachsten  dieser  pythagoreischen  Dreiecke  sind  die  mit 
den  Seitenlängen  (oder  selbstverständlich  gleichen  rationalen  Vielfachen  dieser 
Zahlen) :  3.  4,  5 ;  5,  12,  13 ;  8,  15,  17 ;  7,  24.  25 ;  20,  21,  29 ;  12,  36,  37 . . ., 
(nach  der  Länge  der  Hypotenuse  geordnet;  Nr.  23  oben  entspricht  dem 
dritten,  Nr.  25  dem  ersten  der  hier  angeschriebenen  Dreiecke). 

Allgemein:    Ist  z.  S.  m  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  sind 

4  in    ,    4 1»2  —  1     und    4  n^3  +  1 
zusammengehörige  pythagoreische  Zahlen,  da 

(4  «s)2  +  (4  m  a  — 1)2  =  (4  mS  +  1)2  ist ;  die  BypotemiBen 
und  tlie  langem  Katheten  der  Reihe  der  so  zu  erhaltenden  Dreiecke  unter- 
scheiden sich  stets  um  zwei  Einheiten : 

m  =  1     giebt    42  +    33=    52 

m  =  2       ,        83  +  152  =  172 

m  =  3       ,      122  +  353  =  372; 

man  erhält  also  nicht  alle  die  oben  angeschriebenen  Dreiecke.  Sind  da- 
gegen «i  und  n  zwei  beliebige  positive  rationale  Zahlen,  so  sind, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  (m2  +  n2},  2  mn  und  (m2  —  m2)  Hypote- 
Buse  und  Katheten  pjthagoräischer  Dreiecke  und  zwar  aller 
möglichen;  z.  B.  giebt'm  =  2  und  n^l:  5,  4,  3;  m  =  S  und  jj  =  1; 
10,  6,  8,  also  nichts  neues;  dagegen  m  =  i,  n=  i  13,  12,  5,  femer  m  =  4, 
n  =  l:  17,  8,  15;  m  =  4,  n  =  2:  20,  16,  13,  d  h  nichts  neues,  m  =  4, 
n  =  Z:  25,  24,  7  u.  s.  w.  (Für  m  und  m  sind  zwei  .teilerfremde'  Zahlen 
(relative  Primzahlen)  zu  nehmen).  Die  Litteratui  dieser  pi  thagoräi sehen 
Dreiecke  ist  ausserordentlich  gross;  für  die  32  eintichst^n  Dreieike  findet 
man  z.  B.  die  Winkel  bis  aufO",O0Ol  zusammengestellt  bei  Gl  ebe  (Zusam 
menstellung  von  Stücken  rationaler  ebener  Dreiecke,  1&64).  Die  ganze  Sache 
hat  übrigens  vorwiegend  theoretisches  Interesse  (für  Zahlentheorie  u.  s.  w. , 
der  grosse  Zahlentheoretiker  des  17.  Jahrhunderts,  Fermat,  bat  sich  z.  B, 
eingehend  mit  den  pythagoräischen  Zahlen  beschäftigt,  vgl.  Oeuvres,  Bd.  II., 
Paris  1894;  Briefe  58,  59,  60,  63)  und  es  ist  deshalb  im  Test  gar  nicht 
darauf  eingegangen.  Vgl.  auch  z.  B.  Sehlörailch  in  der  Zeitschrift  für 
mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht  (Eoffmann)  1893 
S.  104,  Worpitsky  im  Anhang  au  seiner  Sammlung  trigonometrischer  Auf- 
gaben, Berlin  1886,  u.  s.  f. 

2}  Kleine  Winkel. 

Die  nachstehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  einem 
kleinen  Winkel  lüse  man  ohne  Zuhilfenahme   der  Tafel  der  go- 
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nionietrischen  Funktionen,  nur 
als  schmale  Kreissektoren  also ,  vgl. 


lit  Benützung  der  Zahlen  (,,  auf; 
1,  S.  7,  ferner  besonders  §  11. 


Nr. 

a  oder  c 

b 

ß 

1  ( 

57.3 

1 

10,0 

M 

8138 

1 

r,o 

s  1 

206206 

1 

1",000 

4 

4000 

1 

0'  51",57 

5 

100 

3,02 

1«  9',5 

6 

300OO 

27,0 

3'  5",6 

7 

171,9 

5 

10  40',0 

8 

2738,50 

10,154 

00  12'  44",7 

S>  Kreis. 

Von  Flächeninhalten  sind  hier  nur  die  der  Sektoren,  nicht  auch  die 
der  Abschnitte  angegeben;  man  berechne  ferner  Sehnen,  Pfeilhohen  u.  s.  f., 
vgl.  §  10. 


Nr. 

Bogen  a 

Centriwinkel  a 

Inhalt 
des  Sektors  S 

1 

50 

30 

|-e=  220  55'  6' 

500 

2 

100 

200 

2^  =  114  35  29,e 

10000 

3 

200 

140,034 

40  7  0 

14003,4 

4 

600 

313,56 

30  0  0 

94068 

2000 

3879,10 

111  7  20 

3879100 

6 

2,34S6 

3,42808 

83  44  18 

4,0204 

7* 

2,S91 

5,334 

115  44.3 

6,78 

8 

20,7.33 

47,8789 

132  18  42 

496,333 

9' 

43,86 

32,64 

43  38,1 

699,4 

10 

59,13 

55,965 

53  36  37 

1673,7 

11 

63,698 

84,775 

76  15  14 

2700 

13 

65,823 

106,052 

92  18  43 

349,03 

13 

519,762 

647,271 

71  21  0 

138216 

14 

566,029 

1210,72 

129  58  12 

362461 

15' 

597,9 

163,9 

15  42,6 

49010 

16 

793,20 

461,178 

33  18  47 

183908 

17 

1122,33 

476,207 

2i  18  17 

267206 

18 

1224,53 

1566,4 

73  17  23 

959050 

19 

1900,57 

606,414 

18  16  52 

576260 

20 

4639,3 

160,978 

1  59  17,; 

373417 
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Kapitel    3. 

DIE  GONIOMETRISCHEN  ÖDER  TRIGONOMETRISCHEN 

FUNKTIONEN  BELIEBIGER  WINKEL. 

DER  ALLGEMEINE  GONIOMETRISCHE  FORMEL-ÄPPARAT. 

BERECHNUNG  DER  GONIOMETRISCHEN  ZÄHLENWERTE. 

UmKEHRüHG  der  GONIOMETßISCHEfl  FüSKTIONEN. 


§  12.    Einfährung  beliebig  grosser  (positiver)  Winkel. 
Negative  Winbel, 

1)  Einleitung;.  Nachdem  durch  die  Berechnungen  am  rechte 
winkligen  Dreieck  und  am  Kreis  Übung  im  ersten  Gebraach  der  go- 
niometrisclieü  Zahlen  für  die  spitzen  Winkel  erlaögt  ist,  sind  un- 
sere Definitionen  der  goniometrischen  Funktionen  zu  erweitern. 

Die  Notwenäigkeit  dazu  ist  leicht  einzusehen:  Beim  Kreis  haben 
wir  im  arc  eine  Funktion  kennen  gelernt,  die  ihrer  Definition 
gemäss  ganz  allgemein  für  jeden  beliebigen  Winkel,  zwi- 
schen 0»  und  900,  900  umi  igO«,  180*"  und  270»,  2 7  0«  und  360», 
oder  auch  beliebig  grösser  als  360"  gilt;  stets  ist  der  arc  eines 
Winkels  gleich  dem  Verhältnis  der  Bogenlänge  (die  dem  Winkel  als 
Centriwinkel  entspricht)  zur  HaSbmesseriänge.  Bei  Eechnnngen  am 
Kreis,  bei  denen  es  sich  nicht  nur  um  Bogenlängen  und  Sektorflächen 
handelt,  kommen  nun  neben  dem  arc  die  goniometrischen  Funktionen 
der  Centriwinkel  vor  j  es  fragt  sich  also:  kann  man  die  Definition  dieser 
Funktionen  so  erweitern,  dass  die  Sätze  auch  z.  B,  für  Winkel  zwischen 
900  und  1800,  3.  h.  für  stumpfe  Winkel  gelten? 

Der  stampfe  Winkel  kommt  ferner  im  beliebigen  ebenen 
Dreieck  Tor;  es  fragt  sich  also  z.  B. :  gilt  der  ,S«wMS-Satz°  des 
ebenen  Dreiecks,  den  wir  m  §  9,  4,  S,  77  aus  der  Figur  abgelesen  haben, 
auch  für  den  Fall,  da'is  nicht  alle  Winkel  des  Dreiecks  spitz  sind  ?  Tor 
allem  also  wie  ist  der  s?«,  sodann  auch  ■  wie  ist  der  os  eines  stumpfen 
Winkels  zu  definieren  i' 

Gehen  Wir  aber  gleich  einen  Schntt  weitei.  In  der  ebenen  Tri- 
gonometrie liann  im  ebenen  Viereck  einer  der  Winkel  „uberstumpf^ 
werden:  Im  UeiecK  mit  emci  einb]Piingpndi>n  Ecke  ist  der  Winkel  in 
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;  Definition  des  Winkels. 


180 
It       f  d 


1 


Ib  t 


d    bO  . 


11   d   g 


Pljg 


3  01 


b     V     k  a    d 

d     T         dg 

b  1  d      h    b     bald       g        d  f      d     B   h- 

m      htw    Ilf,       b        C     d     t     y  t  m   d     f   t    11     f  11- 

Udm  bAbt  Gdgtgt       dm        11s 

tb  ii  1  ii    t    1    B  t     lit    g     f  b  I  b      Wink  1  h     C         1 

öO  dh  ddrt         dBhf,>  ht 

wkl  D  k  ph  &         (IWkljd 

blbg      Wt         hO       d3b(.lbl  IdKttt 

t    pos  t       d  t        in  kO  D       11  Beh     dl     g 

dPlg       mt  tld  b  MmllpCdt 

ytin       tfe        bibg       Wkl  1        d  Bthtki 

m    d      E   1 1    g  tt  m  gl  h 


t 


It 


1 


t 


F     m  1  pp 

1     d     E        t 
htw   klf, 


11  Mi     lg     All^  mit      f     1 11 

dDflt  fm  hnlhbi 

k  1  t  f        t   mpf    W   kl    uf 

tu        d     f      d       b  1    i      kl  g    D        k  1  d 

d  (!    1  Ib     t       1     w  t  1  gl     bj  II  t     d  f,e 

All     m  It  gk    t    11      D  t      t  ist  t   b 

die  SIrweitei-UQg  der  goniometrischen  JunktioDen  und  der  goniometri- 
schon  BezieliTingen  awisclien  yerschiedeiien  Winkeln  anf  ganz  beliebige 
Winkel  anszudehnen. 

3)  Allgemeine  Definition  des  n'jnkels.  Ein  Winkel 
ist  der  „Unterschiftd  zweier  Richtungen'  in  der  Ebene,  Eine 
Gerade  erhält  eine  andere 
Kichtung  durch  Drehung 
der  Geraden  um  einen  auf 
ihr  festgehaltenen  Punkt  in 
der  Ebene.  Ein  Winkel  ist 
das  Mass  für  eine  bestimmte 
Grösse  dieser  Drehung.  Ein 
veränderlicherWinkel,  umdes- 
-^aenIi'unktionenes  sich  handelt, 
verlangt  also  die  Drehung  eines 
Winkelachenkels  um  den  festge- 
haltenen zweiten;  vgl.  das  schon 
in  §  2,  1)  Gesagte.  Dreht  man 
die  Gerade  0.4  um  den  festen, 
ihr  angeliOrigen  Punkt  0,  in  der 
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Richtung  des  Pfeils  ans  der  Anfangslage  gegen  0  K  hin,  und  t 

man  den  Winltel  Kwischen  OA  und  OÄ'mit  «,  so  ist,  wenn  «  in  Gradeü 

gegeben  ist,  7,.  B.  -^  das  Mass  der  Drehung,   verglichen  mit  der  für 

einen  rechten  Winkel  {AOB)  erforderlichen  Drehung.  Dreht  man 
nämlich  weiter  bis  zur  Lage  OB,  so  ist  der  Winkel  zwischen  dieser 
Endlage  OB  und  der  Anfangslage  —  90*'  (=  100");  dreht  man  his 
zur  Lage  0  0,  so  ist  der  Winltel  zwischen  dieser  Endlage  und  der  An- 
fangslage =  180"  (=  200");  hei  Drehung  bis  Oi>hat  man  den  Winkel 
270"  (=  300'),  bei  Drehung  his  Auf  g  1  OA  "  kd  W  k  i 
360  0  (=  400 "}  zurückgelegt.     W       m     d    6  h  w  h 

so  kommt  sie  in  dieselben  Lagen   d  n   h         w  n 

man  demnach  nur  eine  bestimm     ß  &     d      g  g       d 

feste  Anfangslage  Oä  durch  Ab  b  R  g 

geschlossenen  Winkels  «  festleg  d 

,.,     I  der  Winkel  i,3fiü  +  «)  toW       üiW 

^'       I    ,        ,    («   360"  r«)        ,  W  II 

Unseie  Bitrachtung  bleibt  also  gm  g    d 

emzabussen  auf  die  Winkel  zwischen  no  und  dbO"  (0'  und  400  )  be 
schränkt  ubiigens  wurden  die  unten  eiuzufahrenden  allgemeinen  Defi 
nitionfln  der  goniometrischen  Junkti  nen  auch  tur  Winkel  gelten  die 
ausserhalb  dieses  Ealimens  liegen 

laishesondere  gilt  das  zulotzt  Ati=!gesptochene  luch  noih  fur 
negative  Wmlel  Durch  den  Winkel  n  mit  der  oben  mgegebenen 
Einfuhrung  soll  n^mlicli  lediglich  die  Eiclitung  des  Sfralils  OK  der 
OM  gegen  eine  teate  Antdngslage  OA  als  Nullrichtnng  äuge 
geben  worden  und  es  ist  al  o  z  B  um  die  Richtung  des  fetiahls 
OM,  der  den  Winkel  zwischen  den  Lagen  Ol)  und  OA  halbieren 
mag,  ganz  gleichgiltig,  oh  man  sagt: 

,      jder  Winkel  zwischen  OA  und  OM  sei  =  +  315*',      oder  aber 
]  ,         ,  ,         OA     „     OM  ,     ==  -45";        denn  die 

Drehung  des  Strahls  in  der  zunachat  angegebenen  Eichtang  von  seiner 
Knlllage  OA  aus  um  Slö**  führt  m  die  Lage  OM,  dieselbe  Lage 
wird  aber  auch  erreicht,  wenn  man  den  Stiahl  von  seiner  Anfangslage 
aus  in  entgegengesetzter  Sichtung  um  45"  dreht.  Wenn  man 
der  einen  Drehnngsrichtung  das  Vorzeichen  +  giebt,  so  ist  damit  der 
entgegengesetzten  von  selbst  das  deichen  —  beigelegt;  ganz  in  der- 
selben Weise,  wie  man  durch  die  Bestimmungen :  der  Punkt  P  habe  auf 
der  festen  Geraden  OÄ  den  wechselnden  Abstand  x  voa  dem  festen 
Punkt  0,  und  die  in  der  Planimetrie  absolut,  ohne  Vorzeichen,  ge- 
dachte Entfernung  x  nehme  ?,u  mit  der  Entfernung  dos  Punkts  P  von 
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gradlinigenBewegun^des 
-————    Punkts  in  der  Eicttung 

-. — —       ■'  -  des  Pfeils  i gegen  -Ä. 

'-  hin  das  Vorzeichen  +  und 
damit  zugleich  die  Bewegaag  des  Punkts  in  der  entgegen- 
gesetzten Eichtung  '^  das  Vorzeichen  —  giebt.  Diese  Be- 
stimmung ist  in  der  analytischen  Geometrie  und  überall,  wo  sonst 
„Coordinaten"  gebraucht  werden,  so  auch  unten  anzuwenden;  man 
beachte  gleich  hier,  daas  diese  Bestimmung  zugleich  festsetzt,  dass  die 
Ton  0  gegen  rechts  bin,  in  der  Verlängerung  Ton^iO  über  0  hinaus 
anzugebenden  Punkte  P  einfach  mit  negativen  Abständen  a;  einzuführen 
sind.  Giebt  man  nun  aläo  mit  dieser  Bestimmung,  dass  die  Eichtung 
gegen  links  hin  von  0  aus  die  Eichtung  +  und  die  Eichtung  nach  rechts 
hin  die  Eichtung  —  sein  soll,  für  einen  Punkt  auf  der  Geraden  AA' 
nicht  nur  seine  Entfernung  von  0  aus  an,  sondern  auch  das  Vorzeichen 
dieser  Entfernung,  so  ist  der  Punkt  auf  der  Geraden  ÄA',  der  sog. 
Äse,  Eindeutig  festgelegt;  uud  für  zwei  ganz  beliebig  liegende 
Punkte  P^  und  P^,  die  beide  auf  dem  positiven,  beide  auf  dem  nega- 
tiven Zwe^  oder  mit  beliebiger  Ordnung  auf  den  beiden  verschiedenen 
„Zweigen"  der  Axe  liegen  können,  gilt  die  Beziehung: 

die  Strecke  P^  P^  ist  =  x^  —Xi  , 
wobei  also  die  x^  und  x^  nicht  mehr  nur  Längen  im  Sinne  der  elemen- 
taren Planimetrie,  sondern  Strecken  mit  Vorzeichen  bedeuten  und 
der  Differenz-Strecke  (a^a  —  a^i)  ebenfalls  ein  ganz  bestimmtes  Vor- 
zeichen zukommt  (Sinn  der  Bewegungsrichtnng  von  Pj  nach  P^;  der 
Strich  über  Pi  P^  soll  andeuten,  dass  nicht  mehr  nur  der  absolute 
Wert  von  P^  Pg,  sondern  auch  die  Eichtung  der  Strecke  in  Betracht 
kommt).  Man  überzeuge  sich  von  der  allgemeinen  Giltigkeit  dieses 
Ausdrucks  für  ganz  beliebige  Lagen  der  Punkte  P^  und  P^  an  ein- 
fachen, aber  ganz  beliebigen,  positiven  und  negativen  Zahlen. 

Kehren  wir  aber  vorläufig  zu  den  Winkeln  allein  zurück.  Die 
Beziehung  (2):  315*' =  ~  iS"  geht  einfach  auch  aus  der  allgemein 
giltigen  Identität  (1)  hervor,  nach  der  (m .  S60'' ■+- «)  und  «  nicht 
verschiedene  Winkel  sind  («  eine  ganze  Zahl);  man  darf  nämlich  hier 
nicht  nur  m  —  1  2  set/tn,  sondern  auch  gleich  —  1,  —  2  . . .  nehmen, 
da  eine  volle  Umdrehung  m  positivem  oder  negativem  Sinn  den  Sehenkel 
in  dieselbe  Eichtung  zurückbringt.  Nimmt  man  z.  B,  w  =  —  1  und 
ö  =^  3150   so  T,,ira  (^_.  360  -i-  Slöf  =  —  45^,  wie  oben  steht. 

Man  sagt  der  ^  inkel «  liege  oder  sei  im  I.  II.  III.  IV.  Quadranten, 
nach  unserer  mechanisch  geometrischen  Definition  zunächst  genauer:  der 
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gedrehte  Schenkel  liege  im  I.  H.  III.  IV.  Quadranten,  je  nachdem  der 
Winkel  zwisciien  QO  und  90"  {0»  und  100"),  oder  90"  und  180"  (100" 
und  200"),  180»  nad  2700  (200 »  und  300"),  oder  endlich  270»  und 
3600  oder  0"  {3600  und  400"  =  0)  gross  ist. 

Der  Winkel  110»  liegt  also  im  II.  Quadranten,  210«  im  III. 
Quadranten,  320'^  im  IV.  Quadranten;  290'^  =  30"  ira  ersten  Quadranten 
n.  s.  f. ;  —  30"  ==  +  339«  im  IV.  Quadranten,  —  1200  =  +  340  0  im 
III.  Quadranten  u.  e.  f. 

Denken  wir  uns  ferner  zwei  Lagen  des  gedrehten  Schenkels, 
z.  B.  OKj  und  OK2  nnd  ist  für  den  ersten  der  nach  dem  Vorstehen- 
den definierte  Drehnngs winket  «j,  für  den  zweitan  u^,  so  ist,  mit 
Feststellung  einer  bestimmten  Dreiiuiigariehtung  als  der 
positiven,  dei  Winkel  zwischen  OiT,  und  0K^  =  ti2  —  a^;  gana  in 
derselben  Art,  wie  es  oben  für  dze  auf  der  Äie  Ä  A'  festgelegten  Punkte 
P  gezeigt  worden  ist  Man  mache  sich  die  vollständig  allgemeine 
Giltigkeit  auch  dieser  Bezieliung  durch  beliebige  Annahmen  «^  und  «^ 
klar ;  dabei  ist  (a^  —  ui)  im  pusittven  Diehungssiun  zu  nehmen,  d.  h. 
wenn  sich  fut  diese  Difter^nz  ein  negativei  Wert  ergiebt,  so  mnss  mau 
von  OE^  aus  um  den  absoluten  Betrag  von  (tt^  — «,)  zurückdrehen 
(in   der  negativen  Drt'hungatichtung)    um  m  die   Richtung   OE^   zu 


Als  positive  Eichtnng  der  Drohung,  „positiven  Drahungs 
sinn",  nimmt  man  nun  in  der  Goniometrie,  Trigonometrie 
Geodäsie  und  sphärischen  Astronomie  stets  den  von  linkt 
nach  rechts  an,  der  oben  schon  stillachweigond  «0  benutz' 
wurde.  Wir  sind  an  diesen  Drehungssinn  vom  Anblick  der  schein' 
baren  Bewegung  von  Sonne  und  Mond  an  der  Sphäre  und,  davon  über- 
tragen, vom  Drehungssinn  des  Zeigers  auf  der  Uhr  gewöhnt: 
die  Horizontalkreise  von  Messinstrnmenton  sind  in  diesem  Sinne  be- 
ziffert. Man  sagt  deshalb  auch-  positiver  Drehungsfinn  söU  der 
Uhrzeigersinn  «iein  Offenbar  ganz  gleichniltig  für  unsere  allgememe 
Definition  der  Winkel  ist  die  Eichtung  der  Anfangslage  OA  \on  der 
aus  die  Winkel  (Drehungen)  gez'ihlt  werden  in  der  Zeichnung?  odei 
Coordinaten  Ebene  diu  Grundaxe  des  Cooidinatpns>stemH  (s  den 
nächsten  %)  ist  innerhalb  einer  bestimmten  Aufgabe  nach  Willkür  an 
zunehmen.  Kur  sollen  also  für  uns  nachdem  die  Ase  OA  gewählt 
ist  (die  „positive  i  Richtung^  in  Fig  32)  von  ihr  aus  als  Nulliiclitung 
die  (positiven)  Winkel  stets  im  Uhrzeigersinn  von  0"  bis  SbO**  gezahlt 
werden.  Man  kann  dann  also  bei  Öei  letiten  Gleichung  Winkel  zwischen 
OKi  und  OK2  ist  =«„  —  «!  wohl  auch  sagen  der  Winkel  zwischen 
OEi  links  und  OK    rechts  ist  —  ug  —  «j    oder    wenn  diese  Difle 
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renz  positiv  ausfällt,  liegt  0  K^  afechts"  (im  Olirzeigersinn)  von  0 K^, 
im  audern  FaU  liegt  OE^  „links"  von  OK^. 

§  13.    Rechtwinklige  Coordiniiteii  imd  Pokrcoordinaton  in 

der  Elbenc.    Definition  der  goniometrisclien  Funktionen 

beliebig  grosser  Winkel. 

1)  Sclion  der  Schluss  des  letzten  g  deutet  darauf  hin,  daas  man 
den  beliebigen  Winkel  «,  durch  den  der  Strahl  0  E,  nach  Wahl  der 
NuUriclitung  OA  und  des  Punkts  0  festgelegt  wird,  Knm  Zweck  der 
Definition  seiner  goniometrisclien  Zahlen  in  Beziehung  setzen  miss 
zu  gewissen  Bestimmungsstiieken  (Coordinaten)  eines  Punkts  auf 
dem  Strahl  OE. 

Wenn   es   sich   um   Festlegung   von  Punkten   auf  einer  festen 

Geraden,  einer  „Ase"  handelt,   so  hat  man  zunächst  auf  dieser  Axe 

\iig.'^\  AÄ'  (Fig.  32)  einen   festen 

Punkt  0,  den  sog.  Ursprung 

._^.  . . -  ^ e ■ ■ oder  Nullpunkt  anzunehmen 

^. "^      '"     -  und  nun    die  Entfernung  der 

~        ^  auf  JJ.'  festzulegen  den  Punkte 

von  0  anzugeben.  Durch  den  Abstand  x^  des  Punkts  Jj  von  0  ist 
aber  P^  nur  dann  Eindeutig  festgelegt,  wenn  mau  zugleich  festsetzt, 
dasb  dfii  eine  von  den  beiden  „Zweigen"  der  Axe,  die  auf  ihr  durch 
iip  Annahme  von  0  entstanden  sind,  der  „positive  Zweig",  folglich 
der  andere  der  „negative"  Zweig  sein  soli;  d.  h.  dass  man  für  die 
Abschnitte  Abscissen",  es  der  verschiedenen  Punkte  F  nicht  nur 
ihre  absoluten  Werte  angiebt,  sondera  diesen  x  Vorzeichen  beilegt; 
w  Ute  man  sich  mit  den  absoluten  Werten  der  «  begnügen,  so  wären 
dnich  den  Abstand  ^i  zwei  Punkte  Pj  auf  AA'  bestimmt;  durch 
Be  tugnug  les  \oi Zeichens  wird,  zusammen  mit  der  eben  ausgesproche- 
aen  Bestimmuig   die  Angabe  Eindeutig,    Vgl.  oben,  S.  106. 

Ganz  ebenso  kann  man  die  gegenseitige  Lage  von  Punkten  in 
emei  Ebene  im  eintachaten  dadurch  feststellen,  dass  man  für  jeden 
dei  Punkte  zwei  BB--timmungsstücke  {Coovdinaten)  angiebt, 
durch  die  der  Punkt  m  der  Zeichnungs-  oder  Eeotnungs- 
ebene  Eindeutig  bestimmt  ist;  dass  man  in  der  Ebene  in  der  That 
zwei  solcher  Stücke  brauclit,  und  mit  zweien  ausreicht,  während  oben  auf 
der  festen  Geraden  (Axe)  Eines  notwendig  war,  ist  geomettisch  unmittel- 
bar klar:  dem  Verfahren  in  der  Eindimensionalen  Betrachtung  von 
Fig.  32  völlig  entsprechend,  ist  für  Festlegung  von  Punkten  im  Zwei- 
dimensionalen Gebiet  der  Ebene  die  Annahme  eines  „Coordinaten- 
systems"  notwendig,  das  zwei  solcher  Bestimmungsstücke  liefert.    TJi  e 
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zwei  wichtigsten  Coordiiiatensysteme  der  Eljeae,  deren  Be- 
ziehungen zu  einander  uns  die  allgomeine  Definition  der 
goniometrischen  Funktion  liefern  müssen,  sind: 

das   System   der  rechtwinkligen   Coürdinaten,  und 

das  System  der  PolarcoordinateE, 
die  zunächst  getrennt  zu  hetrachten  sind. 

ä)  Becht winkliges  Cooi'diuatensystein.  Zieht  man 
in  der  Ebene  zwei  aufeinander  senlcrecht  stehende  Äsen,  die  sog, 
Coordinatenaxen  (deren  eine  ganz  willkürlich  gericlitet  werden  kann, 
während  die  zweite  dann  durch  die  Änaahme  des  rechtwinkligen 
Systems  festliegt),  die  sich  im  Nullpunkt  oder  Ursprung  des  Systems 
l'riR.  S3.j  schneiden   {Fig.  33),   so  zerlegt 

man  damit  die  Ebene  in  vier 
„Quadranten*.  Die  Lage  eines 
Punktes  auf  einer  der  Axen  ist 
durch  den  Abstand  des  Punkts 
vom  Ursprung  bestimmt.  Um  den 
Punkt  Eindeutig  zu  bestimmen, 
sind  vor  allem  die  beiden  gezo- 
genen Aien  zu  unterschei- 
den: Man  nennt  die  eine  Ahscissen- 
ixe  oder  j.  A^b  d  h  zweite  d  e 
Oidinatenaxs  oder  y  Ast 
Han  giebt  al  o  für  einen  Punkt 
auf  der  Abscissenase  z  B  an 
T  =  182  46  m  für  emon  Punkt 
auf  der  Ordmtt"ni,xe  -  "b  48  m  Wenn  nun  diese  Abschnitte  alsdut 
(ohne  Vorzeichen)  gedacht  werden  ^»  wäre  dei  Punkt  auf  der  Ax.' 
immer  noch  zweideutig  um  d  e  Angabe  Eindeutig  zu  machen  ist  e  wie 
oben  bei  der  Einen  A\e  A.A  ai  gegeben  wuide  ntch  notwendiEC  festzu 
setzen,  in  welchei  Bichtun^  yon  0  aus  auf  der  Axe  die  gegebene 
Strecke  aufgetragen  worden  soll  diese  Äiii,ale  st  in  Form  eines  Vor 
Zeichens  zu  machen  wenn  wieder  yon  den  leiden  B  chtungen  in 
welchen  man  von  O  aus  auf  dei  ersten  und  zweiten  Axe  foitgehen 
kann,  die  eine  als  die  positive  uni  damit  die  andeie  al"?  die  negative 
festgeset't  wi  d 

Em  beliebiger  Punkt  P  dei  Cl  jrdmateEebene  lasst  sich  mit  Hilfe 
dieses  Coordinatensystems  festlegen  wenn  von  ihm  auf  die  heilen  Äxen 
Lote  gefällt  und  die  Längen  dieser  Lcte  oemesseu  weiden  Die  Strecke 
zwisclien    Ur  }rung    O   und   dem   Jus  pinkt   d       L  t     \tn  P  aut    le 
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Äbscissenaxe  odera;-Axe  lieisst  die  Äbscissa  des  Punkts  und  wird 
mit  X  bezeichnet,  die  Strecke  zwischen  Ursprung  nnd  Lotfnsspunkt  auf 
der  andern  Axe,  der  Ordinatenaxe  oder  ^-Axe,  heisst  die  Ordinate;/ 
des  Punktes. 

Äbscisse  x  und  Ordinate  y  helssen  die  rechtwlnkligeu  Co- 
ordinaten  des  Punkts  P,  den  man  nun  auch  als  Punkt  {x,  y)  be- 
zeichnen kann. 

Es  ist  nun  aber  festzuhalten,  dass  ÄbseiBse  und  Ordinate 
stets  ein  Vorzeichen  haben:  Äbscisse  und  Ordinate  sind 
Strecken  mit  Rücksicht  auf  Länge  und  Eichtung. 

Die  Kichtnng  der  Abscissonaxe  und  die  Auswahl  der  auf 
ihr  als  positiv  anzusehenden  Riclitung  bleibt  im  folgenden 
völlig  dahingestellt,  dagegen  soll  dann  auf  der  Ordinaten- 
axe  ein  fnr  allemal  diejenige  Sichtung  die  positive  sein,  in 
die  der  positive  Zweig  der  a:-Axe  durch  Drehung  um  einen 
rechten  Winkel  im  tfhrzeigersinn  um  den  Ursprung  gelangt. 
Diese  Drehungsrichtung  „im  Sinne  des  Uhrzeigers"  oder  von 
„links  nach  rechts'  wird  als  positive  Drehnngsrichtung  be- 
zeichnet; die  geteilten  Ereise  aller  Messinstrumente  sind  in 
diesem  Sinne  beziffert;  vgl.  S.  107.*) 


Coordinatenaxen   die 
tiven  Zweig  der  h 


Die  vier  Quadranten ,  in  die  die  b 
Ebene  zerlegen,  sind  nun,  wenn  man  vom  pos 
axe  ansgeht,  folgen dermassen  zu  bezeichnen 

der  Kaum  zwischen  +  x  und  +  y  ist  der    I.  Quadrant, 


n. 

III. 


und  man  hat  also  über  die  Vorzeichen  der  Coordinaten  der  Punkte 
in  den  einzelnen  Quadranten  folgende  Tafel: 
Es  ist  für  einen  Punkt  i 


1. 

Quad 

a 

ten 

II. 

III. 

IV 

Äbscisse 

Ordinate 

-h 

+ 

- 

+ 

+ 

— 

•]  Es  ist  absichthch  im  folgenden  die  positive  Kichtnng  der  ai-Axe 
stets  nich  derselben  beite  angenommen,  um  den  Lernenden  von  einer 
speziellen  Lage  de  C oordmatensjatems  mögbchst  unabhängig  zu  machen; 
nnr  dieAnnahme  +vweicht  im  Uhrzeigersinn  von  der  Eiohtiing  +a;, 
diese  als  Nullnohtung  genommen,  um  emen  rechten  Wmkel  ab,  ist  für  alles 
Folgende  festznb alten. 
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§  13.     Polar  eo  ordinalen.  Hl 

Der  Punkt  (4-37,45;  +31,00)  liegt  im  I.  Quadranten;  der  Punkt 
(—13,05;  +1,34)  im  IL  Quadranten;  der  Punkt  (—1315,04; 
—  3782,77)  im  III.  Quadranten;  der  Punkt  +38240,18;  —17268,88) 
im  IV.  Quadranten;  der  Punkt  (+  1370,00;  0,00)  auf  dem  positiven 
Zweig  der  io-Axe;  (—  3,10;  0,00)  auf  dem  negativen  Zweig  der  x-Axe 
(0,00;  +  1714,08)  auf  dem  positiven,  (0,00;  —  HS  715)  auf  dem  nega- 
tiven Zweig  y-kjß. 

3>  Polnrcoordinaten.  Das  zweite  wichtige,  oben  schon 
genannte  Coordinaten System  in  der  Ebene  ist  das  folgende:  Verbindei; 
man  (Fig.  53)  den  Punkt  P  mit  dem  festen  Punkt  0  dem  Pol  auf 
einer  festen  Ase  OÄ,  der  Polaraxe,  und  misst  die  Streoke  0P~ 
und  den  Winkel  ij),  den  OP  mit  dem  als  positiv  angenommenen 
Zweig  OÄ  der  Polarase  macht,  so  ist  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene 
durch  (p  und  r  ebenfalls  Eindeutig  bestimmt,  r  wird  dibei  als  ab  o 
lute  Strecke  stets  positiv  vorausgesetzt,  <p  ist  der  Winkel  um  den  im 
positiven  Drehungssinn  (Uhrzeiger!)  die  als  positiv  Angenommene 
Richtung  der  Polaraxe,  nämlich  die  Eichtung  0  A  gedreht  werden  mus 
bis  sie  mit  der  ßichtung  von  r  zusammenilllt.  Unter  dei  Annahme 
dasB  der  positive  Zweig  der  Polaraxe  mit  dem  positiven  Zweig  der  x-A.x& 
des  vorigen  rechtwinkligen  Systems,  und  der  Pol  mit  dem  Ursprung 
jenes  Systems  zusammenfellt,  liegt  ein  Punkt  im 

I.  Quadranten,  wenn  qi  zwischen       0"  und     90* 
II.  „  „     (ß        ,.  90»    „     180" 

m.  „  „     q)        „        180»     „    2700 

IV.  „  „     ip        „        270»    „     360"  Hegt. 

r  heisst  der  Badius  vector  oder  kurz  Eadius  des  Punkts,  (f  das 
Azimut  oder  der  Kichtungswinkel  der  Strecke  OP;  qi  und  r 
zusammen  die  Polar  coordinaten  des  Punkts  P  oder  (q),  r). 

Zwei  Bichtangswinkel  k  und  (u  ±  860")  sind  vorstehender  Defi- 
nition zufolge  identisch;  jeder  Richtungswinkel  darf  also  beliebig  oft 
um  360*  vergrösaert  oder  verkleinert  werden,  ohne  eine  Veränderung 
zu  erleiden.  Dagegen  geben  zwei  Kichtungswinkel  ß  und  (jS+lSO") 
entgegengesetzte  Eiohtungen  im  Punkt  0  an, 

4)  Definition  der  goniometi-ischeji  Funktionen 
beliebiger  n^inliel.  Um  nun  die  goniometri sehen  Punktionen 
eines  beliebigen  Winkels  allgemein  und  zwar  unserer  Betrachtungsweise 
entsprechend  zuniujhst  geometrisch  zu  definieren,  trägt  man  den 
Winkel  so  in  ein  rechtwinkliges  Coordinaten  System  ein,  dass  der  eine 
Schenkel  in  der  positiven  Richtung  der  Absdssenaxe ,  der  Scheitel  im 
Nullpunkt  liegt  und  dasa  man  zum  zweiten  Schenkel  des  Winkels  durch 
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112      §  13-     Definition  der  goiiiometi'.  Funktionen  bclieliger  Winkel. 

Brehnng  jenes  ersten.  Schenkels  um  dea  gegebenen  Winkel  im  posi- 
tiven Drehnngssinn  gelangt.  Man  sagt  dann,  wie  schon  im  vorigen 
%  12  angegeben  ist,  der  Winkel  liege  im  I.,  11,,  I1I„  IV,  Quadran- 
ten, wenn  dies  für  den  zweiten  Schenkel  der  Pall  ist, 

Spitze  Winkel,  d.  h.  Winkel  zwiscli.  0^  n.  90'>  liegen  also  im  I.  Quadrtn., 

stumpfe      „         „        „  „    900  „1800   ^^       ^_    ^^  n.       ^^ 

überstiimpfe      „  „        „  „1S00„3600„       ,,     „IILod.IV.  „ 

übervolle      „         „        „  >     360"  „       ,,       wieder  im  I, 

u.  s,  w.  Quadranten.    Ferner  liegt  ein  negativer  spitzer  Winkel  im 

IV,  Quadranten,  ein  negativer  stumpfer  Winkel  im  III.  Quadranten  u,  s.  w. 

Sind  nun  ix,p)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 

beliebigen  Punkts  P  auf  dem  aweiten  Schenkel  des  Winkels 

(/,,  der  in  der  angegebenen  Art  in  das  Co  ordinalen  System  eingetragen 

ist,  {ip,  »■)  die  Polarcoordinaten  desselben  Punkts,  so  definiert 

man  allgemein  für  jeden  beliebigen  Wert  des  Winkels  (p  dessen 

goniometrisehe  Funktionen  wie  folgt: 

Ordfuate  '  —  L  -^  Ordinate 

Radius    i  y       Radius 


(1) 


'^  ''       r        Radius 
X       Absclsse 


_  Ordinate 

Absolsse 


C*<7  (J5  =  -  =  V 


Badius 
Äbsdsse 


y       Ordiaate 

Diese  neuen  Definitionen  (1)  der  goniometri sehen  Funktionen  sind 
Erweiterungen  der  ursprünglichen  Definitionen  für  spitze  Winkel  in 
I  3.  Nach  iiineu  haben  nun  die  goniometri  so  heu  Funktionen  eines 
beliebigen  Winkels,  wie  die  rechtwinkligen  Coordinaten,  stets  ein 
Vorzeiehea ,  das  aus  ihrer  Definition  unmittelbar  hervorgeht,  wenn 
man  beachtet,  dass  r  eine  absolute  Strecke  {also  stets  mit  dem  Vor- 
zeichen +  zu  denken  ist): 
sin  (und  damit  cosec)  hat  stets  das  Vorzeichen  der  Ordinate  *y, 
cos  (und  damit  sec)  hat  stets  das  Vorzeichen  Öer  Abscisse  x\ 
endlich  ergeben  sieh  die  Vorzeichen  von  tff  und  cfff  auch  aus  den 
Beziehungen 

stM  w  ,  cos  ai 

Man  erhält  damit  für  Winkel  in  den  4  Quadranten  folgende 
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I  13.    Defliiitioö  der  goniometr.  Funktionell  beli etiler  Winkel.     1|3 
Tabelle   der  Vorzeichen: 


<!"1™«-      (un/S«), 

(und  See). 

«9 
(unil  ctg-,. 

I. 

H- 

+ 

H- 

11. 

H- 

- 

- 

iir. 

- 

- 

+ 

IV. 

- 

+ 

- 

In  (5er  Porm; 

i'X^:r  cos  (I- 

{y  =  r  sin  <p 

Keigen  ferner   die  beiden  ersten   der  obigen  Definitionsgleicliungen  (1) 
den  Satz: 

Die  Projektion   (mit   dem    ihr   zukommenden   Vorzeichen) 


Axe  wird  erhalten,  wenn  man  die  tänfe  der  Strecke  mit  dem 
Itini  ^^^^^  Richtungswinkels  multipliziert. 

Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  dass  dieser  Satz  ganz  allgemein 
gilt,  auch  wenn  der  Anfangspunkt  der  Strecke  nicht  mit  dem  Ursprung 
zusammenfällt.     Der  Sata  lautet  dann  so: 

Sind  F  und  F,  zwei  beliebige  Punkte  im  Co  ordinal  ensystem, 
ist  ferner  die  Länge  der  Strecke  PF,  =ä  und  bezeiclmet  man 
den  Richtungswinkel  dieser  Strecke  PPj  mit  «  (wo  «  erhalten 
wird,  wenn  man  durch  P,  den  Anfangspunkt  der  Strecke,  eine 
Parallele  mit  dem  positiven  Zweig  der  ic-Äxe  zieht  und  diese 
Parallele  im  positiven  Brehungssinn  dreht,  bis  sie  mit  der 
Eichtang  PPi  zusammenfällt),  so  sind  die  Projektionen  der 
Strecke  s  mit  den  ihnen  zukommenden  Vorzeichen  anf  die  er- 
und  y-As.B  gegeben  durch  s  cos  a  und  s  sin  a. 

Cos  nnd  siii  des  Richtungswinkels  einer  Strecke  kann 
man  deshalb  wohl  auch  als  Projektionsfaktoren  bezeichnen. 

Wenn  man  den  Punkt  P  des  zweiten  Schenkels  des  oben  betrach- 
teten Winkeis  in  derBntfemungl  vomUr&piung  annimmt,  su  dass  also 
Ordinate  und  Äbscisse  unmittelbar  dem  im  nnd  cos  des  Winkels  gleich 
sind,  so  erhält  man,  wenn  man  >(:  dei  ßeihe  nach  die  Werte  O'^  =  360", 
90'',  180^,  270"  annehmen  läs'^t    so    dis^  P  der  Eeihe  na<,h  auf  den 
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Delinifiori  der  goiiiomeü-.  Funktionen  beliebiger  "Winkel. 
+  Zweig  dev  x-Asq 


za  liegen  kommt,  die  folgende 
Tabelle  der  goniometri sehen  Funktionen  der  ganzen  Viel- 
fachen des  rechten  Winkels: 


^> 

sin 

cos 

tu 

ctg 

..0 

cosec 

0«  =  3600 

0 

1 

0 

+  * 

1 

+  OT 

900 

1 

0 

+    -j: 

0 

+  0. 

1 

1800 

0 

—  1 

0 

-^ 

-  1 

-« 

2700 

-1 

0 

-* 

0 

-r. 

—   1 

Man  eriiält  also  mit  den  jetzt  aufgestellten  allgemeinen  Defini- 
tionen der  goniometri  seilen  Funlttionen  beliebig;er  Winkel  an  Stelle  der 
für  spitze  Winkel  giltigen  (ygl.  §  3)  die  nachstehenden  Sätze  für  he- 
liehige  Winkel: 

1}  Sin  und  cos  sind  stets  positive  oder  negative  echte 
Erüelie,  d.  h.  können  nur  Werte  zwischen  —  1  and  -i- 1  annehmen. 

2)  Die  Werte  von  sec  und  cosec  aller  Winkel  liegen 
zwischen  — co  und  -i-oo  mit  Ausnahme  des  Intervalls  zwi- 
schen —  1  und  +1. 

3)  Die  Werte  der  Funktionen  ty  und  ctff  können  jede  be- 
liebige positive  und  negative  Zahl  sein. 

Da  forner  für  jeden  beliebigen  Wert  von  ly,  d.  h.  was  auch  die 
Vorzeichen  von  ;/  und  x  sein  mögen 

und  mit  ßücksicht  auf  die  oben  benützten  Definitionen,  ist  nnmittelbar 
einzusehen,  dass  aUe  die  Fundamentalbeziehungea,  die  in  g  4  zu- 
nächstfür die  goniometrischen  Funlttionen  eines  und  desselben  spitzen 
Winkels  aufgestellt  worden  sind,  ganz  allgemein  für  die  gonio- 
metriscLen  Funktionen  jedes  beliebigen  Winkels  gelten;  sie 
mfigen  hier  wiederholt  sein  in  den  vier  Sätzen: 

1)  Sinns  und  Coseoans,  Cosinus  und  Seeans,  Tangens  und 
Cotangens  jedes  beliebigen  Winkels  sind  (in  der  an ge sehrieb enea 
Reihenfolge)  parweise  reeiproke  Werte  und  haben  parweise  das- 
selbe Vorzeichen. 
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§  14.  Relationen  füv  iweiWiiikel,  die  sich  z« Viel faelien  von  90'>  ergänzen.     115 

2)  Tangens  eines  ganz  beliebigen  Winkels  ist  der  Quotient 
aus  Sinus  durch  Cosinus  dieses  "Winkels,  hat  also  dasVorzeichen  ■+■, 
wenn  sin  und  cos  dasselbe  (I.  und  III.  Quadrant),  das  Vorzeichen  — , 
Vena  sin  und  cos  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  (IL  und 
IV.  Quadrant).  —  Entsprechend  für  cotff  als  Quotient  aus  cos 
durch  sin. 

3)  Das  Quadrat  des  sin  eines  ganz  beliebigen  Winkels  und 
das  Quadrat  des  cos  desselben  Winkels  geben  addiert  die  Zahl  1. 


1  grösser  ala  das  Quadrat  der  f  ^.j^  j  desselben  Winkels, 

5)  All8;eiiieiner  Satz.  Aus  der  Art  der  Einführung 
beliebig  grosser  Winkel  im  §  12  und  den  obigen  Definitionen 
in  4)  argiebt  sich  endlich  unmittelbar  und  völlig  allgemein 
giltig  der  Satz: 

Bezeichnet  F-   irgend  eine    der    sechs    goniometrischen 
Punktionen  eines  beliebigen  Winkels  qs  und  ist  Je  eine  be- 
liebige ganze  positive  oder  negative  Zahl,  so  ist 
(3)  F{h .  360»  ■+  (f,)  =  JPfq))      nach  Grösse  und  Vorzeichen; 

in  der  Sprache  der  Analysis;  die  goniometrischen  Funktionen 
des  variabeln  Winkels  ^  sind  periodische  Funktionen  und  der 
„Modulus  der  Periode",  d.  h.  die  Grösse,  um  die  der  Winkel  qs 
beliebig  oft  vermehrt  oder  vermindert  werden  darf,  ohne 
dass  der  "Wert  der  Funktionszablen  sich  ändert,  ist  360^ 
oder  wenn  der  Winkel,  wie  in  der  Analysis  immer,  in  analyti- 
schem Mass  (fl*-c)  ausgedrückt  ist,2ji.  (Vgl.  übrigens  den  Schlnss 
von  6)  im  folgenden  g  14;  die  Periode  von  ig  und  cotg  ist  schon  it  oder 
180",  die  von  sin  und  cos,  cosec  und  sec  ö 
oder  3600.)  15) 


§  14.  Quadrantenrclationeii.  Aufsueheii  der  t'anktions- 
zalüeH  zu  beliebigen  gegebeneu  Winfeeln  und  amgekehrt, 
Oang  der  goniometrischen  Funktionen  für  beliebige  Winkel. 
Zusammenhang  zwischen  rechtwinkligen  und  Polar -Coor- 

dinaten.   Verwandlung  der  einen  in  die  andern. 

1>  leelationcn  für  sswei  "Winkel,  rtie  sich  zn 
ganzen  Vielfachen  von  90"  ergäiizett.  Zuerst  mögen  die 
Beziehungen  zwischen  den  goniometrischen  Punktionen   solcher  Winkel 
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§  14.  Relationen  für  zwei  Winkel,  die  sich  zu  Vielfachen  ' 


ganzen  Vielfachen  von  90^^  (analytisch 


:  werden,   die  sich  z 
TOH  Ij  ergänzen. 

1)  Implementwinkol  (negative  Winkel)  Implementwinkol 
(p  und  (360*>  — gj)  ergänzen  sich  zu  360*"  oder  0"  Was  auch  g:  sein 
mag,  haben  die  Punkte  J  and  P  tßig  S4  in  der  abaichtlioh  die 
Eichtang  -hx  anders  angenommen  ist  al«  oben),  die  auf  den  beiden 
Wintelschenkeln  zur  ic-Axe  svinmetiisch  liegPL 

entgegengesetzt  gleiche  Ordinaten  1  gleiche  Ähscissen,  also 


entgegengesetzt  gleiche 


II  .  gleiche  lOS 
Da  man  m  die  Riehtong  OP 
von  der  Eichtang  0  X  aus  nicht 
allein  durch  Drehung  um  (36n'  —  f ) 
im  positiven  Drehungssinn  ge 
langen  kann,  sondern  auch  durch 
Drehung  um  ^  im  negativen 
Drehungssinn,  so  folgt: 


I      sin.  (360''  —  <p)  =  sin  (—<»')  =  —  sin  (p 

cos  (360'>  —  9)  =  cos  ( —  (p)  ~  -\-  cos  (p  ;        also  femer 

}        tff  i?m'>  -  <f)  =^    tgi-<p)  =  -    tgq> 

'^'■>  ctg  (3600  —  if,}^  ctffi—^)  ^  —  ctg  (p 

sec  (360»  —(f)=  sec  (—ip)  =  +  sec  <p 

[  cosec  (360"  —  ip)  =cosec{~  ff)  —  —cosec  <p 

2)  Winkel,  die  sich  zu  270»  ergänzen,  gi  und  (270"  — ip), 
haben  keinen  besondern  Namen  Die  Punkte  P  und  P  m  gleichem 
Abstand  vom  Ursprung  auf  den  beiden  Winkel  Schenkeln  liegen  für  ]eden 
Wert  von  ip  so,  dass  die  Abscisse  des  einen  gleich  der  negativ  genom- 
menen Ordinate  des  andern  ist  und  umgekehrt,  folglich  isi 

(      sin  (270'  —  ijj  =  —     cosq 

cos  (270°  —  Ip)  =  —     sinip 

/2j  t        tg  (270»  —  q,)  =  +     ct^ip 

I       ctci  (270"  —  (p)-^-^-       tg(p 

[  cosec  (270"  —  (p)  =  —      secqi 

3)  Supplementwinkel  <p  und  (180'^ — 91)  ergänzen  sich  zu  180". 
Für  jeden  Wert  von  ijc  haben  die  zur  if-Äse  symmetrischen  Punkte  P 
und  P'  (Pig.  35) 

gleiche  Ordinaten  1  entgegengesetzt  gleiche  Äbscissen,  also 

gleiche  sin         \  entgegengesetzt  gleiche"  cos,       d.  h.  es  ist; 
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g  14.  Kelationen  für  awei  Winkel,  die  sich  i\i  Vielfachen 

5 


.11  900  ergäti 


(S) 


sin  (180"  —  q,] 
cos  (1800 
/ff  (ISO» 
c(y  (1800  —  qn; 
secilSO^^tf] 
cosec(1800  — qs' 


■i)  Complementwinltel  q>  (und  90"  —  .p)  ergänzen  sich  zu  90°. 
Die  gleich  weit  vom  Ursprung  entfernten  Punkte  P  und  F  (Fig.  86) 
liefen  für  jeden  beliebigen  Wert  von  ip  (nicht  etwa  nur  für  spitzen 
Winlcel  ip)  so,  dass  die  Ähsciase  des 
einen  so  gross  ist  als  die  Ordinate 
des  andern  und  arageliehrt,  es  ist 
also; 

Isin  (900  _  q,j  —  cos  qt 
cos  (900  —  «p)  —  svn  qs 
tff(m°~(p)  =  ctff(p 
'-'  1  cifif  [900  -  qi)  =  (ffq, 
Sfc  (900  _  qjj  :^  fpgflrt  ip 
[cosea  (90"  —  q>)  ~  ser  qi 
wie  di"6  fur  spitze  "Winkel  y  bereits  in  §  3,  3,  aufgestellt  worden  ist. 
Mit  Hilte  diesei  CfVichungHii  (1)  bis  (4)  kann  man  aus  der  tri- 
gonumetrisclien  Tafel,  daren  Angaben,  wie  schon  fraher  (%  7)  herifor- 
gehoben  wurde,  nur  fur  spitz«  Winkel  unmittelbar  ausreichen, 
da  die  Tafeln  nur  lüi  das  Argument  OO  bis  90"  pingerichtet  sind, 
nunmehi  fur  jeden  beliebigen  Winkel  die  Funk tions werte  entnehmen 
Die  Gleichungen  (1)  bis  (4)  gelten  an  sich  vollkommen  allgemein  fur 
jeden  ginz  beliebigen  Winfel  ip;  praktibCh  Tviclitig  =iind  sie  rait 
Eucksicht  auf  das  soeben  Ausgesprochene  nui  fui  spit^"  Winkel  if 
Z   B   ist 


si#  1500  =  sin0.80'^- 
cos  1500^  cos  (1800- 


.  300)  ^  si„  30«  r 


«  =  -^|ys 


si«  2 10«  = 
cos  2100  = 


sin  (270"- 
cos  (2700- 


sin  3150  ^  s. 
cos  3150  _c, 


0  —  450)  ^  sin  (~  45«)  ^  —  sin  450  = 
0  _  450)  _  cos  (—  450)  ^  ^  ^os  450  = 


u.  s.  w.    Man  bilde  zahlreiche  Beispiele,  auch  für  tg  und  dg,  mit  ein- 
fachen Zahlen. 
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118     §  14-  Eekt.  füi'  zwei  Winkel,  die  siclj  um  Vielfache  von  900  unters clieiden. 

ä)  Relatlouen  zwischen  den  gonionietrisclieu 
JFnuktionen  zweier  IVinkel,  die  sieb  am  ganze  Viel- 
fache  Ton  dO^niitersciielden.  Haapt-Qnadrantenrela- 
tionen.  '^) 

Praktisch  von  nocli  grösserer  Wiclitiglieit  als  die  vor- 
stellenden Qaadrantenrelationen  sind  die  folgenden,  mit 
ihrer  Hilfe  oder  unmittelbar  leicht  nachzuweisenden  und 
ebenfalls  ganz  allgemein  giltigen  Relationen: 

sin  (90°  —  (p)  ==  sin  (180"  —  90"  ■+-  >f)  ^  sin  (90»  —  <p)^-hcosqi 
n.  s.  f.  oder: 

(    sin  (90°  +  ip)  =  +    cos  <f 
con  (90°  +  q»)  =  —    Bin  qi 
]       tg  (900  +  ^)  =  _     ctg^i 
ctg  (90!>  +  ifi)  =  —      tff  (p 
sec  (90'>  +  gi)  =  —  coseo  <f) 
\  cosec  (900  -^  qi)  —  +      sec  (f.    Ebenso  erliält  man 
=  —    sin  <fi 


(5) 


(6) 


s/w  (1800 
cos  {180  <> 
tff  (1800  +  (p) 
ctg  (1800 


(') 


I  +    ctg^ 

-.  —      sec  <p 

:  —  cosec  (p ;    und  schliesslich 


cosec  (1800  4 
sin  (2700  ^. 

cos  (2700  +  (jp)  =  +     sin  <f 
^17(2700  +  ^5)  =  —     ctgcp 
cifir  (2700  +  qi.)  =  —       tg  f> 
sec  (2700. 
l  cosec  (2700  . 

Die  sämtlichen  obigen  Gleichungen  (1)  bis  (4),  sowie  (5)  bis  (7) 
sind  sehr  leicht  zu  merken,  sobald  man  sich,  was  zwar,  wie  schon 
bemerkt,  an  sich  unnötig,  aber  praktisch  allein  wichtig  ist, 
unter  (p  einen  spitzen  Winkel  vorstellt;  man  hat  dana  fol- 
gende zwei  Regeln: 

Der  Quadrant,  in  derade  r  IV  iiikel  liegt,  bestimmt 
das  Vorzeichen  (vgl.  §   13,  4). 

Kommt  1800  oder  300"  im  Winkel  vor,  so  bleibt  die 
Funktion,   kommt  90"  oder  370"  im  Winkel  vor,   so 
hat  man  die  Co-Funktion  zu  nehmen 
Peispielo,  wobei  also  qi  immer  einen  spitzen  Winkel  vorstellen 
mag,  da  sonst  zwar  die  Gleichungen  richtig  bleiben,  aber  die  Bezeich- 
nung der  Quadranten,  bei  beliebigem  ip,  nicht  mehr  möglich  ist 
1)  sjn  (270'' -i-q)  =  ?    Winkel  im  IV.  Quadianten    alsj  sein  •■in 
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negatW,  da  die  Ordinate  negativ  ist;  wegen  270"  ist  statt  siw  der 
cos  zn  nehmen,  also: 

sJm(270'>  +  ijj)  =  ^  cos  Hfl. 

2)  if/ (180''  — ly)  =  ?    Winkel  im  II.  Quadranten,  also  sin  positiv, 
cos  negativ,  somit  tg  negativ,  und  wegen  180": 

tg{\%i)'>  —  (i,)^^t9<f. 

3)  cos  112'^  13'  45"  =  ?  Winkel  im  II.  Quadranten,  also  cos  negativ 
und  dann  entweder 

a)  112"  13' 45"=:^  1800  — 670  46' 15",  aisQ. 

cos  112«  13'  45"  =  —  cos  670  46'  15" 
oder  kürzer,  da  die  Minuten  und  Sekunden  unverändert  Weiben, 
weshall)  stets  so  zu  rechnen; 

b)  112"  13'  45"  =  90"  +  23"  13'  45",  also 

cos  112»  13'  45"  =  —  sin  22"  13'  45". 

4)  sin  402"  80'  40"  ~  ?    Winkel  im  I.  Quadranten,  also 

sin  402"  30'  40"  =  sin  42"  30'  40". 

3)  AnfsDclien  dev  ^oniometri sehen  Znhle»  für 
IbelieMge  Winkel   in    der  Tafel   für  spitze  Winkel. 

Die  letzten  Beispiele  machten  vollends  klar,  dass  man  mit  Hilfe 
der  Beziehungen  (1)  bis  (4)  und  (5)  bis  (7)  und  der  nur  tur  '.pitze 
Winkel  aufgestellten  Tafeln  der  trigonometrischen  Zahlen  und  deren 
Logarithmen  in  der  That  die  Werte  der  Funktionen  für  jeden  ginz 
beliebigen  Winkel  aufsuchen  kann;  das  Beispiel  3)  hat  luch  klar 
gemacht,  dass  die  Belationen  (5)  bis  (7)  in  der  That  piaktibuh  wich- 
tiger sind  als  (1)  bis  (4):  um  die  l''unktionen  irgend  eines  Winkels 
>■  90"  aufzuschlagen,  bedient  man  sich  beijuemer  des  spitzen  Winkels, 
den  man  erhalt,  wenn  man  von  dem  gegebenen  Winkel  das  nächst 
kleinere  ganze  Vielfache  von  90"  abzieht,  [d.  h.  man  bedient 
sich  der  Gleichimgen  (5)  bis  (7)J,  nicht  des  spitzen  Winkels,  der  den 
gegebenen  Winkel  zum  nächst  grossem  ganzen  Vielfachen  von  90"  er- 
gänzt (nicht  der  Gleichungen  (I)  bis  (4),  obgleich  wenigstens  die  fett  ge- 
druckten Teile  dieser  Gleichungen  ebenfalls  auswendig  zu  merken  sind). 

Bei  neuer  Winkelteilung  ist  der  Vorteil  von  (5)  bis  (7)  über  (1) 
bis  (4)  ebenso  einleuchtend;  doch  kann  man  hier  (bei  neuer  Teilung 
und  der  Bequemlichkeit,  mit  der  man  dekadische  Ergänzungen  an- 
schreibt) auch  merken:  Die  Funktion  bleibt  stets  (es  ist  nie  die  Go- 
Funktion  zu  nehmen),  wenn  man  im  zweiten  und  vierten  Quadranten 
den  spitzen  Winkel,  den  man  braucht,  als  Ergänzung  auf  zwei- 
hundert nnd  vierhundert  ITeugrad  1.''  ansetzt;  über  das  Vorzeichen 
ist  wie  oben  zu  entscheiden. 

Zu  dieser  Aufgabe:  die  Funktionen  eines  ganz  beliebig  gegebenen 
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Winkels  aufzusclilageii,  sind  schon  liier  Beispiele  mit  Zahlen  m  so 
grosser  Menge  durchzuführen,  dass  die  Gleichungen  (1)  bis  (8),  beson- 
ders (5)  bis  (7)  völlig  geläufig  werden  nnd  beim  Aufschlage»  gar  keine 
besondere  Überlegung  mehr  erforderlich  ist.  Hier  stehen  nur  nochmals 
einige  Andeutungen  für  diese  Übungen:  a)  für  natürliche  Zahlen,  b)  für 
Logarithmen,  a) 

sia  lOB'  Z(y  =  -f  cos  18"  20'  =  -f-  O^HB  beijuemer  aU:  si«  108"  ^~  +  ain  71"  41/  =  +  O.SliS 
cos  162"  11/  =  —  siK  7»  10'  =  —  0,9S2O  liequeiner  sls :  nw  lfla=  10'  =  —  tos  17"  60'  =  —  0.8520 
(l7  218"  46' =  +  is  33»  45' =  +  0,6682  bequemer  als :  ^  21Ko  45' =  +  rfj  56°  15' =  +  0,6682 
eig  247=21'  =  +  «9  67»  ai'=-f- 0,4173  bequemer  als:  dt,  äiT  ZV  ~  +  fg  S^  SS' =  +  i},in» 

CM 328° 35' =  +  si« 58" 85' =  +  03584  bequemer  als!  cos 328" S6'  =  +  cos31"25' =  +  0,3534, 

Was  igt  sJ«74804i'?  cos393010'?  tgbOS''17'1  0(^(508017'? 
(Man  zieht  in  jedem  solchen  Fall,  um  den  Winkel  zwischen  00  und  360«  au 
bringen,  Imal  oder  2 mal...  8600  von  dem  Winkel  ab,  wodurch  er  nicht 
Tei^ndert  wird,  und  verföhtt  mit  dem  Best  wie  oben.) 

Was  ist  sin(-- 13» 4')?  wf((- 780 10')?  (3(-1640 13')?  cts(-3130 4')?  (In 
den  ZV/ei  ersten  Fällen  ist  dae  Besultat  unmittelbar  klar ;  in  den  zwei  letzten 
addiert  man  zum  gegebenen  Winkel  Imal  (in  andern  Fällen  2mat . , .)  8600, 
wodurch  er  nicht  venindert  und  wieder  zwischen  00  und  3600  gebracht  wird.) 
Was  ist  (ohne  Tafel)  (((  250 "?  cißSSO"?  f^flöO"?  etgl50''>  sin 
13S»,33...?    CM  133  ",33...?  ai»  366',66.. .  ?   cos  366",66. . .? 

b)  Wenn  die  Logarithmen  von  Funktionen  beliebiger  Winkel 
aufzusuchen  sind,   so  wird  die  schon  früher  (g  7,  Schlass)   gemachte 
Aufstellung  über  die  Logarithmen  negativer  Zahlen  praktisch;  die  Funk- 
tionswerte .beliebiger  Winkel  sind  z.   T.   negativ,   die  Loga- 
rithmen negativer  Zahlen  aber  imaginär.    Um  also  mit  nega- 
tiven Zahlen  überhaupt  logarithmisch  rechnen  (multiplizieren  und  divi- 
dieren) zu  können,  ist  notwendig,  auf  irgend  eine  Art  auszudrücken, 
dass  die  Zahl  zu  dem  Logarithmus,  den  man  ohne  Rücksicht  auf 
das  —  Voraeichen  aufgesucht  hat,  mit  dem  Vorzeichen  —  versehen  zu 
denken  ist.    Es  soll  das  in  Zukunft  stets  durch  den   Buchstaben  n 
geschehen,  dar  dem  Logarithmus  angehängt  wird.    Es  ist  also  nun  mit 
Benützung  der  logarithmisch- trigonometrischen  Tafel  z.  B. 
log  sin  1320  4'  20"  =  log  (-+  cos 42»  4'  20")  =  9.87  058  — 10 
%  cos  132° 4'  20"  =  log  (— sw42''4'  20")  =(9.82612  — 10]  n 
log  tg  222«  4' 20"  =log(—tg  42^4' 20")  =  (9.95  554— 10}  m 
log  ctg  222«  4'  20"  =  log  (—  ctg  42"  4'  20")  ^  _0^4  446« 
%s?«3250  52'40"  =  %(— cos  55»  52' 40")  =  (9.74893  — 10)K 
log  cos 325°  52'  40"  =  loci[+  im  5^^  5^' 40  ')=  9  91  705  — 10 
U.  s,  w.    Der  Anfanger  thut  m  manchen  Fdllt-n  gut    nicht  nui   das 
Zeichen  w,  sondern  auch  das  (an  sich  entbehriiclie)  Zeichen  +  im  ent- 
gegengesetzten Fall  anzubiingen 
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Zn  beactten  ist  nochmals,  dass  die  Gleicliungen  (1)  bia  (8), 
auch  wenn  man  sioti  in  ilinen,  wie  es  oben  geschehen  ist,  <f 
nur  als  spitzen  Winkel  denkt,  alle  möglichen  Winkel  um- 
fassen; sie  beziehen  sieb,  für  diesen  Fall  (^  spitz)  allerdings 
nur  auf  die  vier  Quadranten  des  rechtwinkligen  Systems, 
auf  Winkel  zwischen  O*'  und  360'',  allein  andere  Winkel  kommen 
für  uns  aucb  nicht  in  Betracht,  weil  man  mit  Hilfe  der  (in  Beziehung 
auf  die  goniometriscben  Punktionen  giltigen)  Identität  ß  eine 
ganz  positive  oder  negative  Zahl;  (p  kann  an  sich  positiv  oder  negativ 
sein)  k .  360"  +  gi  ^=  +  (p 

jeden  Winkel  ausserhalb   des  Bereichs  0°  bis   360"  sofort  in   diesen 
Bereich  bringen  kann. 

Es  kommen  also  für  uns  hier  and  in  Zakunft  stets 
allerdings  nur  Winkel  zwischen  0"  und  860»  (0"  und  400"; 
analytisch  0  und  2a)  in  Betracht;  vgl.  §  IS,  S). 

4)  Umkehrniig :  Aufsuchen  des  Winkels,  der  zu  dem 
gegebenen  Wert  einer  seiner  goniometriscben  Funktionen 
gehört.  Hier  ist  vor  allem  zu  beachten,  was  geometrisch  unmittelbar 
anschaulich  ist  und  nun  durch  die  Gleichungen  (1)  bis  (7)  auch  leicht 
arithmetisch  eingesehen  werden  kann ; 

Es  glebt  zwischen  0"  und  360"  stets  zwei  (und  nnr  zwei) 
Wiakel,  von  denen  eine  bestimmte  goniometrische  Punktion 
gleich  einer  gegebenen  Zahl  ist.  So  erhält  man  z.  B.  für  den 
Winkel,  dessen  tg=i  ist,  die  zwei  Werte  45 ^  und  225";  ausserdem  erhält 
man  allerdings  noch  beliebig  viele  Werte  dos  Winkels,  z.  B.  405*>,  585", 
765"..,,  —135**,  —SIS**...,  die  sich  aber  alle  von  den  vorigec  cur 
um  ganze  Vielfeche  von  360"  unterscheiden,  d.  h.  nicht  unterscheiden. 
Der  Winkel,  dessen  sin  =  —  -^  ist,  hat  die  zwei  Werte  210"  und 
330"  — —30";  der  Winkel,  dessen  cos  =  +  jVS  ist,  bat  die  zwei 
Werte  +  30"  und  —  80"  =  380";  der  Winkel,  dessen  cos  =  +  4-  ist, 
hat  die  zwei  Werte  60"  und  300»  (=  ~  60")  u.  s.  f. 

Wenn  demnach  durch  eine  gegebene  goniometrische  Punktion  ein 
Winkel  eindeutig  bestimmt  sein  soll,  so  muss  sonst  noch  eine  An- 
gabe über  den  Winkel  vorliegen,  z.  B.  das  Vorzeichen  einer  andern 
Punktion,  die  natürlich  nur  nicht  die  reciproke  Punktion  der 
gegebenen  sein  darf,  da  deren  Vorzeichen  selbstverständlich  ist. 

Man  merke  gleich  hier:  Bedeutet  m  die  gegebene  Zahl  {m  posi- 
tiv oder  negativ;  für  sin  und  cos  mit  der  Beschränkung,  dass 
j»  absolut  <  1  sein  muss;  bei  sec  und  cosec,  falls  sie  vorkommen. 
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mit  der  Beschräükung  absolut  wi>l;  bei  tg  und  ctg  ohne  Be- 
schränkung über  den  Wert  von  m),  so  erhält  man  ans: 

1)  sin  (f  —  m  zwei  Werte  des  Winkels  ^ ,  die  sich  zu  ISO"  {«i  p  o- 
sitiv)  oder  540»  (=  360« -+- 180»;  m  negativ)  ergänzen; 

2)  €osq}  =  in  zwei  Werte  des  Winkels  iji,  die  sich  zu  SSO*"  {m 
negativ)  oder  0"  (=360";  m  positiv,  gü  der  entsprechende 
positive  und  negative  spitze  Winkel)  ergänzen; 

3)  tff(p  =  m  oder  ctgq!—-«i  zwei  Werte  des  Winkels  (p,  die  sich 
in  Jedem  Tall  um  ISO"  unterscheiden. 

Es  ist  dies  einfach  geometrisch  den  allgemeinen  Definitionen  ge- 
mäss anschaulich  zu  maclien:  sin  qi  gleich  einer  gegebenen  Zahl 
liefert  zwei  zweite  Winkelschenkel,  die  symmetrisch  zur  Ordinaten- 
axe  liegen;  cos  cp  gleich  einer  gegebenen  Zahl  liefert  zwei  zweite 
Winkelschenkel,  die  symmetrisch  zur  Abaeissenaxe  liegen;  tg  cp 
oder  oicf  qi  gleich  einer  gegebenen  Zahl  liefert  zwei  zweite  Winkel- 
schenkei,  von  denen  stets  der  eine  die  Verlängerung  des  andern  ist. 

■Obung.a)3fK!P=  +  0,8113  giebt  9',  =  1S°10',  (0,=  13»«  — 1S»I0'  =  90"-|-71"50'  =  161"60' 
cssg'  =  +  0^ns       „      »>,  =  71"50',  fl>j  =  390"  — 71>5O'=aT0ii+18"10'  =  283"10' 


=  +  0,4968 


f- 0,3118  «Dil  B«li)iiiiiD£.  da£s  I 
1-0,3118  „        ,         ,  ( 


=  ISO»  +  26«  2S' =20S"  25' 
1.  WlnM.deaa  J90,49fl8=90i4-aB''  25'=llfl'>  25' 
,    iill).49e8=a70"+26°2B'=296=2ö' 

}s  (p  positit  teitt  soll  gidjl  mir  9  =  IS"  10' 
tsq)n(tgativ  »   „    B     ,   q3=161''50' 


tS  ip  =  + 0,4968  „        „ 
Sir(p  =  + 0,4968  , 

l  11 

ncp  positiv  ,   ,     ,     „    1^=26025' 
^q)  negativ  ,    ,     ,     „    q)=  206025' 

ZöSfsmqi^  9.23991  —  10  gieb 
Zojj  cos  ^-9.99334-10      , 

00  0'  20",  (pz  =  169<'  59'  40" 
000',5,   ipa=-1000',5=349059',5. 

%fi/gt  =  9.28300  —  10      , 
%c(ifq)  =  9.28300  —  10      , 

00  51' 40",  (Pb  =  190»  51' 40" 
90   8'  20",  q)2  =  2S90   8'  20" 

%tsq5  =  (9.28300  — 10)», 
%e(ff'P=  (9.28  300  — 10)n, 

690  8' 20",  q)a  =  3490   8' 20" 

000  51'40"fl,2  =  2800  51' 40" -^,f;; 

logtg(p  =  9.31 
logetgip=9.2'< 


im  cos  9  iiflsitis  ™iii  s«ll,  ^«bt  nnr  qp  =   loo  51'  40" 
„   cos  *  positiv  „    „     „     ,   ij)  =  2800  51'40" 


i03(^q?  =  9.28  300«, 
%ctsq)=  9.28  300 


sin  ipiegativ  , 
sin  (ji  negativ  „ 


Zojfsmiji^O.lOOOO  giebt  rp  =  %  %  cos  qi  =  0.23  488  re  ^ebt  (p=l  \t 

logseccp  =  9.30 103-10 n  giebt  (p  =?  % eosea (p  =  8.22  222-10  giebt  if  =  ?  f  I, 

5)   Bechnnngsregeln    für   3)   und  4).     (Wiederliolnng). 
Beispiele.    Es  ist  zu  empfehlen,  schon  von  hier  aus  nicht  weiter  zu 
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F    kt           t 
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F     kt            rt         !      ^     kl           !t 

1)  Der  Quadrant,  in  dem  der 
Winkel  liegt,  bestimmt  dasVor- 
2  eicli  er  des  Funktionawerts  nach 

1)  DermitVorzeichengegebeneWert 
der  Funktion  F  (oder  des  log  von  F)  sei 
m  (absolut  m  <  I  für  si«  und  eos,  be- 
liebig für  tg  und  ctg). 

Die  Auflösung  ist  iujodem  I'al!  zwei- 

I. 

II. 

ni    IV. 

cos 

ctg 

+ 

+ 
+ 

+ 

+     - 
+     - 

wertig,  wenn  nur  mgegeben  ist,  ein- 
deutig, wenn  ausser  m  (mit Vorzeichen) 
das  Vorzeichen  einer  beliebigen  an- 
dern Funktion  (die  reciproke  ausgenom- 
men) des  Winkels  gegeben  ist. 

iir 

dar 
90 
Wi 

au 

Ode 
Eü 
ch 

Fü 
Ode 
mu 

gel 

)  Der 

,'iv.  q 

gestellt 

180",  S 
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y,^,  so  i 

das  ^ 

F 

b.  ist 

r  =  270 

cksich 
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rt  man  d 
r  dem  so 
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gegeb 
hdera 
aadra 
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qj  =^ 
t,  oh 
orze 
£)  = 
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au 

)  =  . 
er  so 
erha 
Chi) 
so 

ene 
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che 

*  — 

da 

Jo-F^ 
erhal 
tenen 
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st  di 

Vinkel   rj) 
em  I,  IL, 
angehört, 
von  (00), 
n  spitzen 

r  =  1800 
icksieht 

: 

); 

900  +  ,^,^ 

st,  ohne 
Vorzei- 

mm  Zahl 
Logarith- 
amte  Vor- 
Aufgabe 

im  ersten  Fall  die  zwei,  im  andern 
Fall,  mit  Eücksicht  auf  das  gegebene 
Vorzeichen  der  weitern  Funktion,  den 
einen  Quadranten,  dem  die  zwei  oder 

blick  der  linke  bei  1)  stehenden  Tafel. 

einer  der  zwei  Winkelwerta,  oder  im 
zweiten  Fall  der  allein  in  Betracht 
kommende  Winkelwert,  im  I.  oder  ni. 
Quadranten,  so  ist  er  .pi  oder  aber 
180»4-qii,  wenn  (ji,  den  spitzen  Winkel 
bedeutet,  dessen  F_  gleich  der  gegebenen 
(absoluten)  Zahl  m  ist  (ebenso  für  den 
Logarithmus) ; 

liegt  aber  nach  jener  Entsclieidung 
einer  der  zwei  Winkelwerte,  oder  im 
zweiten  Fall  der  allein  in  Betracht 
kommende  Winkolwert,  im  II.  oder  IV. 
Quadranten,  so  ist  er  (90»  +  q,^)  oder 
aber{2700-4-q)2),  wenn  qsg  den  spitzen 
Winkel  bedeutet,  dessen  Go^  gleich 
der  gegebenen  (absoluten)  Zahl  m  ist 
(ebenso  für  den  Log). 
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Es  ist  ganz  zweckmässig,  diese  Regeln  in  jedem  Fall 
geradezu  auszusprechen,  also  in  folgenden  Beispielen  wie  angegeben 
zu  sprechen : 

sin  16S**40'  =  ?  Winkel  im  IL  Quadranten;  dort  ist  sin  posi- 
tiv; Winkel  =  90°  +  dem  spitzen  Winkel  qi^  =  78'^  40';  sin  des  ge- 
gebenen Winkels  also  =  cos  von  ipi,  ä.  li.  sin  168«  40'  =  +  0,9805. 

i?  227"  20'  =?  Winkel  im  III.  Quadranten;  dort  ist  tg  positiv 
{sin  und  cos  negativ);  Winkel  =  180"  -h  dorn  spitzen  Winkel  ipi  ~ 
47 "  20' ;  tff  des  gegebenen  also  =  tg  von  if^ ,  d,  h.  tg  227 "  20'  ~ 
4-1,0850. 

log  rasl680  40'=?  Winkel  im  II.  Quadranten;  cos  also  negativ; 
Winkel  =  90"  -t-  78"  40';  ges.  log  cos  also  {vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen) —  log  sin  78"  40';  oder  im  ganzen  log  cos  168"  40'  = 
9.2934  n. 

log  tg  312'' 5'  —  ?  Winkel  im  IV.  Quadranten;  fg  also  negativ; 
Winkel  —  270"  -i-  42"  5' ;  ges.  log  tg  also  (vom  Vorzeichen  abge- 
sehen) =  log  ctg  i2'>  5' i  oder  also  log  tg  312"  5'  =  0.0443  m;  u.  s.  w. 

Umkehr  uDg : 

f j/  <f  =  +  0,6138,  und  sinq,  soll  positiv  sein  (also  dann  auch 

cos  (p  positiv  da  tg  =  — );  tg  ist  positiv  im  I.  nnd  III.  Quadranten; 

und  cos  positiv  aber  nur  im  I.,  also  der  III,  Quadrant  auszuschli essen ; 
f  =  31'>32',5. 

fg(p=  -i-  0,6138,  lind  cosqi  soll  negativ  sein  (also  dann  auch 
sirup  negativ);  tg  ist  positiv  im  I.  und  III.  Quadranten;  sin  und  cos 
negativ  aberimllL,  also  derl.  Quadrant  auszuschliessen ;  ((i  =  212°  32', 5. 

(öj/ i(/ ij)  =  9.78  064,  und  siw  qi  positiv  (aUo  dann  auch  cos  ip 
positiv);  Winkel  im  I.  Quadranten;  ip  =  28"16'20". 

toi;  ((/ (f- =  9.73  064,  und  cosip  negativ;  Winkel  im  III.  Qua- 
dranten; =  180"  +  dem  spitzen  Winkel  dessen  log  tg  =  9.73  . . .  oder 
(f  =  208"  16'  20". 

logtg  qi  —  9.73  064«,  und  cos  tp  negativ  (also  dann  sin  5.  posi- 
tiv; tg  =  — );  Winkel  also  nicht  im  II.  oder  IV,  Quadranten,  wie 

cos/ 
nach  tg  aliein,   sondern  nur  im  IL;   Winkel  =  90"  -1-  dem  spitzen 
Winke),  dessen  logCo-tgQ.^Z. ..;  Winkel^  151" 43' 40". 

Iö^i(/ip —  9.73064m,  und  si«  9  negativ  (also  dann  cos  ip  posi- 
tiv); Winkel  im  IV.  Quadranten;  also  =  270"  +  dem  spitzen  Winkel, 
dessen  log  Co-tg  9.73 . . .;  Winkel  =  331"  43'  40". 
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log  ctg  qi  =  9.73  064,  und  sin  cp  positiv  (also  dann  aucli  cos  g-- 
positiv);  Winkel  im  I.  Quadranten;  rf  =  61" 43' 40". 

log  etg  (p  =  ^.7^0Q^,  nnd  si«  gn  negativ  (also  dann  auch  cosifi 
negativ);  Winkel  im  III.  Quadranten;  <ji  =180*'  +  dem  spitzen  Winkel, 
dessen  log  ctg  (p^  9.73 . . .,  also  qi  =  241"  4S'  40", 

log  ctg  qi  =  9.73  064  n,  und  smqj  positiv  (also  dann  cosq)  nega- 
tiv); Winkel  im  II.  Quadranten;  rf  =  90°  ■+-  dem  spitzen  Winkel, 
dessen  log  tg  =  9.73  . . ,  also  ip  =^  118"  16'  20". 

%  cC^tp  =  9.73  064«,  und  cos  if  positiv  (also  dann  sinrp 
negativ);  Winke!  im  IV.  Quadranten;  qe  ~  270"  + dem  spitzen  Winkel, 
dessen  log  tg  =  9.73  . . .,  also  q,  =  298"  16'  20". 

to^rsTOij)  =  9.01933,  undcosqs  positiv  (oder  ebenso:  tg  ef  posi- 
tiv); Winkel  im  I.  Quadranten;  y,  =  6"0'  5' 

log  sm  qi  =  9.01 933,  und  cos  qj  negativ  (odpr  ebenso  tg  tp  nega- 
tiv); Winkel  im  U.  Quadranten;  .p  :z:  90"  h-  dem  spitzen  Winkelj 
dessen  log  Co-sm  =  9.01 9SS,  also  90"  +  83^  59  55    =  173"  59'  55". 

log  sin  qi  —  9.01933w,  und  cos(f)  negativ  (also  dann  tg  f  posi- 
tiv); Winkel  im  III.  Quadranten;  (p  =  180"  +  dem  spitzen  Winkel 
dessen  log  sin  =  9.01 . ..  oder  (ji  =.  180"  +  6"0' 5"  r^l86"0'5". 

log  sin  qt  —  9.01933«,  und  C0S(p  positiv  (oder  ebenso  tg(p  nega- 
tiv); Winkel  im  IV,  Quadranten;  tf  =  270"  +  dem  spitzen  Winkel, 
dessen  log  Co-sin  ^  9.01  ...  r=  270°  +  83"  59'  55",  oder  q<  ^- 
358»  59'  55". 

6)  tiaiig  äer  goniometrischen  Zablen  iür  belie- 
big grostie  IVInliel.  Ein  erster  Überblick  über  den  Gang  der 
goniometrischen  Funktions werte,  wenn  der  Winkel  die  Werte  von  0" 
bis  360"  (analytisch  0  his  2  n)  durchläuft,  ist  schon  aus  der  Zusammen- 
stellung der  Zahlenwerte  für  0",  90",  180",  270"  im  letzten  §  (S.  114) 
zu  gewinnen.  Man  kann  diese  Tafel  mit  EücksicM  auf  die  vorstehenden 
Quadrantenrelationen  und  die  von  früher  bekannten  Werte  der  gonio- 
metrischen Funktionen  für  einige  Werte  von  spitzen  Winkeln  (30"  und 
60";  sin  30»  =  coS  60°  =  y ;  cos  30  *>  =  sin  60  "  ^  IV^^  0,866  . . . ; 
tg  30"  =  ctg  60"  =  -^  ^  |  yW=  0,577  . . .;     ctg  80»  =  tg  60"  =VB  = 

1,732  . . .)  erweitern  und  erhält  damit  z.  E.  folgende  vollständige  Über- 
sicht für  Sinus,  für  Tangens,  für  Cos  und  für  Cotrj: 
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Winkel 

sin 

1  Winkel 

tang 

Winkel 

cos    1  Winkel 

cotg 

1 

0° 

0,000. 

0° 

0,000. . 

0° 

1,000. 

0° 

^ 

30= 
60° 
90° 
120° 
150° 

0,500. 
1,000. 
0,500. 

30° 
60° 
90° 
120° 
150° 

0.577. . 
1,732. . 

-1,732. 
-0,577, . 

30° 

eo" 

90° 
120° 
150° 

0,866. 
0,500. 

to,ooo. 

-0,500. 
-0,866. 

30° 
60° 
90o 
120° 
150° 

1,732. 

0,577. 
+0,000. 
-0,077. 
-1,732.. 

a 

180° 

0,000. 

180° 

f  0.000. . 

180° 

-1,000. 

180° 

+  " 

|H 

3 

i 

210° 
240° 

270° 
800" 
330° 

-0,500. 
-0,866. 
-1,000. 
-0,866. 
-0,500. 

310° 
2i0° 
270° 
800° 
380° 

+0,577. . 
f  1,732. . 

-1,732. 
-0,577. . 

210° 
240° 
270° 

300° 
880° 

-0,866. 
-0,500. 
+:0,000. 
+0,500. 
+0,866. 

310° 
240° 
270° 
800° 
330° 

+1,732. . 
+0,577. . 
+0,000. , 
-0,577. 
-1,732. 

■9 

seo'^O' 

4:0,000. 

|360°=0° 

fO.OOO. 

^°=0° 

+1,000. 

seo°-o° 

-t-  °= 

■ 

■ 

Für  sin  bat  man  also  folgenden  Gang:  für  qi  =  00  ist  sin  =  0;  wachst  qj 
bis  OOf',  so  wächst  auch  sin  ip,  anfangs  ziemlich  genau  proportional  ^,  später 
langsamer,  in  der  Nahe  von  900  sehr  langsam,  bis  mit  qa  =  90"  der  sin  iji 
Beinen  Marimaiwert  1  erlangt  hat.  Wächst  qp  weiter,  so  nimmt  sin  (p  wieder 
ah,  anfangs  sehr  langsam,  in  der  Nähe  voB  180"  nngeföhr  proportional  mit  dem 
Wachstum  Ton  qp;  ist  ip  bis  zu  ISO«  gewachsen,  so  hat  sinip  bis  zu  0  ab- 
genommen. Wachst  (jp  noch  weiter,  durch  den  dritten  Quadranten,  so  wird 
nun  sin  9  negativ,  bis  mit  qs  =  270"  das  absolute  Minimum  des  mö^iohen 
Werts  Ton  sin  tp,  nSmlich  —  1  eneicht  ist;  im  letzten  Quadranten  nimmt  von 
(p=  2700  an  w«  if  wieder  au,  bleibt  aber  negativ  (die  absoluten  Zahlen 
nehmen  also  wieder  ab)  bis  mit  cp  =  3600  =  qq  der  Wert  von  sin  <p  wieder 
zu  0  geworden  ist 

Man  ipreche  sith  selbst  das  Gleiche  för  cos,  dann  auch  för  tg 
und  füi  ctg  durch  Bei  i^rOGO  steht  ±=»,  um  anzudeuten,  dass  zwischen 
+  00  und  —  =0  hiei    eigentlich   kein  Unterschied  vorhanden  ist: 


.t  1,  cos  90»  aber  0  und  da  - 


—  0,  so  ist  auch  tg  9( 


I 

^+0 


als  +  oo  einzusetzen.  Ea  wird  dies  auch  durch  den  Gang  selbst  Uar;  « 
der  Winkel  durch  den  I.  Quadranten,  z.  B.  durch  87»,  88",  890 
sich  tg  sehr  rasch  und  mit  dem  Winkeiwert  900  ist  der  Wert  +  00  geworden, 
über  jede  angebbare  Zahl  hinaus  gewachsen;  denkt  man  sich  aber  den  Winkel 
auf  der  andern  Seite  durch  den  IL  Quadranten  hindurch  gegen  SO"  hin 
abnehmen,  lOÜO,  Ö50,  940,  930,  920,  910,  go  bleibt  der  Wert  der  ty 
immer  negativ  und  nimmt  rasch  ab  (die  absoluten  Zahlen  steigen),  bis 
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hier  mit  dem  litenzfall  90^  der  Grenzwert  —  =  erreicht  ist:  der  Wert  der 
tg  des  Winkels  öW  59  5fi",oo  . .  ist  z.  B.  =  -t-  206  265:  der  Wert  der  tg  von 
900 0'  1  HO  abei  ist  =  -206 265(Qrund  fttr  diese Zalilen ?);  tg 89" 59'  59" ,900 . . 
ist  =+206264:8  tg '^mO' 0", 100  .  .  ist  =  —  2062648;  f^f  89059' 50"  ist 
=  -(-20626,  tj7  900  0' 10"  = —  20626;  tj;  89«  58' 20"  =  + 2063  rund, 
tg  900  1'  40"  =  —  2063  rund  (Grnnd  auch  für  diese  Zahlen !}.  Ebenso  an 
den  andern  Stellen  der  ob^en  Tafel  wo  +  00  oder  +  00  steht  hei  tg  und  ctg. 
Zahlen beispiele'  Aufstellung  derselben  Tafeln  in-h  für  spc  und  wec 
{see  —  —  wächst  mit  von  0*  bis  90"  zunehmendem  Wi  ikel  v  n  1  bis  +  -^ 
nimmt  bei  von  JOo  bis  180  Eonehnendem  Winkel  von  —  »  lis  — 1  zn 
bei  von  I8OO  bis  270«  wachsendem  Winkel  von  —  1  bia  —  qo  ab  bei  von 
2700  bis  3600  =  00  waohspndpm  Winl^el  von  +  «  bis  1  ab  Auch  hier 
mnss  also  z.  B   Im  '^ß  stehen    ±  -=)     U    s   w 

Am  einfachsten  und  vollstand igsteo  kann  man  wie  immei  in 
solchen  Fällea  dipsen  Gang  der  runkhouen  auf  Pintr  giaihiatlien 
Darstellung  ubeiblickPn  auf  dei  die  ^\inkel weite  als  ibscissen  die 
zngehöiigen  Weite  d  r  dai?u  stellen  den  I'nnktion  als  Orlmaten  aufgetra 
gen  werden  und  die  to  gewonnenen  Punkte  diicli  eme  steige  Cnrv  vei 
bnnden  sind  Man  erhalt  damit  1  e  fulgenden  Figmen  difi  zwei  elften 
ifelten  für  soi  unÄ  t  mg  die  dritte  fui  das  weniger  w  clitige  sc  Man 
braudit  aur  Darstelliuig  der  Bilder  aller  sechs  1  iinl  t  onen  nur  diese 
<3iei,  da  fm  alle  Falle  gilt  C  I{a)  =  F(<^0  —u)  und  umgukelit 
fai  die  Co  Funktion  einer  best  mmten  Funktion  eil  alt  man  iemnacb 
dasselbe  Bill  wie  für  diese  nur  m  anderer  Lage  7um  Cooidi 
nateusysteni 

"Wenn  man  nur  eine  ubeis  chtl  che  grapliiaolie  Darstellung  haben 
will,  so  ist  es  femei  ganz  glen,hgiltig  welchen  Ab^caaen  und  welchen 
Ordinatenmassstab  man  nimmt  d  h  welche  Stiet,ke  aul  der  x  A\6 
den  Betrag  90«  vorstellen  sill  (d  r  dann  nur  selbstverstänlhch  tui  lie 
Vielfachen  und  Teile  beiznbeh  titen  ist)  und  wie  giosa  die  Einheit  fm 
die  Ordinatonzahlen  £,emacht  wid 

Wenn  man  aber  eine  Daistellnng  haben  will  1  e  zugkii,h  im 
Sinn  der  Analjsis  richtig  at  «o  muas  man  als  Abai-iasenstrecken  a, 
die  Arcuszahlen  nehmen  unl  diese  Zahlen  mit  1ei selben  Strecke  als 
Längeneinheit  auftiagen  mit  dei  lie  Ordii  atei  zahlen  aufgetrs^en 
werden.     Man  hit  aich  dabei  zu  erinnern    da  s 

arc900-^«  15708   I    u>c270   =^==47124 
«»■cl800=  ;j=:3,141G     I     «rc  360«  =  2  17  =  6,2832     ist; 
ferner,  dasa  man  für  die  trigonometrischen  Punktionen  stets  ...180', 
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Ili!ifil  Sirt. 


V        /\\    ,\    '^fe  Ih         1/  •         >i 


Tdcna, 
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270«    mx.h  si-tzfn  kiiii         -ISO"    —'^0'*    odrr  im  Arciis-Weii  (als 

Sa 
ArgnmeDt  fui  dip  goniometiisthm  FuLktiiuei])  "-tatt n,  -,-     auch 


Mit  Buckaicht  hierauf  smd  Am  Curven  gezeichnet.  Auf  der 
I  sind  Gradzihlen  nur  für  den  ersten  Quadranten  angenom- 
men, sonst  stellt  das  Wmkplargnment  nui  m  Form  von  Arcns-7,ahl&n 
dort;  -i-x  ist  in  den  F%nifn  wieder  nach  rechts  (also  +j/  nach 
vorne)  angenommen 

Pnr  srii  erhalt  mau  eine  ,6?«Mbhnie''  (odfi  aher  ganz  unpassend: 
Simtsoifle  genannt)   die  die  a  Axe  in  den  PunktP»  ....  —  2n,  —n,^,  ti, 

Hammer    rrlbonometne     2  Aul]  0 
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2  7t ....  in  „Wendepunkten"  schneidet  und  in  den  Punkten ~      -, 

—  -  +1^.  +"5~ ihre  Culminationspuökte  gegen  die  ar-Äxe  (Maxi- 
mum und  Miniraum  der  Ordinalen  längen  -f- 1  und  — 1)  erreicht.  Der 
Sülinittwinkel  zwisclien  Curve  und  a-Axe  ist  bei  dem  angenommenen 
richtigen  Verhältnis  zwischen  Abscissen-  und  Ordinatenmaasstab  (Abseis- 
sen  die  arc-Zahlen,  Ordiuaten  die  zngehörigen  siM-Zah!en  mit  c 
Längeneinheit  aufgetragen)  ein  halber  rechter  (für  sehr 
Winkel  von  0  aus  z,  B.  also  sin  gleich  dem  arc, 
=  jlrcitszunahme). 

Für  iang  erhält  man  eine  andere,  ebenfalls  „tranacendente"  Linie, 
die  die  ji-Aite  in  denselben  Punkten  schneidet  (sin  und  tanff  verschwin- 
den gleichzeitig),  nämlich  in  den  Punkten  — —  2ji,  — tt,  0,  n, 

2  ff und  zwar  ebenfalls  in  Wendepunkten  der  Curve,  die  nun  aber 

keine  endlichen  Kulminationen  gegen  dio  »J-Axe  mehr  erreicht,  viel- 
mehr in  den  Punkten  .  ~  ~2~- — 9'  ■'""2'  -i-"6"-"-  »^^y'^P^"*^"'' 
senkrecht  zur  iB-Äxe  (parallel  dPt  '/  A^e)  besitzt.  Auch  hier  ist  dei 
Schuittwinkel  mit  der  x  Axe  unter  det  oben  genannten  Voraus 'jetznng 
ein  halber  rechter  {Grund  derselbe  unmittelbar  geometrisch  einleuch- 
tende wie  oben). 

Man  interpretiere  selbst  die  Ser  Linie. 

Wie  schon  oben  angedeutet  lat  stellt  die  iSm«scurTe  zugleich  die 
Coscnrve  dar,  wenn  man  nur  an  die  Abscisaenpunkte ,  an  denen  jetzt 

.. .  — -^,  —71,  —  K'  0.  -+--Ö'  -^T'  +  -«-■- ■stobt,  schreibt:...- 2 n, 

— -^.  —  n-,  — „.  0,     ■,  +11...,    (die  Punkte   in   der  angedeuteten 

Art  auf  einander  bezogen).  Man  kann  danach  selbst  in  derselben  Figur 
S7    die  den  Überblick  über  die  Sm  Werte  liefert     etwa  rot  beisetzen 

C       1  AdldnhrznPkt-+--l        A  1 


Bd^L  tltgnb  fl  fh        w 

Ib   F  gur       \    tq       teil         11     M      m     t    h       m  t  B  beh  1 

lg  dg       ItL  mlw         hdnnN  llpn  1 1 

Idmjt  Pkt-dOdAbis  1  Ih 

mtBlIltgl     \     t  <ln      t         Ehtnb     d 

1     t       1     B    fi  1     \b  it        1  1   k         1 
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lassen,  SO  dass  im  ganzen,  fto  jetzt  scliwarz  steht ,.,+  —-,  n,  -k,  0, — -^, 

—  TT,    —  -^- ...  ZU  setaen  wäre  (mit  L'mkehrnng  der  positiven  Richtnng 

aufderjÄXP)  — t— 3O+--J-T  ^,  +  2  jt  ...,  die  Punkte 
in  der  angegebenfi  4.1 1  auteinanipr  bpz  gen  Da  aber  dann  also  tou 
-t-  a,  nach  +  j  gegen  den  Uhraeigersinn  um  90*  zu  drehen  wäre,  ist  es 
bessei  <iicli  Ptwa  rot  d  dip  Figur  hinein  die  cf^-Linie  neu  zn  zeichnen, 
mit  Reibehaltung  le  ginzen  Cnjidnatensystems;  die  einzelnen  Zweige 
dei  npnen  Linie  finä  wiedöi  unt«r  biuh  und  denen  der  (p-Linie  kon- 
gruent und  legen  nn    mit  dieseu  symmetrisch  gegen  Linien  parallel 

zur  y-Äxe  in  den  Panltten  ±-7.  —~r^  —  "i"  ■■  ■  ^^^  Symmetralaxen : 
die  ci^Linie  schneidet  die  x-kut  in  den  Punkten  ...  —  -^,  —  o  ■•"  "2' 
-i-  —  . . .  und  hat  Asymptoten  parallel  zur  j/-.\xe  in  den  Punkten  der 
a^-Axe :  . . .  —  tt,  0.  4-  w . . .,  wobei  aber  also  in  jedem  einzelnen  Raum 
zwicben,  ■.;  —  0  ""-^^  ''-'<  ^  ^"'^  "^2'  '  ■'  '''^  Vorzeichen  der  Ordi- 
naten  der  beiden  Cnrven  dieselben  sind.  Man  trage  sich  selbst  diese 
neue  GotOMffens-'Kvirva  in  Fig.  38  etwa  rot  ein. 

Ähnlich  für  eine  Cosec-Linie. 

Diese  Curvenbilder  fürP'"!;  {^^  \;  T^M  zeigen  auch  sehr  ein- 
fach geometrisch  den  in  §  IS,  5,  ausgesprochenen  Satz,  daes  jede  der 
sechs  goniometrischen  Funktionen  eine  periodische  Funktion 
ist  mit  dem  Perioden -Modul  (360"  oder)  2n;  dasa  man  also  in 
der  That  mit  Betrachtung  des  Winkolraums  O"  bis  360  <*  für  jede  der 
sechs  ti-igonometrischen  Funktionen  alle  Werte  umfasst,  die  die  Funk- 
tion überhaupt  annelimen  kann  und  durch  Beschränkung  der  Winkel 
auf  die  Werte  zwischen  0''  bis  360"  thatsächlicli  keine  Beöchränkung 
eintreten  iässt.  Die  sechs  goniomotrischen  Funktionen  sind  ferner 
sämtlich  „Eindeutig".  Zu  jedem  gegebenen  Winkel  «  von  ganz 
beliebigem  Betrag,  positiv  oder  negativ,  giebt  es  nur  Einen  Wert  von 
sina,  cosa  u.  s.  f. 

Dip  Tangtns-  und  Cotanqensvarv^  zeigt  ferner,  ebenso  wie  schon 
die  übeisicht  de&  Gangs  im  Anfang  von  6,  dass  diese  beiden  Punk- 
tionen nicht  nur  fui  Werte  des  Arguments,  die  sich  um  2jr  unter- 
echpiden,  allemal  wieder  denspllien  Zahlanwart  annehmen,  sondern  schon 
für  Wertp   dps  Aiguments    die  siph  um  ir  unterscheiden.    Eichtiger 
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muss  also  der  allgemeine  Satz  in  g  18,  5.  und  der  vorstehende  so 
lauten:  Die  Funktionen  sin  und  cos  (ebenso  cosec  und  sec)  haben  die 
Periode  2w  (oder  360°),  die  Funktionen  tanff  unä  cotg  haben  die 
Periode  tt  (oder  180"),  d.  h.:  Verändert  man  «,  je  nachdem  es  in 
analytischem  Eass  oder  in  Gradmass  gegeben  ist,  um  h.n 
oder  um  ^,180"  (k  wird,  auch  für  das  Folgende  als  ganze,  positive 
oder  negative  Zahl  vorausgesetzt),  so  ändert  sich  tg  «  und  ctg  a 
nach  Grösse  und  Vorzeichen  nicht;  verändert  man«uin  2k. n 
oder  Z;,860*',  so  ändern  sich  auch  sin  a  und  cos  a  (also  auch 
cosec  K  nnd  sec  a)  nach  Grösse  und  Vorzeichen  nicht.  Man  merke 
sich  aber  auch  gleich  hier  ferner  dazu:  Verändert  man  «  umS^.^ioder 
Ä;.  1 8  0*^,  80  ändern  die  Werte  von  sin  a  und  cos  u  (also  auch  cosec« 
und  sec  «)  ihr  Vorzeichen  (der  absolute  Wort  bleibt  derselbe), 
?)  Verwandlung;  der  Polarcoordinnten  eine» 
Pniiktes  der  Ebene  in  rechtwinklige  Coordinatcn 
and  nnogekelti-t.  Nachdem  nun  in  3)  bis  5)  gezeigt  ist,  wie  man 
die  Funktionen  eines  ganz  beliebigen  Winkels  aufschlägt,  und  umgekehrt, 
kehren  wir  noch  einmal  zurück  7u  den  Gleichungen  (2)  des  vorigen  §■ 

Diese  dienen  zni  LBsung  folgendei  zwei  Aufgaben 

In  der  tourdmatenebene  liegt  das  lechtwinklign  "ijstem  und  das 
Polarcoirdmatpnijstem  so  dass  der  Nullpunkt  fni  beide  derselbe  ibt 
und  daaa  die  Polaiaxe  des  zweiten  zusammentillt  mt  der  t  Axe  des 
ersten  schartet  gesagt  dass  die  Richtung  +  v  des  ersten  System'! 
die  Null  Richtung  für  die  Richtungswinkel  f  im  zweiten  System  ist 
dass  also 

der  h  chtungawmkel     ü"  den  +  Zweig  der  x  Axe 

,  ,  90       „     +  ,        A\( 

lt-U>-     „     —  ,     t  Axp 

270"     ,     —     ,  ,   -if-Äxe, 

,    0"  =  360"     „     +      ,  ,    a!-Axe 


bedeutet.     Es  kommen  ja,  wie  schon  betont,  für  uns  nur  Winkel  zwi- 
schen 0*"  und  360'^  in  Betracht.     Was  sind  nun: 

1)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  (x,  y)   des  Punktes 

mit  den  gegebenen  Polarcoordinaten  {r,  q-)"? 

2)  die  Polarcoordinaten  (r,  tp)  des  Punktes  mit  den  ge- 

gebenen rechtwinkligen  Coordinaten  (x,  j/)? 
Da  sowohl  durch  gegebene  (x,  y)  als  durch  gegebene  (r,  f)  ein  Punkt 
Eindeutig  bestimmt  ist,  so  müssen   die  Lösungen   beider  Aufgaben 
Eindeutig  sein. 
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Es  handelt  sich  hier  nra  nichts  anderes,  als  um  Dereoli- 
iiun^  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
der  Vektor  r  ist  und  dessen  rechter  Winkel  im  Projektions- 
punkt  des  Punktes  (x,y)  oder  {r,  ip)  auf  die  a-Axe  liegt.  Es 
ist  aber  nur  noch  die  Hypotenuse  eine  absolute  Strecke,  die 
Katheten  aber  sind  Strecken,  denen  die  Vorzeichen  +  oder  — 
zukommen  (gegebou  werden  müssen);  infolgedessen  sind  die 
Winkel  des  Dreiecks  oder  ist  der  Winkel  cp,  der  p  gegen- 
liberliegt,  nicht  mehr  nur  als  spitzer  Winkel  möglich,  son- 
dern der  Winkel  qi  in  unserem  rechtwinkligen  Dreieck  kann 
nunmehr  alle  Werte  von  0»  bis  360*>  haben.  Bei  der  ersten  Auf- 
gabe ist  gegeben  Hypotennse  und  Winkel  (p  (Fall  I  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks  vgl.  g  8);  bei  der  zweiten  Aufgabe  sind  gegeben  beide 
Katheten  (Fall  IV    _  des  rechtw nkligen  Dreiecks,  ygl.  obend,). 

J  Aufgabe  Gegeben  (',  p),  sjesucht  (»!.  y).  Die  zwei  obigen 
Gl  Khungen 

lififem  für  jeden  Fall  (mit  d  r  Anzahl  von  Logarithmen- Dezimalstellen 
bereühnet  die  dei  Genauigkeit  der  Angaben  und  der  demnach  erfor- 
derlichen Genauigkeit  dei  Eesnltate  entspriclit)  unmittelbar  die  Lösung. 
Zn  beachten  dass  i  eine  absiiute  fetiecke  ist  (also  das  Vorzeichen  -t- 
hat)    es  hat  somit  stets  x  das  Vorzeichen  von  cos  ip,  y  das  Vorzeichen 


Beispiele.  1)  r  ^  250,00  m,  g.  ^  48"  13';  wie  lautet  dieser 
Punkt  in  rechtwinkligen  Coordioaten?  (p  im  I.  Quadranten,  d.  h.  x 
(abhängig  von  cos  q.)  positiv,  und  y  (abhängig  von  sin  (p)  ebenfalls 
positiv.    Überlegung  auch:  x<iy,  da  ip>45''. 

Antwort;  Der  Punkt  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  lautet: 
(+166,58;  -1-186,42). 


r  -  250,00 

X 

2.22  162 

qi  =  48»  13' 

eoscp 

9.82  368 
2.39  794 
9.87  255 

X  =  166,58  m 
y  =  186,42  m 

y 

2.27  049 

2)  »-  =  14,16,  (j(  =  12305';  (p 
negatiy,  sin  (und  y)  positiv;  ijt  —  90' 
,zu  vertauschen"  (wegen  ao*')  a.  u. 


r  -  14,16 

i> 

0.88  82» 

<p  =  133«5' 

cosip 
smip 

9.7S71» 
1.15  11  X*) 
9.92  32 

:c  =  — 7,73 
•J=    11,87 

„ 

1.07  43 

m  II.  Quadranten,  cos  (und  3;) 
h  330  5' ;  Funktionen  von  330  5' 

')  Das  Zeichen  X  beüeutet  hier  und 
in  Zukunft  stets:  Funktionen  ,sm 
und  cos  dea  spitzen  Winkels  zn 
vertauschen',  d.h.  was  in  derTafel 
als  sin  des  spitzen  Winkels  steht 
im  ßechnnngsforuiular  als  cos 
zu  schreiben  und  umgekehrt. 
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Antwort:  Der  Punkt  hat  die  rechtwinkligen  Coordinaten  { — 7,73; 
+  11,87). 

Z)  r=  147,300,  cp  =  202",  14'  23",0 ;  qj  im  III.  Quadranten,  also  x 
(mit  cosiji)  negatir  und  ehenso  ancli;/ (mit  SM g,)  negativ;  (ir;  =  180°-i- 
22*"  14'  23" ,0,  Punktionen  dieses  spitzen  Winkels  nicht  zu  vertauschen 
{wegen  ISO»). 


r  —  147,300 

X 

2.134  630« 

<p  ^  2020 14'  23  ",0 

costp 
smtf 

9.966  427« 
2.168  203 
9.578  046« 

x^-  136,342 

^  =  -    55,750 

y 

1.746  249« 

4)  r  =  924,10,  ij  =  339"  8'  25" ;  <f  im  IV.  Quadranten,  also  x 
(mit  cos  ((i)  positiv,  y  (mit  si»  ijo)  negativ;  gj  =  270"  +  69"  8' 25", 
Funktionen  des  spitzen  Winkels  zn  vertauschen  (wegen  270"). 


r  —  924,10 

X        2.93  628 

q>  =  3390  8'  25" 

cos(p     9.97  056 
r        2.96  572  X 

smift     9.55  155  w 
y     1  2.51  727m 

^  =  +  863,54 
„  =  —329,05 

3.  Aufgabe.  Unikeiiniiig:  Oegebon  {x,  y);  gesucht  (ip,  r). 
Dieselben  zwei  Gleichungen  x  =  rcos^,  y  ^rswirp  liefern  in 
jedem  Fall   die  Auflösung  und  diese  muss  Eindeutig  sein.    Division 
der  Gleichungen  gieht: 

tff  if!  ~  —     und 
_      iB         oder         y 
cos  (p  fii»  q 

Man  hat  aus  der  ersten  Gleichung  zunächst  f<j  q)  nach  Grosse 
und  Vorzeichen,  also  anscheinend  zvrei  Wert«  von  qo  (die  sich  um  180° 
unterscheiden),  d.  h.  nur  den  Strahl  durch  den  Ursprung,  auf  dem  der 
Punkt  liegen  muss,  ohne  Angabe  des  Zweigs,  der  allein  in  Betracht 
kann.  Diese  anscheinende  Zweideutigkeit  verschwindet  dber 
m  Anblick  der  zweiten  Gleichung:  r  muss  ja  positiv  werden, 
gn  das  Vorzeichen  von  x,  und  sin  cp  das  Vorzeichen  von  y 
on  tg  <p  nach  Grösse 


sofort  hl 

d.  h.  es  muss 

erhalten.    Man  hat  also 


und  Vorzeichen 
von  cosqi  und 
['gl.  S)]. 


luch  unmittelbar  gegebe 


nd    da: 


Vorzeichei 
t  Eindeutigkeit  ■ 


Lalandesche  Uegel. 
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meine  ebene  rechtwinklige  Dreieck  (Dreieck  mit  absolut  zu 
nebmenderHypotenuso,  aber  Katheten  mitVorzeiohen)  aus  den 
mit  Vorzeichen  gegebenen  Katheten  zu  berechnen  ist,  leicht 
zu  aeigen,  dass  auch  für  diesen  aUgemeinan  Fall  die  La- 
lantle'sahs  Regel  noch  gilt  (vgl.  §  8  IV.  Fall):  nachdem  der 
spitze  Winkel  ^j,  der  zu  Omal,  Imal,  2mal,  3mal  90%  der  Ein- 
deutigen Bestimmung  Ton  9  gemäss,  zu  addieren  ist,  um 
eben  cp  zu  erhalten,  aufgeschlagen  ist,  geht  man  Ton  der  mit 
iff  oder  cotff  überschriebeaen  Spalte  der  Tafel,  in  der  man 
sich  befindet,  in  die  letzte  rechte  Spalte  der  Tafel  (mit  cos 
übersclirieben)  und  entnimmt  dort  die  entsprechende  E  log. 
Dies  kann  Eloff  cos  oder  E  log  sin  sein;  in  jedem  Fall  erhält 
man  das  richtige  Resultat,  wenn  man  diese  E  logl  j  zum 
grössern  der  beiden  Logarithmen  addiert,  aus  denen  log  tg  xp 
T=log  y  —  log  X  gebildet  worden  ist.  Kebensächlich,  weil  selbst- 
verständlich, ist,  dass  man  dieser  ü  [  j  das  Vorzeichen  eben  dieses 
grössern  Logarithmus  zu  geben  hat,  da  ja  r  sich  positiv  ergeben  maas. 
Beispiele.  1)  a;  = -1- 123,45 ,  j(=-+- 234,66;  was  sind  die 
Polarcoordinaten  dieses  Punkts?  tg(p  —  —,  <f  im  I.  Quadraaten,  da  x 
(cos  tfi)  imä  y  {sin q))  beide  positiv  sind  (Überlegung  auch:  daa:<j/,  so 
ist  ()}>45'');  also  Rechnung: 


y=-^  384,5ß 
<c  =  -^  133,45 

2,37  025 1 
0,05  SIOJ 
2.09  150 

r  =  265,06 

tgqi 

0.27  875 

r 

2.42  335 

h  lug  tg  9 


.log  Igt 


1*'/,'  i 


PaU  ssin  mnsä  (Vorziehen  von  y 

r  Tafel  aus  der  letzten  rechten  Spalte  entnommene  E  ist 
on  sin  (p ;  es  kommt  aber  darauf  gar  nicht  an ,  sie  ist 

nur  zum  grössern  Logarithmus  zu  addieren,  hier  zum  obern,   also 

log  r  =  2.37  025  +  0.05  310  =  2.42  335  zu  nehmen. 
2)  w=  —  123,45,  J/  =  +  234,56 ; 


V- +234,56 
ic  =  - 138,45 

MZ 

2.37  025    1 
0.05  310    ) 
2.09 150  n 

,p  =  900  +  270  45',6 

tgtp 

0.27  875  n 

r  =  265,06 

r 

2.42  335 

Quadranten 

M9>  negativ 

•"-"^V 

Wlnlel,  cleae 
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y  =  -  284,56 
(c  -  '  133,45 

4t 

2.37  025«    l 
0.05  310(«)  ! 
2.09  löO  n 

qi=1800  +  ti2öi4'80" 

tgq, 

0.27  875  (+) 

r  =265,06 

r 

2.42  335 

2/ =  -234,58 
a;  =  + 123,45 

2.37  025  n 
0.05  310(w) 

qi  =  2700  +  270  45',5 

2.09  150 

r  =  265,06 

igf 

0.27  875  m 

r 

2.42  335 

Alle  diese  Itochnungeu  zum  allgemeinen  ebenen  rechtwinkligen 
Dreieck  (im  Coordinaten System),  zu  Aufgabe  1)  und  zq  Aufgabe  2),  sind 
an  einer  möglichst  grossen  Anzahl  tou  Beispielen  zu  üben ;  sie  kehren 
sowohl  bei  den  folgenden  gonio metrischen  Rechnungen,  als  bei  den  Auf- 
gaben der  praktischen  Trigonometrie  und  Polygonometrie 
stets  wieder;  vgl.  Kapital  4.") 


§  15.  Bas  Additionstheorem  fui-  die  goiiio metrischen 
Funktionen  sin  und  eosi  Ooniometr.  Grnndformeln  für 
sin  und  eos  der  Summe  und  der  Differenz  zweier  Winkel. 

1)  £inleitiuig.  Das  Additionstheorem  einer  analytischen 
Funktion  F  eines  Argnments  löst  die  Aufgabe ,  den  Wert  anzugeben, 
den  F  für  den  "Wert  {x-^y)  des  Arguments  annimmt,  wenn  gegeben 
sind  die  zwei  Werte,  die  F  annimmt,  wenn  das  Argument  gleich  x 
gesetzt  wird  und  wenn  das  Argument  gleich  y  gesetzt  wird;  in  der 
Symbolik  der  Analysis  wird  also  die  Aufgabe  gelöst :  was  ist  F{x  +  y) 
ausgedrückt  in  den  Werten  F(x)  und  F(y)?  In  unserem  Fall  dem- 
nach: was  ist  srö  (tt  4-  ß)  nnd  cos  (a  +  ß),  wenn  gegeben  sind  sin  a, 
smß,  cosa,  cosß? 

Der  Nutzen  der  Lösung  dieser  Aufgabe  geht  schon  aus  einzelnen 
Stellen  des  Bisherigen  hervor  und  es  ist  klar,  dass  mit  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  eine  ganze  Menge  anderer  erledigt  sein  wird;  z.  B.  ist  damit 
selbstverständlich  auch  das  Additionstheorem  der  übrigen  goniometri- 
sehen  Funktionen  bekannt ;  ferner  lassen  sich  Sät?,e  über  die  Punktionen 
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der  Vielfachen ,  der  Hälfte . . .  eines  Winkels  Behr  bequem  ableiten, 
z.  B.  würden  aus  st«  (k  +  (^,  cos  («  +  ß)  ausdrückt  in  sin  u,  sin  (i, 

cosa,  cosß  die  Sätze  für  s»«2«,  cos  2  a,  sin  —  ,  cos-^,  die  in  §9.  1) 

Gl.  (8)  und  (7),  für  spitze  Winke!,  abgeleitet  worden  sind,  unmittelbar 
folgen  mit  «  =  j3  u.  s.  w.  An  der  angegebenen  Stelle  ist  gefunden 
worden:  sin2y  =  2sinycosy        (^  <90''}, 

Kanu  man  danach  vermuten,  dass 

sin(a  +  ß)  =  sina  cos ß  -\-  cos a  sinß  ist? 

Die  rechte  Seite  dieses  Auadruclts  muss  ja  in  «  und  ß  vollständig 
symmetrisch  sein  und  die  Annahme  «  —  ^  würde  in  der  That  den 
durch  die  vorletzte  Gleichnng  geforderten  Ausdruck  für  sin2a  geben; 
auch  der  Versnch  a  =  30«,  ^  =^  60" ,   («  +,!{)  =  90« ,  sw  90"  ^  1  = 

sin  30»  cos  60»  +  cos  30'^  sin  600  =  ^  ■  -^  +  ^  y~S  ■  -^  VI  = -^  -^  A 
=  1  stimmt. 

3)  XiSsnng  «lef  Aufgabe  für  spitice  Winkel,  deren 
Snninae  <  90*'  bleibt.  Versuchen  wir 
eine  plani metrische  Untersuchung  für  den 
einfachsten  Fall :  In  Fig.  40  sei  der  Winkel 
NCM=^a,  daran  angelegt  P C iV  =  ^, 
so  dass  PCM^iu-hß)  ist.  Nimmt 
man  CD  =  der  Längeneinheit  —  1  und 
zieht  DÄ±GM,  DB ±.011,  ferner 
J3£_L  CM  und  B  F  []  CM,  so  ist 

1)  sinia  -+-  p)  =  ÄD  -^  ÄF-h  J)F  =:--  Bi:  +  DF 

^  CB.sina  +  BD.cosa.  (der  Winkel  BBF  ist 
wieder  «) 
=  cosß. sina  +smß. cosa,  also  in  der  That 
(1)  sin  («  4-  ^)  =  sin  a  cos  ß-t-cosa  sin  ß  , 

wie  oben  vermutet,  oder  in  der  Form  des  reinen  Additionstheorems 
der  Funktion  sin:  _^____ 

sm{(x-i-  ß)  =sinaVl—^n^ß  +  sinßVl  —  sin^a   , 
wobei  aber  die  zuvor  angegebene  Form,  bei  der  auch  cosa  und  cosß 


rechts  mit  vorkommen,   wie  sich  bald  zeigen  wird,   die 
2)  cos<a^ß)  =  ÄC=GE—EA=  CE  —  BF 


cos ß.  cos  a 


—sinß.sma     oder: 
cos  ß^sintx  sin  ß  , 


wichtigere  ist. 
^  OB  .  cos  u 
—  BB.sma 
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oder  in  der  Form  des  reinen  Additionstheorems  der  Funktion  cos  (aber 
mit  derselben  Bemerkung  wie  oben): 

cos  (a-h  ß)  =  cos  ttCOSß  —  l/{l  —  COS^a)(\  —  COS^ß) 

Nun  gelten  aber  diese  beiden  Formeln  ihier  Ablesung  ans  der 
Figur  gemäss  zunächst  nni  tur  den  Fall  (or  -t-  jS)  <  '^0''  und  es  fragt 
sich  sind  B  e  für  ande  e  F^llH  abzuanlem  oler  gelten  sie  dann  auch 
nouh?  Man  kann  sich  leiclt  an  der  Figur  nbetzengen  da=!&  wenn 
{«  -I-  ß)  stumif  wird  faler  «  unl  f»  b  ile  «pitz  ble  i  en)  die  Satze  noch 
gelten  Dabei  st  bei  it  zu  b  acht  n  da  s  für  die'.on  Fall  7war  t,  n{a  +  ßj 
puFiiti»  bleibt  aber  c  (u  +  p)  negativ  w  rd  Man  muss  also  auf  MC 
schon  zwei  R  chtangen  die  eine  als  die  positive  somit  die  anleie  als 
die  negative  untersche  len  Die  Betrachtung  allpr  einzelnen  Pille  an 
der  Pigar  ist  iber  mulsam  man  kann  aber  lon  den  bellen  nb^en 
Gleichungen  (1)  und  (')  lus  die  gelten  sc  lange  <  90"  und  ^  <90^ 
und  audl  n)ch  la  +  1^X00  ist  mit  Bei  utiung  der  Satze  des  IftatPn  ^ 
der  Quadianteiirelationen    iie  AUgememg  Itinkeit  der  (rlen,bungei 

(1)  und  (2)  ohne  Fi<nir  nachweisen 

3)  Kacltweis  der  Allgemeingiltigkeit  der  deich- 
nngen  (1)  omd  (ä).     "Wenn  a  und  ß  je  <  90'^  ist   und  zugleich 
noch  «  -i-^<90'>  ist,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden: 
(i)  sm(u  +ß')  =  sin  acos  ß  +  cos  ttsinß 

(2)  cos  («  ^-  ß)  =  cos  acosß—  sin  asinß 

1)  Sind  «  und  j3  je  OO»,  aber  (« -h  £()>90''  (aber  also  der 
ersten  Voraussetzung  nach  <  180''),  so  gelten  ebenfalls  die  Gleich- 
ungen (1)  und  (2)  noch. 

Ist  nämlich  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen; 
„j  =  900  — «,  ßi^90^  —  ß,    also  «1  +  ;3i  =  180« —  («  + ß),    so  ist 
Rj+i3i<90'',   ein  spitzer  Winkel;   folglich  gelten  gemäss  der  Ab- 
leitung der  Gleichungen  (1)  und  (2)  diese  Glelclinngea  für  die  Winkel 
a^  und  ßj^,  d.  h.  es  Ist 

I  sin  («1  +  ^1 )  —  sin  «^  cos  ß^  -h  cos  «j  sm  ß^    und 
I  cos  («i  +  ßi)  =  cos  M,  cos  ßi  —  sin  «i  sin  fj,     . 
Nun  ist  aber  für  (jeden   beliebigen   Wert  von   ^)   nach  §  14, 
t  (3)  und  (4): 

si«(180''  —  iji)  —  si» ij-j        j  sin (90°  ^  f)  ^  cos qi 
cosilSO^—q:)— —cos  ip\  ras (90«  —  (ji)  =  sm ij)     ; 
also  an  Stelle  der  Gleichung  (*)  auch  zu  schreiben; 

sin(a  +  ß)  =  sin^a-i  -h  ß,)  =  cos asin  ß  -i-  si^iacos ß 
—  cos{a  ■+ß)  =  cos{ui  +ßi)=  -h  sin  a sin ß  — cos  acosß    ; 


(*) 
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die  beiden  Gleichunaien  (1)  und  (3)  gölten  also  in  der  Tiiat  anch  noch 
für  den  Pall,  daaa  a  und  ß  spitz,  aber  (« -i-ß)  stumpf  ist,  fl.  h.  sie 
gelten  zunächst  für  beliebige  spitze  Winkel  «  und  ß. 

2)  Gelten  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  zwei  gewisse 
Winkel  «  und  ß,  so  geltea  sie  auch  noch  für  zwei  Winkel, 
von  deaen  der  eine  um  ÖO**  grösser  ist  als  einer  jener  beiden, 
z.  B.  als  «. 

Ist  z.  B.  für  die  Winkel  «  und  ^i 

sin  («  H- 19)  :^  sin  acosß-h  cos  b  sin  ß 
cos  (ß  +  3)  =  cos  ixeosß — smasmß 
und  setzt  man:  «^  —  90*  +  a,  während  |5  nnverBndert  bleibt,  so  erhält 
mau  mit  «  =  «^  —  90"  aus  den  2  angegebenen  Gleichungen : 
*i«(<ta  +  ;3— 900>=^s«M(a3  — 90»)c05|3  +  cos{«2  — 900)5M|3 
cos(«2  +  |3  — 90'>)^(;üs(aa--90f)cosfi— sm(«a  — 90'')s»|3    . 
Nun  Ist  aber,  da  für  jeden  Wert   von   y:    sm( — y)==  —  sinji 

eos( — y) i-cosy  ist  (vgl.  §14,  Gleichungen  (1))  und  mit  Rücksicht 

&ni  sin{9ö'>  —  <i>)  =  cos<f,,  cos (QO'*  —  (p)  =  sin (p  (ebend,  Gl.  (i)): 
sim{«2  +  ß~  90«)  =  _Ä[90ö— («2  +(?)]  =  —cos  («^  +  ,3) 
cos  («3  -+-  ,3  —  90«)  =      cos  [900  _  (^^  +  ßj^  =      sin  («^  +  ß)  d.  h. 
—  cos  («2  +ß)  =  —  COS  «3  COS  ß  +  sina^sinß 

sin  («2  -h  ß)  =     sin  «j  ras  ß  -h  cos  «a  sin  ß    oder : 
sin  («3  -\-  ß)=      sin  «g  cos  ß  -h  cos  a^  sin  ß 

cos  («2  •+  ß)=       cos  «2  COS  ^  —  SJW  «2  Si«  fi, 

was  mit  der  ausgesprochenen  Behauptung  übereinstimmt. 

3)  Damit  ist  aber  auch  gezeigt,  dass  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  allgemein  gelten,  wenigstens  zunächst  füv  alle 
positiven  Winkel.  Denn  man  kann  jeden  beliebigen  Winkel  «  zu- 
sammensetzen aus  einem  spitzen  Winkel  «j  und  einer  ganzen  An- 
zahl (z.  B.  m)  mal  90«,  und  den  zweiten  Winkel  ß  aus  dem  spitzen 
Winkel  ß^  und  einer  ganzen  Anzahl  (z.  B.  n)  mal  90".  iJna  bestehen 
nach  1)  für  die  Winkel  «j  und  ß-^  sowohl  für  den  Pall  («i  ^-  ß,)  <  90» 
als  auch  für  den  Fall  («^  +  ft)  >  90«  die  Gleichungen  (1)  und  (2); 
vermehrt  man  nun  «i  um  90«,  so  bleibt  die  Kichtigkeit  der  Pormel 
nach  2)  erhalten;  ebenso  also  bei  der  etwaigen  zweiten  Vermehrung 
um  90*;  und  ebenso  jedesmal  für  die  gedachte  successive  Vermehrung 
des  Winkels  ß^  um  je  90". 

Die  Behauptung  (S)  ist  damit  bewiesen. 

4)  Man  braucht  aber  nicht  einmal  die  Voraussetzung 
positiver  Winkel  in  (1)  und  (2)  zu  machen;  auch  für  negative 
Winkel  gelten  noch  diese  Gleichungen. 
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Denn  ist  z.  B.  u  ein  beliebig  grosser  negatiTer  Wiiilcel,  ß  aber 
positiv,  so  kann  man  k  als  ganze  Zahl  so  wählen,  dass  «3  —  ä:.  360"  +  « 
positiv  wird;  es  gelten  also  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  .ig  und  ß, 
folglich  aber  aucli  für  u  und  ß;  denn  es  ist  ja  allgemein  (A  positive 
oder  negative  ganze  Zahl)  für  jede  goniometrische  Punktion  F: 

Durch  1)  bis  4)  ist  also  bewiesen:     Die  Gleichungen 

(1)  sin  {a  +  ß)  =  sin  aeos  ß  +  cos  «sin  ß 

(2)  cos  ia  +  ß)  =  cosK  cos  ß  —  simasinß 

gelten  vollständig  allgemein,  für   alle  positiven  und  nega- 
tiven Werte  der  Winkel  a  und  ß.    ■ 

Damit  sind  die  allgeaiein  gütigen  Additionstlieoreme  der 
Pnnktionen  sin  nnd  cos  aufgestelltes) 

4>  Andere  A1>leitiiug ;  Coordiiiatenti'aosft>i.'jua- 
tion  für  zwei  i-evhtwiuklige  Systeme  mit  gemein- 
schaftlielteni  ^K'nllpnnkt.  Auch  die  allgemeinen  Definitionen 
der  goniometrtschon  Punktionen  für  beliebig  grosse  positive  oder  nega- 
tive Winkel  (g  13),  können  zum  unmittelbaren  Nachweis  der  all- 
gemeinen Giltigkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  verwendet  werden. 

Die  sog,  analytische  Geometrie  der  Ebene  untersucht  die 
ebenen  geometrischen  Gebilde  mit  Hilfe  von  Coordinatensystemen,  auf 
die  die  Punkte  dieser  Gebilde  „bezogen"  werden,  besonders  der  beiden 
Systeme,  die  in  §  13  zu  den  neuen  Definitionen  benützt  worden  sind,  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  und  der  Polarcoordinaten.  Den 
Übergang  von  dem  e  nen  dieser  "Systeme  zum  zweiten  (unter  der  Voraus- 
setzung gemem=!cliaftlichei  Nullpunkte)  vermitteln  dabei  eben  die  all- 
gemein gilt^n  Gleichungen  i^  13  (2): 

Abrisse  —  Rad  u^   nal      s\  iir.=^rcos(p 

-  ,      ,         „   ,  ,        [des  Richtungswinkels:  ',  .  (3) 

Ord  nate  =  Radius  mal       i }  l  y  =  rsinifi 

Eü  kimmt  aber  auch  v>r  lass  man  von  einem  rechtwinkli- 
gen Sy  tem  a  if  ein  andeie'-  rechtwinkliges  System  über- 
zu^eh(,n  hat  Setz  n  wn^  vorläufig  voraus,  die  beiden  Systeme  liaben 
gemeinschaftlichen  Nullpunkt  (später,  bei  den  allgemeinen  Auf- 
gaben über  Rechnungen  im  rechtwinkligen  Coordinatensystem  als  Vor- 
bereitung der  Polygonometrie  wird  diese  beschränkende  Annahme  fallen 
gelassen,  was  nur  einen  leicht  ubeisehbaren  Zusatz  an  < 
Coordinaten- Um wandlungsformela  verlangt).  In  jedem  der  beiden  S; 
(0,xp)  und  {0,x  y)  machen  wii  die  stets  beizubehaltende  1 
Setzung  des  Uhrzeigeidreluugs'iinnes  um  einen  rechten  Winkel  von  - 
nach  +  V  und  von  +  j    na  h  -1-  i 


y  Google 


;  15.     Cnordinatciitransformatioii  für  zwei  rechtwinklige  Systen 


141 


*-x 


Die  „Aufgabe  der  Coordiaatanlransformation"  bestellt  nun 
darin,  allgemein  giltige  Beziehungen  anzugebeö,  die  zwischen 
den  Coordinaten  x  und  y  eines  Punkts  P  im  „alten"  System 
(x,  y)  und  den  Coordinaten  {«',  */')  deaselben  Pnnltts  im  „neuen" 
System  bestehen. 

Dia  zwei  Systeme 
(vgl.  rig.  41,  wo  +  « 
wieder  nach  rechts  an- 
genommen ist)  sind 
durch  den  Winkel  ij; 
vollends  gegenseitig 
en,  um  den 
das  neue  gegen  das 
alte  „verdreht"  ist. 
Man  definiert  den 
Winkel  v>  als  den 
Winkol.umdenman 
die  Eichtung  -f-  x 
im  Uhrzeigersinn 
drehonmnss.um  in 
die  Eichtung  +  a^ 
zu  kommen;  (es  ist 
also  zugleich  der  Winl<el  positiver  Drehung  von  +^  nach  -hy,  von 
—  X  nach  —  x'  u.  s.  f.);  über  die  Grösse  von  ly  wird  gar  keine 
Voraussetzung  gemacht.  Wenn  nun  ein  ganz  beliebiger  Punkt 
der  Ebene,  i*,  gleichgjltig  also,  in  welchem  Quadrajiten  des  alten  oder 
Denen  Systems  dieser  Punkt  liegt,  im  System  (0,  x,  y)  die  Coordinaten 
(x,  y)  hat,  im  System  (0,  af,  y')  aber  die  Coordinaten  (a/,  y'),  so  ist  die 
Aulgabe  der  Coordinatennmwandtung  allgemein  für  alle  zu- 
sammengehörigen Werte  (x,y)  nnd  {x\y')  und  für  jeden  Wert  von  i|i 
gelöst  durch  die  zwei  Gleichungen; 

{0}  =  <k'  cott^  —  l/  «in  ^!^ 
^  '  \  y  =  x'  sin  ifi  4-  y*  cos  %p. 

Die  Gleichungen  drücken  zunächst  die  .alten"  Coordinaten  (x,y) 
des  Punktes  in  den  „neuen*  aus  und  so  braucht  man  praktisch  (s.  oben) 
in  der  Begel  die  Umwandlungsgleichungen;  will  man  die  neuen  Coor- 
dinaten in  den  alten  ausdrücken,  so  hat  man  die  Gleichungen  (4)  nach 
y  nnd  «/'  aufzulösen.  Die  Al^meingiltigkeit  dieser  Gleichungen  (4) 
ist  nun  allerdings  zuerst  nachzuweisen,  was  aber  Sache  der  analyti- 
schen Geometrie  ist;  für  P  im  1.  Quadranten  des  Systems  ix,y) 
(9  <  90")  und  ebenso  im  I.  Quadranten  des  Systems  (af,  /)  (cp'  =(p~ijj 
<  90'*)  liest  mau  sie  unmittelbar  aus  der  Pigur  ab  (es  ist  dieselbe 
Figur  wie  oben  in  3). 

Nun  ist  aber,  wenn  gi  den  von  dar  h-  a;-Ase  aus  im  Uhrzeigersinn 
gezählten   Eichtnngswinkel   von    OP  im  alten  System  bedeutet,  und 
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ebenso  q)'  dm  Eichtui]^=!wml£el  vol  OPim  nenen  System,  gemäss  deo 
allgemein  giltigon  Definitionen: 
I5|  <p  =  If'  +  ip. 

Diese  Gleichung  bestellt  für  alle  zusammengell örigon  Werte  ip  und  t/ 
und  für  jeden  Weit  vun  ifi.     Set^t  man  nun  in  {4}  die  allgemeiaaa 
Definitionsgleiehungen  (S)  ein,  so  wird  aus  jenen  Gleicliungen  (4): 
r  cos  q)  =  r  eos  cp'  cos  ii/  —  r  sin  qi'  sm  <p 
r  sin  (fi  :=  r  cos  qi'  sin  \li  +  r  sin  qt'  cos  ip 
oder,  mit  Umstellung  und  mit  ßücksicbt  auf  (5),  ferner  mit  Weglassnng 
von  OF=^r  (absolute  Strecke,  die  sogleich  hätte  —  1  genommen  werden 
können,  wie  in  Figur  40): 

(  sin  (tf'  +  1)1)  =  sin  cp'  cos  ip  +  cos  <f'  sin  ip 
^  ^  t  cos  [rp'  +  fjj)  =  cos  tp'  cos  ^p  —  sin  <p'  sin  ^. 

Diese,  für  alle  Winlsel  o:'  und  if^,  oder  a  and  ß,  giltigen  Gleich- 
ungen (6)  geben  also  abermals  das  Ädditioustheorem  der  Punktionen 
sin  und  cos  übereinstimmend  mit  (1)  und  (2). 

Ihre  Ableitung  setzt  allerdings  die  Gleichung  (4)  ans  der  ana 
lytisclien  Geometrie  voraas,  insbesondere  den  dort  zu  gebenden  Nach- 
weis der  Allgemeingiltigkeit  dieser  Gleichungen.  Umgekehrt  kann 
man  selbst i?evstandlich  die  Gleichungen  (4)  aus  (1)  und  (2),  wenn  für 
diese  der  erste  Nachweis  der  Allgemeingiltigkeit  in  3)  vorgezogen 
wird,  ablesen. 

Im  einen  oder  andern  Fali  sind  bei  dieser  Gelegenheit  die  Coordi- 
naten-IImwandlungsgleichungen  (4)  auswendig  zu  merken.'^) 

5>  Znsaiiimeiistelinng.  Die  liier  gewonnenen  Grmidformeln 
für  sin  und  cos  der  Summe  zweier  ganz  beliebiger  Winkel: 

(1)  »in  {cc  +  ß)  =  sin  a  cos  ß  +  cos  a  sin  ß 

(2)  cos  {«-1-13)  =  cos  a  cos  ß  —  sin  a  sin  ß 

liefern  sofort,  mit  (—  ß)  an  Stelle  von  ß  und  mit  Eöcksicht  auf  cos  (—  ß) 
=  cos  ß,  sin  {—  ß)  —  —  sin  ß,  die  ebenfalls  allgemein  giltigen  Formeln : 
(7)  sin  (et  —  ß)  =  sin  acosß  —  cos  a  sin  ß 

iß)  cos  (a  —  ß)=  cos  acosß  +  sin  a  sin  ß. 

%  16.    Folgerungen   ans  dem  Additionstheorem   für  sin 

nnd  cos:  Additionstheoreme  der  übrigen  Funktionen.  Die 

sämtliclien  goniometrischen  Formeln  tär  zwei  beliebige 

Winkel. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  der  Gleichungen  (1),  {2),  (7),  (8) 
am  Schluss  des  vorigen  g  sichert  auch  den  durch  identische  Umformung 
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ans  ihnen  za  jjewinnenden,  die  voran ssetznngslose  GiHigkoLt.  In  allen 
Formeln  dieses  §  ist  daher  über  die  TOrkommenden  Winkel  keiner- 
lei Voraussetzung  zn  maclien  und  die  Wiaderholuiig  der  Bemerkung 
Tiber  Al^emeingiltig-keit  der  Formeln  unterbleibt  in  Zakanft  als  selbst- 
Terständlich.  NurwoetwabesondereBescliränltungen  sichnotwendig 
zeigen,  sind  diese  ausdrücklich  angegeben.  Die  Formeln,  die  unbedingt; 
answendig  gemerkt  werden,  also  jederzeit  -anmittelbar  zum  Gebrauch 
bereit  sein  müssen,  sind  hier  und  in  allem  Folgenden  wieder  fett 
gedruckt, 

1)  Ad tlitioiistheo reine  der  nbri^eii  l^^nnktioneu. 

Aus  _3m(a-i-ß)  _  sinacosß-i-coSasm3 

W  (k  +  P)  —  yos|;„  +  fj)  -  cos  a  COS  ß— sin  K  sin  ß 
folgt  sofort,   wenn   auch  rechts  die  tff  der  beiden  Winkel  eingeführt 
werden,  indem  man  Zähler  und  Henuer  mit  cos a  cos ß  dividiert: 

(9)  t'j  («  +  fJ)  =  l^_^tlJffp      und  analog 

(Die  (rleicliungen  sind,  mit  Eücksicht  auf  das  Citieren,  vom  vorigen 
§  her  weiter  nummuriert.) 
Ebenso  ist 

'0^(fH-f()        cos  a  cos  ß^  sin  a  sin  ß 
""~  sin{u  -h  ß)  ~  sin a cos ß  -^cosusinß' 
oder,  im  Zähler  und  Nenner  mit  sinasinß  dividiert: 

(11)  "'■'(■'+« -'XT+'r^'  ""»^ 

Unwiuhti^  bind  die  Formeln  für  sec  und  cosec  der  Summe  zweier 
Winkel  da  diese  beiden  Funktionen  überhaupt  nur  eine  untergeordnete 
Bolle  spielen  Eh  wird  (wobei  in  (18)  und  (14)  das  Vorzeiclien  ±  niclit 
willkuilich  7u  wählen  ist  sondern  durchaus  entweder  die  obem  oder 
die  untern  Vorzeii-hen  zu  nehmen  sind) 

,ee(„±ß}=       —  _l  ^ 

oder,  nacb  Division  mit  cos a cos ß  im  Zähler  und  Nenner: 


1  4:  ysec^  a  —  l.ysc 


yGoosle 


144  §  IG-     Spezieller  Fall:  {45«  +  i). 

(14)  cosec  (a±ß)  =  ""f  "/Z^"!^'' 

\  y  cosßc^  ß  —  l  dü^'eosec^«  —  1/ 
a)  Spezieller  l'all.  Speziolle  Fälle  der  Formeln  (1)  (2), 
(7)  bis  (14)  erhält  man  dadurch,  dass  man  dem  einen  der  beiden  Winkel 
einen  hestimmteii  Wert  heilegL  Die  sämtlichen  Gleichlingen  des  g  14, 
Quadranten-ßelatiouen  (für  Eijien  Winkel),  erscheinen  so  als  spezielle 
Fälle  der  Additionsfcheoreme  der  goniometrischen  Punktionen ;  z.  B.  ist: 
sin  (90"  +  gi)  =  sin  90*'.  cos  ip  -H  cos  90".  sin  q;  =  cos  ip  ;  ebenso 

1  0 

ioo(^0°  ~h  f)  =  coi'^ö^ eostp  —  stnQO" bin  [  =  —  s'>^  f    u   «   f 
0  1 

Alle  diebe  Eehtionen  sind  ]i  abei  bekannt     man  erhilt  auf  dietsem 
We^  selb'itTPrBtiindlicIi  keine  neuen  Fiimeln 

Enen  andem  bei  den  Funktiunen  tQ  und  tj  oft  voikommnndeu 
und  deshalb  für  sie  wichtigen  speziellen  Fall  erhilt  man  abei  aus  den 
vorstehenden  Formeln  mit  «  =  45     nämlich 

am  (45*  +  ip)  =  swi  q}  tos  45*  + ccsq:  ■imi')    = * ? 

=  ras  (450  —  (j,),  da  (450  — ip)  + (45" -(-?))  =  90"  jg);. 
es  ist  also 

m  {45'>  -(-  g--)  ™  cos  (45"  —  qi) 


COS  (45"  +  rf )  =  SM*(45"— ip)  = 

(6f  (45"  +  <p)  =  füg  (450  _,)))  = 
cifl'  (45"  +  <f)=     Uj  (450 


ig»    _  cftf  qi  + 1 
*»  *     ~  ctg(p  —  l 


ctgf-t-l      1  +  *ä/  qj 
Bemerkung.     Die   beiden  letzten  Formeln   (15)  kommen,  wie 
schon  angedeutet,  sehr  häufig  aur  Anwendung  und  sind  answendig  zu 
merken;  es  genügt  aber  dabei  Eine,  z.  B. 

ta  (450    .  „i  -     fg^50  +  fgy_  _  l  +  <gq^ 

da  aus  ihr  die  übrigen  sofort  hervorgehen. 

Was  ist  %.  B,,  unter  Voraus setzuiig  dieser  Formel, ^  ?     Ant- 

1  +  «3  9 
wort :  ct^  (45"  +  q<)     oder     (^  (45"  ^  qi). 

Was  ist   , f-^'>     Antwort:  «L^  = /-^- — -,-  =  —, — -^^ 

tg  (9  ~  45D)  =  ~  ctg  (45"  +  (f). 
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tang,  cotcmg 


3)  Samme  und  Differenz  Aer  sin, 
zweier  IVinhel  n,  s.  f. 

Durch  Addition  und  Subtraktion  der  G-leichnngen  (!)  und  (7), 
(2)  nnd  (8)  erhält  man: 

j  sin  (K  -4- 13)  +  sin  (a  —  ß)  =  2  sin«  cos  ß 
I  sin  (r  +  |3)  —  *in  («  —  ^}  =  ^  cos  a  sin  ß 
j  cos  (ß -4- ,8) -f- cos  («  —  3)  =  2  cos  a  cos  ß 
t  cos  (ix  -{-ß)  ~  cos  (a  —  p()  =  —  2  sin  a  sin  ß. 
t  man  Mer 


(16) 


b^i> 


i  wird 


yß  = 


and  damit  i 
wichtigem : 


die  Gleichungen   (16)   über  in  die  folgenden  noch 

2  3 

2     «««     2 

+11;         qi— V 


»V' 


*«?.= 


=       2cos^ 
=  —  3  sf w  ^ 


^siu^ 


=  2  sin  - 


^sin^ 


Um  analoge  Formeln  für  Summe  und  Differenz  der  twiiff  oder  der 
cötang  zweier  Winkel  zu  erhalten,  verfährt  man  am  besten  so  (wo  die 
obem  oder  aber  die  untern  Vorzeichen  zusammengehören) : 

sin  (f      sm  \p      sin  qi  cos  tp  ±  cos  qi  sin  \p 
cos  <p  —  cos  ^1  cos  q)  cos  t|l  ' 

ebenso  für  ctg.    Man  erhält  damit: 
_  sin  (<p  +  T)J) 


tg  rp±  ig  \p  = 


(18) 


(19) 


(ff  135  +  tgip 

Ictgip  ■+  clg  fp  = 

tff  <p -\-  dg  jp — 


cos  q>  COS  1/» 

sin  (fp  -f- 1^) 


■s  (<p  —  l|t) 


tgcf-  tgtp  = 


sin  (q)  —-  yp) 
cos  (f  cos  ^1 

sin{ifi  — 1/>) 

~  sin  cpsintp 

cos  (qi)  +  ^) 

cos  qj  sin  >p ' 

Bemerkenswert  sind  noch  die  Gleichungen,  die  aus  Division  der 
in  (18)  links  und  rechts  stehenden  Gleichungen  hervorgehen : 
l     tg  fp  ~\- tg  tp  _  sin  {<p  +  ip) 
igcp  —  iff^"  sin  (f  —  tp) 

ctg  rp  -\-  ctg  \p tgif  -i-tg  <p  ^ sin  ((p  ■+■  tp) 

I     ctg  1(1  ■~-  ctg  \p  tg  (p~fg  fp  sm  (ßi  —  ifi) 

Aus  den  JFormeln  (17)  erhält  man  ferner  durch  Division: 

«mnier,  Trigonometrie.    2.  Aufl.  10 
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Aus  je   zwei   der  Formeln  (20)  oder  ebenfalls   direkt  aus   den 
Formeln  (17)  ergeben  sich  endlich  noch  die  folgenden: 


sin  (p  + 

^nij) 

eosifi-h 

Mnip 

cos«p-l- 

SWljn  — 

cosy}} 

eo3(f~ 
smif-h 

COSIj) 

r=     to-~-^Ut,^ 


tg 


(p~-->P 


-ot9'±- 


Die  Formeln  (17)  bis  (21)  (besonders  17))  komcoen  sehr  häaflg 
zur  AnwenänDg;  sie  sind  vielfach  brauchbar  zar  Vereinfachung  logarith- 
miseher  Eechnungen,  da  sie  Summen  und  Differenzen  und  Quo- 
tienten solcher  in  Produkte  verwandeln. 

Bemerkenswert  ist  endlich  noch  etwa  die  folgende  Formel: 

sin^  qn  —  sin^  \p  =  co-<fl  ip  —  cos^  qi  =  sin  {<p  -\~  ^)  sin  (ip  —  \p), 

die  man  durch  Multiplikation  der  Grundformeln  (1)  und  (7)  und  sonst 

noch  auf  mehrfache  Art  an«  den  vorstehenden  Gleiulinngen  ableiten  kann. 

Man  verifiziere  die  sämtlichen  voraugeliendi'n  Gleichungen  mit 
einfachen  Zahlenwerten,  z   B   Gleichung  (17) 

sinQQ»  +  5«» SO»  =  2 SMS 60». cos 300  =  2. |- 1/3". 4-^3  =  |  ;  imn  ist 
sm 900  =  1,  5!m30''  =  -5-,  somit  Obereinstimmung  vorhanden;  u.  s.  t 

§  17.    Die  goniometrischen  Funktionen  der  Tielfacheii  und 
der  Teile  eines  gegebenen  Winkels. 

1)  doppelter  und  halber  Tt'inkel,  Setzt  man  in  den 
Gleichungen  (1)  und  (2)  ß-=  n,  so  erhalt  man : 

Isin  2  u;  =       2  sin  c.  cos  a 
,      ciis'^  a  —  .«/n.2  a    oder 
WS  2  ff  =  I  2  cos"-  «  —  1    oder 
I  1  ~  2  sin^  a  ; 
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in  anderer  Form: 


W  11t 
allein,  od 


1  n  1 1     hung  n  (    )    d     (  3j 
—    Unauäuku     ow    d 


-/'- 


sm2a  =  2        aM  — 
es  ist  bem   k  n        t    &%ss  man  al  h   nd  an 

{cos  ff  in       —  alle  n)  s  h   at  nal   u  dr    fc  n  1     t   n  1 1  a 
in  siw  ff    11   n   {  n        -^    11  n)     t       1        dm  k  n 

äern  nur  m  siua  und  cwaß  (in  sin-    und  coa-^]- 

Man  suche  dies  selbst  näher  zu  begründen. 

Die  Formeln  (23)  kommen,  wie  (22),  so  häafig  zur  A 
dass  für  die  zweite  Gleichung  (23)  auch  noch  folgende 
merken  ist: 

j  2si»?^=  1  —  cosa 

(24)  ; 

1  2  cos'^-^=  1  +  cos  a. 

Aus  diesen  Gleichungen  (24)  foigt  weiter: 


1  Wendung, 
Form   zu 


Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Wurzeln  in  den  Gleichungen  (25) 
je  zwei  Werte  haben,  nämlich  das  positiv  und  negativ  genommene 
arithmetische  Er^bnis  der  Wurzelausziehung.  Ist  z.  B.  cosa=  "*"y' 
so  ist  a  sowolil  4-  60 '  iK  —  öO»    -^  —  ±  30";  nun  ist  sin  30"  =  -f-  -^^-, 

Ä(— 30")  =  —  '     die  erste  Gleichung  (25)  giebt  si« -^=  T/^  — Y 

=V  ^  =±y,  somit  überembtimmung     Untersuchen   wir  ebenso  die 
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zweite  Gleichung  (25).  Es  sei  cosa~  -h  j;  dies  giebt  «  =  -f-  60° 
oder  —  eO*'  wie  oben;  -|  also  +  30»  oder  —SO**;  cos  SO"  =  +  ^Y^, 
eos  ( —  30")  aber  ebenfalls  =  +  -^ys,  also  scbeinbarer  Widerspruch,  der 
zweite  Wert  der  1/  ^'^  a  —  ^f—  =  i-g-ys^  sciieinbar  unbrauchbar. 

Nun  ist  aber  zu  beachten,  dasa  durch  die  Gleichung  cosa  —  ^,  wie 
früher  schon  mehrfach  ausgesprochen  ist,  zwei  (und  nur  zwei)  verschie- 
dene Werte  von  «  zwischen  0"  und  360"  geliefert  werden,  nämlich 
60«  und  —60"  oder  60°  und  300»;   alle  andern  Werte,  die  dieselbe 

Gleichung  cosvc  =  \  befriedigen,  z.  B,  420",  780» 660«,  1020^ 

....  oder  auch  —  60^^,  — 420",  ....  —  öGO"^....  sind  yon  jenen  beiden 
Werten  nicht  verschieden.  Für  den  Wert  von  ^  a  amd  aber  die  Winkel 
60"  und  420"  oder  —  60*>  und  300"  nicht  identisch,  denn  man  erhält 
für  "ö  entweder  30"  und  210**,  oder  —30"  und  150"  und  dies  sind 
vier  verschiedene  Werte.  Halbieren  wir  sämtliche  der  beispiels- 
weise angegebenen  Werte  von  «,  so  findet  sich -|=  80",  210",  390"..., 
150",  330",  510"..., -30",  -210",  -390"...,  von  diesen  sind  aber  nur 
vier  wirklich  verschieden,  da  30"  =  390"  =  ...  =  —  330" . . . ;  150"  = 
510"  =  ...-210"...;  210"  =  ...=  —  150"  =  ...;  und  330"=^—... 
=  —  30"..,  ist.  Schreibt  man  alle  Winkel  positiv  an,  so  findet  man 
also  mit  cos=  -^-^,  was  zwischen  0"  und  360"  die  zwei  Werte  60" 
und  800"  liefert,  vier  verscbiedene  Werte  von-g«.  nämlich  30",  150", 
210"  und  330" 

Allgemeiner  Denkt  man  sich  erneu  Winkel  x  durch  die  An- 
gabe x  =  a  bestimmt  so  ist  x  algebraisch  „Eindeutig",  es  hat  näm- 
lich eben  nur  den  Weit  a  goniometiiseh  (in  Bezug  auf  alle  gonio- 
metrischen  Funktionen  von  j)  sind  aber  mit  «  gleicltbeiieuten^  auch 
alle  ((!  4-  /  360")  wo  7  eine  positive  oder  negative  t^anze  Zahl  ist  Auch 
2  X  ist  durch  die  Angabe  j'  —  «  algebra  scb  Einleutig  bestimmt  und 
für  die  gonijmetnschen  Punktionen  sind  die  "Wert  (2  n-  -t-  /  360")  dip 
selben.  Dagegen  sml  fur  ^  i  durch  die  Angabe  j  =«  m  goniometri 
ei  vPischielcn"  Weite  lestimmt    nimlitb^-  uni 


h  180"1,  diese  sind  für /(/  und  ci^  zwar  noth  uberi-in stimmend    fur 
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sin  und  cos  aber  nicht;  die  übrigen  Werte  1-^+  fc.  SCO"!  tind  i-g  ■+■  ISO** 
-i-Ä:. 360")  kommen  nicht  weiter  in  Betracht.  Für  y  x  aber  hat  man 
ebenso  in  Beziehung  auf  jede  goniometrische  Verwendung  von  x  drei 
verschiedene  Werte  [|.  |  +  1200,  |  -i- 240»]  u.  s.  f.  Während 
alBO  bei  Vervielfachung  eines  Winkels  der  Winkel  Eindeutig 
bleibt,  tritt  bei  der  Winkelteilung  Mehrdentigkeit  in  gonio- 
metrischer  Beziehung  auf.  Dies  ist  sehr  za  beachten;  es  wird 
mehrfach  hierauf  zurückzukommen  sein. 

Genau  dasselbe  sagt  nun  (für  den  halben  "Winkel)  das  Doppel- 
YOrzeichen  +  oder  — ,  dag  vor  den  Wurzeln  in  Gleichung  (2S)  zu  denken 

ist;  jeder  der  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Werte  tob  cos-^  giebt 
zwei  verschiedene  Werte  von-g,  man  hat  also  im  ganzen  vier  Werte 
Ton  ya  zwischen  0"*  und  360 '',  die  der  Sleichnng  cosa=  einem  ge- 
gebenen positiven  oder  negativen  echten  Bruch  entsprechen,  während 
nur  zwei  verschiedene  W^erte  von  «  zwischen  0"  und  360"  diese  Gleich- 
ung befriedigen. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (11): 


dg  2  «  =  ■- ^  't.üi~       ^'^^  ^^^     ^^ff  li  =  - 

■2  ctg  ^ 


Aus  (25)  endlich  erhält  man  durch  Division: 

wi  raus ,   wpnn  das  ememal  dtr  Zihler ,    das  anderemal   der  Nenner 
rational  gemacht  wird    foJfft 

und  hieraus 


(29)  ,:tg  ^  ^  ,   ^*^"     =  \±eosa  ^  y\_\_ 

"2       1  —  cos  a  »in  a  '    1  - 


Aus  den  Formeln   (27)  bis  (29)   zeigt  sich  wieder,   dass  tg  — 
und  dg-^  sich  in  cos  «•  allein  nicht  rational  ausdrücken  lassen,  wohl 
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aber  in  sin  ix  und  cos  «.    Die  Ausdrücke  (1  —  cosa)  und  (1  -H  cos  a) 
sind  stets  positiv,   da  cos  n  ein  positiver  oder  negativer  echter  Brucli 

ist;  es  folgt  also  aus  (27)  und  (29)  auch  der  Satz,  dass  tg^ 

and   cfg\   tet     da     elbe  \o     e  chen     w  e  1    b  n    wi 

anch  le  cht  di  ekt    acl  zuwe    n     t 


A    T 


S  hr  z  jnpfehlen  t  s  h  alle  \  e 
F  mein  des  uch  du  ch  d  F  gur 
kla  zu  machen  w  e  es  seh  n  f  ul  e  m 
§  9  F  g   l''  fu  y  2  ;>  g  seh  1  en 

t  e  st  dann  n  n  1 1  zu  ve  ge  sen 
das  j  t  t  alle  u  sere  Fo  mein  von  de 
zufälligen  Annahme  der  Figur  unabhängig, 
allgemein  gelten. 

Ist  z.  B.  in  Fig.  42  der  Halb- 
messer des  Kreises  gleich  1,  der 
Winkel   BOA^a,    COA  =  ^a,    also 


AB  =  tga,  AE::^ig^a,  BF  =  sma, 
OF  =  cosa,  AF=l—cosa,  so  ist,  da  der  Winkel  ABF  eben- 
falls -^  ist ;  J.  i''  —  .4  S  sin  -|- ,  oder,  weil  A  B  die  Sehne  zum  Centri- 
vfinkel  a  ist: 

AF=2sm-^.sin-^  oder  es  ist  2  sm^ -^  =  1  —  cos  a; 


t9-. 


ÄF 
'  BF~ 


-cosa 


- ;  u.  s.  1 


Man  kann  hier  auch  neue  Formeln  finden:   Macht  man  BG  ■= 
B0=\,   so  wird  &OB^45»  — y,   und  also  KOH  ebenfalls  = 
450—-^,  A0K  =  4:h'>-\-^M..s.t,  somit  z.  B.  aus  der  Änlichkeit  der 
zwei  Dreiecke  FG-0  und  LKO: 
{1-hsina):  cos«  =  Äi:j:0  =  <i/f 45» +-|jf  =  rf^ (450— yU  also 

1(3(450  +  -^)  —  cfg(4:6'*  —  -^]^ — ■■■;  ebenso  ist  abzuleiten 
\             2y            V             ^/          cosa 
(            a\            /     „       «\      1—sina 

Beide  Formeln  sind  selbstverständlich  algebraisch  noch  einfacher 
ebenso  zu  erhalten  wie  oben  (28)  und  (29) ;  aus  (30)  wird  durch  Division 
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<31) 


Di«se  Formeln  sind  für  die  Tiigonometrie  weniger  wicht  §■ 
<27)  bis  (29)    aber     da   sie   in  der  Änalya  s  geleg'eiitl  eh   ■ 
der  Vollständigkeit  unl  '^\mInetrle  halber  hei  mit  aufgen 

Ferner  erhält  man  luch  aa    (13)  und  (14)  de  Pormpla  für  s 
und  cosec  des  doppelten  Wmkeb,  die  ebenfalls  nur  der  VolUtaadigkeit 
wegen  augeführt  sein  mögen,  nämlich 

Sfr°  «  1  +  t'/^  a  seo^  u 


<32) 


cosec  2  K  = 


GOSec^  a       1  -h  ctff^  (X  cosec'- 


•2ctga  2ctga         2Vcosec^a 


Mit  Hilfe  der  Formeln  (17)  erhält  man  noch  einige  etwas  wich- 
tigere Formeln  mit  tp  =  (90"  —  ip),  nämlich : 

sin  a  -T-  cosu  =  sina  +  sin  (90"  —  «) 

«  +  900  —  «       „_900  +  tt 
=  2.  sin ö '^ös 2 

=  2  sin  4ö0  .  cos  {a  —  45°)  oder 
I  sina  +  Oös a  =  V'2 , cos (ß — 45");  ebenso 

(  si««-cos«  =  VXsM!(«— 45"). 

Ferner  ist 


oder 

/  2 

(•iA-\       1  ctg  u-\-tga—    .    .     =  2  cosec  2  a ;  ebenso 

(ö4)       -j  -^           •'         sin2u 

'■        ctga  —  igc.=^2ctg2 «. 
Die  Formeln  (SS)  and  (S4j  verwandeln  w   de    "Gummen   n  P 
dukte  und  ihre  rechten  Seiten  sind  deshalb    u    lo^a  tln     h      E    ii 
üung  bequemer  als  die  linken  Seiten. 


2)  l>rei-,  vier-,  ...  facber  Winkel.     Um,   als   Port- 

I  (22) ,  sin  nnd  cos  des  3-,  4-  . . .  fachen  Winkels  in  den- 
selben Funktionen  des  einfachen  auszudrücken,  hat  man,  wenn  in  (1) 
and  (2)  p;  =  2  tt  gesetzt  wird : 
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sin  Ua  =  sinacos2tx  +  cos (xsin2a 

:=sinaeos^a — sin^a  4-  2sintccos^u 

=  Ssinacos^a  —  sin^u 

=  3  «i»  a  —  4  siwä  tt.  Ebenso  wird 

cosS  a  =  cosacos2a  —  sinasm2a 

—  cos^  a — cosa  sirfi  a  —  2  sin'^  a  cos  a 

~  cos^  K  —  3  cos  «  +  3  cos^  « 

=  i<:osSa  —  Scosa.  Ferner  erhält  man 

sinia^i  sin  «  cos  « (1  —  2  sin^  «) 
cos4«  =  8cös*a  — Scos^ft-Hi 
sm5tt  =  5sina  — 20  sm^a  +  16sm^a 
cos  5  «  —  16  cos^ «  —  20  cos^  «  +  5  cos  « 


Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  fzusammen  mit  (22))  sieht 
man,  dass  der  cos  des  Winkels  na  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl 
ist,  stets  in  Potenzen  von  cosa  allein  rational  auegedruclct  werden 
kann.  Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  sind  die  Exponenten  von  eosa, 
die  in  den  Gliedern  der  Summe  für  c  s  j;  «  auftieten,  n,  (n  —  2), 
(n  —  i)...0  and  die  Zeichen  alternieren  Ist  «  ungerade,  so  sind 
die  Potenzen  w,  (n  —  2),  («  — 4)...l,  der  Coefficient  des  niedersten 
Glieds  cos  a  ist  n  und  die  Vorzeichen   der  Suramenglieder  alternieren 


Der  sin  des  Winkels  n  u  kann  dag'egen  nur  dann  in  einer  Summe 
von  Potenzen  von  sin  a  allein  rational  ausgedrückt  werden,  wenn  n 
ungerade  ist;  die  Exponenten  sind  äann  1,3.,..«.  Ist  w  gerade, 
so  ist  am  «  das  Prodnkt  aus  cos  «  and  einer  Summe  von  Potenzen  vm 

sina,   deren  Exponenten   1,  3 (« —  1)   sind     In   beiden  Pallen 

alternieren  auch  hier  die  Vorzeichen. 

Eine  weitere  Gleichung  für  die  cos  und  sin  der  Vielfachen  eme& 
Winkels  s.  anten  beim  JüöitTe'schen  Satz ;  für  unsere  vorläufigen  Zwecke 
genügt  das  folgende  Verfahren: 

Durch  Eekursion  lassen  sich  die  sm  und  cos  vielfädier  Winkel 
sehr  einfach  bestimmen.    Es  ist  nämlich  nach  Gleichung  (1) 

j         »itm  qi  ^sin{n  —  l)qicos(p  ■i-tos(n  —  X)(fiain(f 

=  2  sin  (n  —  i)(p  cos  ((■  —  {sm  (n  —  1)  ^  cos  tf> 
—  cos{n  —  1)  $  sin  cp] 
I  =  2  sin  (n  —  t)(p  cos  (p  —  sin,  (n  —  2)  qt. 

n  wen  düng:   sm2ip  =  2sinqicos(p~0  =  2sinificosq' 
sinBqt  =  2sin2(peos<fi  —  sinqi 
sm  4  qi  =  2  sm  3  q)  cos  ijp  —  sm  2  (p. 


(36) 
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Ebenso  wird 

j     coa  11  qi  =  cos  («  — .  1)  tp  eos  qi  —  siw  («  —  1)  qi  si«  y 
=  2  cos  (k  —  1)  qi  tos  (p  —  [cos  («  —  1)  qj  cos  ip 
-^sm{n—l)q,sin(f} 
'  =  2  cos  (n  —  1)  qs  cos  <j)  —  cos  (w.  —  2)  (f>. 

Anwendung:   cos2<p  =  2cöS(pcosqi —  1  ^  2cos'^q> — -1. 
cos3(p  =  2cos2q)cos(p  —  cos(p. 
co84qi=  2  cos  3  (ji  cos  q)  —cos'2^. 


(37) 


Für  die  tg  der  Vielfachen  eines  Winkels  erhält  man,   als  Fort- 
setzung 7on  (26),  mit  ß  =  2ic  in  (9): 


-tgatff2,x 


oder  mit  (^2a  aus  (26): 
ebenso   allgemein,   durch  Eokursion, 


(40)      tgna  =  ,-  -  ,      ,   ,         ,, 

ebenso  die  für  ctg,  wenig  wichtig  im  Vergleich  mit  (56)  und  (37). 

Jedenfalls  bat  es  aber  also  keinen  Anstand,  für  jeden  gege- 
benen Winkel  «  die  goniometrischen  Punktionen  beliebiger 
ganzer  Vielfacher  des  Winkels  u  zu  berechnen. 

3>  Brittcl,  Tiertel  . . .  eines  gegebenen  ^Vinkels. 

Problem  der  Winkel-  oder  Kreisteilung.  Anders  liegt  die  Sache, 
wenn  f  in  n  best  mnten  Teil  des  gegebenen  Winkels  die  goniometrischen 
Punkti  n  n  ab  hn  n  sind.  Für  die  Hälfte,  und  damit  auch  für  1/4, 
Ve  .  ■  ■  d  g  ?  h  n  Winkels  leisten  das  Verlangte  die  Gleichungen  (24), 
(25),  (27)  bis  (  **)  W  aber,  wenn  die  Funktionen  von -g- «  gesucht  sind? 
1)  Nach  (35)     t 

3  «  =  4  cosS  K  —  3  cos  (t,  also  auch 

cos  «  —  4  cos3  -^  —  3  cos  -„- ,  oder  ee  ist,  wenn  cos  «  =  j» 

gegeben  ist  (p  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch),  und  cos  0-  =  * 
gesucht  wird,  x  zu  bestiminen  aus 

Diese  Gleichung  ist  vom  3.  Grad  und  hat  also,  wie  in  der  algebra- 
ischen Analysis  nachgewiesen  wird,  (Irei  (und  nnt  drei)  Wurzeln  (vgl  über 
die  kubische  Gleichung  auch  das  folgende  Kapitel).  Für  den  cos  des  halben 
Winkels  ist  in  dem  Zusatz  zu  den  Gleichungen  (22)  bis  (25)  gefunden  worden, 
dass,  wenn  cos  a  =  p  gegeben  ist,  zwei  Werte  für  cos -^  sich  ergeben;  hier 
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findet  man  nun  also  drei  Werte  für  cos-^-  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie 
dort  ist  dies  sofort  geometrisch  zu  yeranschanlichen  (vgl.  die  Bemerkung 
S.  149):  Wenn  «'  Einer  der  Winkel  ist,  die  der  Gleichung  cosa—p  ge- 
nügen, so  genögen  der  Gleichung  auch  alle  Winkel  «  =  {2  6,360"+«'), 
wenn  fc  alle  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen,  die  0  eingeschlossen, 
bedeutet;  diese  Werte  sind  sämtlich  an  sieh  nicht  verschieden,  aber  für 

den  dritten  Teil  der  Winkel^  =  (^~^±-|-)  sind  sie    nicht    alle 

IX  /2  fc .  3600 

identisch  und  der  Wert  x  =  cos-^  wird  also  in  der  Form  x  =  cosi  — ^-  — 

+  -^1  auftreten  müssen. 

Setzt  man  nun:  i  =  Sn  +  ft',  wo  Je'  eine  der  drei  Zahlen  0,  1,  2 
nnd  K  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist ,  so  umfasst  man  damit 
alle  möglichen  Werte  von  h;  man  erhält  damit: 

X  =  eos  in. 360°  +  it' .  1200  +  ^]  oder ,  da  « .  360»  nicht 
in  Betracht  kommt: 

ic^cos(±^-t-k\  120oj  ,  wo  r  =  0,  1,  2  ist. 
Nun  ist  aher,  da  allgemein  eos  ( —  (pj  =  cos  (p  ist, 


k'  =  1     CO.!  f  1200-  yl  =  cos  /|-  -1200J  =  cos  f --  +  2400J 

ft'  =  2     cos  Um- 1^)  =  cos  (-|  -2400^  =  cos  f|^  +  120oJ  ■ 

Manmuss  demnach  allerdings,  wenn  cos  «  =  j^  gegeben  ist,  daraus  drei, 

nnd   nur   drei   verschiedene,  Werte  von  !c  =  cös-^  erhalten;  ist   a   ein 

beliebiger  unter  den  Werten,  die  der  Gleichung  coscc^  p  genügen,  so  sind 

alle  verschiedenen  Werte  von  uosy  gegeben  durch: 

CO  —     606  ["  +  l^O" )  u  d  cos  (  '  +   400  ]      Dies  sind  die 

drei  „Wurzeln    a^   x^   ag  der  ob  gen  kulis  he    Gle   hung  n  a:     Vgl.  dazu 
die  Anmerkung  über  W  nkelt  lung       §  1     b   148  unl  1-i 

2)  Ganz  auf  demselben  Weg  ist  zu  zeigen   da  s    we  n     «  «  =  j  ge- 
geben ist,  so  das    s     -^=  I  aus  der  Gle  chung  (  a  h  35) 
1=     y  —  iy^      oder    y^ -y-{-~  =  a 

zu  bt-btimmen  i'it     dip    Dreiwertigkeit   von  y-sln-    sieh   auch  gcnio- 
metrisih  emtaih  erkliit    man  flndet,  dass  wenn  «"  ein  beliebiger  unter  den 
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Werten  ist,  die  die  Gleichung  sinu  =  q  befriedigen,  lör  si«-„-  die  drei 
verschiedenen  (und  nur  die  drei)  Werte  erhalten  werden; 

y^  =  s,n^     ;,„  =  *<«  [-^^120")    i/3  =  ««(|"-+240o). 

3)  Dasselbe  ksst  sich  selbatTerstandlich  von  (39)  ausgehend,  anoh  für 
tff  zeigen    ea  ist  dies  aber  nnwiehtig' 

4)  Bei  der  algi'liraischen  Auflösung  einer  in  der  Unl}ekannten  kubi- 
schen Gleichung  kommen  nun  nicht  mehr  nur  Quadratwurzeln,  sondern  auch 
dritte  Wurzeln  voi  Es  läast  aioh  aloo  z  B  nicht  ein  geschlossener  al- 
gebraischer 4usdrin,k  der  nur  Qui  Iritwurzeln  enthalten  würde,  für 
^n  10«  oder  cos  10  aiiT-^hen  (im  30  =  ^  oder  cos  3  1»  =  ^y~&  als  gegeben 
angenommen) 

Ist  gegeben  os  «  —  1  a  hit  nun  tui  co  ,  =  ^  die  Gleichung 
ifS —  -  rc  — —  =  0  dese  (jleichung  wird  zunithst  durch  den  Wert  Xi-=  1 
befriedigt  dividiert  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  mit  (a;  —  1)  durch 
(wofür  die  algebraische  4nahsi^  ein  einfatbes  Verfahren  zeigt),  ao  erhält  man 

=       +  a  +  -j-    dass  die  Division  keinen  ßest  lässt,  zeigt 

eben,  dass  -|-  1  eu  o  Wurzel  der  Gleichung  ist  Die  beiden  andern  Wurzeln 
der  kubischen  Glei  hun"'  erhalt  man  aho  ans  li*  +  a;  +  -j-  =  0 ;  die  linke 
Seite  dieser  Gkidiung  ist  ein  vollständiges  Quadrit .  man  kann  sie  so 
schreiben  ia.-|-  1=0  und  sie  hat  daher  den  Wert  — -g-  als  Doppel- 
Wurzel.     Die  dre     Vluizeln   der   ur'sprunglichen   kubischen  Gleichung   sind 

also  Xi  —  1    x^~ X    =  —         kein  anderei  Wert  befriedigt  mehr  die 

Gleichung;  diese  lässt  sich  auch  so  schreiben;  ix  —  I)  (^  +  ~ä")  ("'  +  ~a)~^' 
Aus  der  Gleichung  eos  «  =  1  folgt  aber :  «  =  0«,  3600,  7200,  1080«,  14400 . . . ; 

man  erhält  also  -^  =  0*,  laO«,  240"  i  360»,  480», Von  diesen  Werten 

für -5-  sind  aber  nur  die  drei  ersten   thatsächlioh  verschieden;    und  in 

der  That  ist  bekannt  dasa  tos  0"  =  1  cos  120  =  —  4  i-os  i:4ü<'  =  —  ^ 
ist,  so  dass  sich  \ollstindige  Uberemsbmmang  zwischen  Algebra  und  Goniu 
metrie  zeigt 

D'is  letzte  Beispiel  hat  wohl  noch  naher  erläutert  dass  uns  die  in  3) 
besprochene  Umkehrung  lon  2)  auf  die  .Aufgabe  der  Kreiateilung"  gefühlt 
hat.     Wir  werden  bei  den  bii  omischen  Gleichungen  darauf  zuruikkommeti 

Es  seien  hiei  vorläufig  nur  die  ©««as  sehen  &ätze  über  die  Teilung 
desEreisnnifangsin  «gleiche  Teile  historisch  (ohne  Beweis)  angeführt 
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Bildet  man  die  Ecihe  der  Primzahlen,  die  je  um  1  grösser  sind, 
als  die  sich  folgenden  ganzen  Potenzen  von  2  (die  ersten  Zahlen  dieser  Art 
sind  3,  5,  (nicht  9),  17,  {nicht  33 . . .),  957 . . .)  und  bedeuten  k,  m  ganze  posi- 
tive Zahlen,  so  Esst  sich,  wenn  «  eine  Primzahl  und  (m  —  1)  =  2*  .  3"  ist, 
die  Teilung  des  Kreises  in  n  gleiche  Teile  zurückführen  auf  die  Lesung  Ton 
k  Gleichnngen  2.  Grades,  m  ßleichungen  S.  Grades;  u.  s.  f. 

Mit  Benütiung  von  Kreis  und  Gerader  allein  (ä.  h.  ohne  Zuhilfe- 
nahme höherer  Kurven)  kann  man  geometrisch  den  Kreiaumfang  in  n  gleiche 
Teile  teilen,  wenn  n  sich  in  keinen  andern  Paktor  zerlegen  lässt  als  2 
(beliebig  oft)  und  solche  Primzahlen,  die  um  1  grCsser  sind  als  Po- 
tenzen von  2  (s.  oben,  3,  5,  17,  257,  65537,  ...),  vorausgesetzt,  dass  diese 
Primfaktoren  nur  auf  der  1.  Potenz  in  m  enthalten  sind.  Man  kann  also  durch 
BenüUung  von  .Zirkel"  (Kreis)  und  „Lineal"  ein  reguläres  17,  257... Eck 
konstruieren.  Wie  man  aus  dem  regulären  n-Eck  das  reguläre  2  n-Eck, 
4  M-Eck, . . .  erhält,  ist  klar.  Zahlt  man  alle  regulären  Polygone  auf,  die 
man  mit  , Zirkel  und  Lineal"  herstellen  kann,  so  lautet  also  die  Beihe 
2  (entspricht  dem  Durchmesser  des  Kreises),  3,  4,  5,  6  (7  nicht),  8  (9  nicht), 
10  (11  nicht),  12  (13,  14,  15  nicht),  16,  17  (18,  19  nicht),  20  (21.  22,  23 
nicht),  24, 

So  oft  man  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  ein  reguläres  n-Eck  zeichnen 

90» 
kann,  ist  es  auch  möglich,  die  goniometri sehen  Funktionen  des  Winkels 

/   ,      1800               3600\   j         u     -,       j      X  ,         11    ■       j  i  ,1 

oder  oder  1  durch    Quadratwurzeln    allem    darzustellen; 

man  kann  also  die  goniometri  sehen  Zahlen  für  die  Reihe  der  Winkel: 
900  90«  900  900  gflo  go»  900  90«  900  90« 
"2"  '  "3"  '  ^  '  "5"  '  "3  '  "8"  '  lö"  '  12"  '  "16  '  17 
[=50  17' 38",  82  ■■■]  .  ^ durch  Quadratwurzeln  allein  aas- 
drücken ;   ebenso  für  das  Doppelte,  Dreifsche  ....  dieser  Winkel,  für  die 

HäKten ,   Viertel dieser   Winkel   (nicht   aber   füv   ihre   Drittel).      Man 

,  VI.  I,        u       -D    ™    900     900     9Ü0  -1^1 

kann  dies  aber  auch  noch  z.  B.  für  -=v-  .  -stt  .  -^^r  i  ■ .  ■  ■ ,    wie  der  fel- 
is      30       60 
gende  Paragraph  zeigt. 

§  18.  Berechnnug  der  goulometrischen  Zahlen  für  be- 
stimmte Winkel.  Berechnung  dieser  Zahlen  für  beliebige 
Winkel.  Elemente  der  analytischen  Theorie  der  gonio- 
nietrischen  Funktionen.  Maskelynesch»  Regel  für  kleine 
Winkel.    Umkehrung  der  goniometrischen  Fnnktionen. 

1)  Bei'ecliiinng  der  goiiioine  tri  sehen  Zahlen  iffir 
beliehig  viele,  aber  be^^tiiuinte  "Winkelwerte. 

Die  Zahlenwerte  der  gonioinetrischec  Funlitioiiea  einiger  spezieller 
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Winkelwerte  sind  schon  in  §  6  berechnet  worden:  von  0"  und  90'^, 
45«,  300  ajia  600  abgesehen,  auch  für  18»  und  72",  von  SO»  abgeleitet 
auch  schon  für  IS''  (und  TS''),  TVa"  n-  s.  f..  von  45"  abgeleitet  für 
221/2»  u.  s.  f. 

Die  Sätze  des  vorigen  §  17  nnd  des  vorhergehenden  g  16  geben 
die  Möglichkeit,  durch  fortgesetzte  Halbierung  von  Winkeln  sowie  durch 
Addition  und  Subtraktion  von  Winkeln  die  goniometriacheD  Zahlen  für 
eine  =«-grosae  Anzahl  von  bestimmten  spitzen  Winkeln  zti  berechnen, 
ohne  daas  dabei  etwas  anderes  zur  Anwendung  käme,  als  die  Ausziehung 
von  Quadratwurzeln. 

1.  Von  sin  QO''  =  1,  cos  90°  =  0  ausgehend,  findet  man  sin  45"  = 
■jY^,  cos  45"  — Yy2~,  wie  auch  unmittelbar  bekannt  ist;  und  dnrch 
i  weitere  Halbierung  kann  man  folgende  Tafel  aufstellen: 


Winkel 

(»r») 

sin 

cos 

900 

i 

1 

0 

46» 

T 

jV^ 

iv-^    ■ 

22>;." 

iVi-Vf 

tV2+l/3 

11  Vi» 

-J-Va-l/a+vT 

fVi+Vi-^n 

!■'/.• 

iV2-V2+y2^W 

iVi+Vi+Vi+vw 

Man  kann  nach  dieser  Tafel  (die  schon  in  §  6  anjgestellt  ist),  und  mit 

Hilfe  von  sin{a+ß)  sofort  s*m  nnd  cos  von  — ^ (wo  n  und  m  ganze 

Zahlen  sind)  in  Quadratwurzeln  allein  ausgedrückt  anschreiben. 

2.    Von  mi  30*  =  cos  60"  —  y,  cos  30"  =  an  60"  =  y  ]/3'  aus- 


gehend, findet  man  durch  fortgesetzte  Halbierung: 


Wlntel 

(arc) 

*. 

cm 

60« 
80« 
15" 

1 

rV2-ys 

1 

"9 

iV2+yf 

IV 

i-V2~V2+)^ 

^V2  +  Vi+VS 

^"W 

"48" 

iV2^V2+y2+v8- 

i-'V2+V2+y2^KT 
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Man  kann  also  nach  dieser  Tafel  (vgl.  ebenfalls  §  6),  mit  demselben  Zn- 

«.90" 
satiZ  wie  am  Schluss  der  vorigen,  sm  und  cos  von  ^   ^^^^    (wo  n  und  m 

ganze  Zahlen  sind)  sofort  in  Quadratwurzeln  allein  ausgedrückt  anschreiben. 
Allgenieiner  Zusatz  zu  1.  und   2.    Ist  cosa=p,   so   ist 
allgemein : 
sm^  =  ^  y2  —  2p  ,       cos  ~  =  ^VT^Zp 

s»«T==iV2— yr-Tä^      ,    cos-^-  =  \y2—y2~+2p 


sin^  =  3  V  2  — Va  +1/2  +  2p  '        '^''^"8=  yV2  +V2  +V2  +  2p 

Die  beliebig  weit  fortgesetzte  Halbierung,  Viertelung,  Achtelung ...  des 
"Winkels,   dessen  cos  gegeben  ist,  führt  nur  anf  das  Ausziehen  von 

Quadratwurzeln,     Da  t^  a  —  - —  ist  u.  s.  f.,  so  gilt  dies  nicht  nur  für 

die  angeschriebenen  Funktionen  sin  und  cos,  sondei-n  für  alle  Funktionen. 
Wenn  also  der  ursprünglich  gegebene  cos  a  nur  Quadratwurzeln  enthält 
(wie  z.  B.  auch  cos  36°),  so  enthalten  die  Ausdrücke  für  die  goniometri- 

schen  Funktionen  von  -y-  -j-»  -r-         ebenfalls  nui  Quadratwurzeln. 

3  Aber  nicht  nur  »twa  für  die  durch  fortgesetzte  Halbierung 
von  45"  und  60"  ferner  72"  (vgl  §  6  3,)  entstehenden  Winkel  kann 
man  die  goniometrischen  Funktionen  mit  Benutznng  von  Quadratwurzeln 
allein  angehen,  sondern  auch  noch  für  alle  Winkel,  die  sich  durch 
ImeaiP  Kombination  der  anf  die  soeben  angegebene  Art  entstehenden 
\\  mkelwerte  daritellfn  lassen  Man  kann  also  z  B  nur  mit  Benützung 
vcn  Quadratwurzeln  ausdrucken  di"  Funktii  nen  von  6"  =  30*' — 24*^  oder 
}"  =  18'  —  15  (und  der  durch  fortgesetzte  Multiplikation  mit  2  oder 
fortgesetzte  Halbierung  entstehenden  Winkel,  z  B  1  ^  ,  "j-  ...).Dauian 
ternei  alle  spitzen  Winkel  von  3"  zu  3'  dnich  den  ganzen  Quadranten 
aus  den  jetzt  vorhandenen  W  inkeln  linear  kombinieren  kann  durch  {ß  +  y) 
oder  iß^y)  so  ist  klar  dass  man  die  Funktiouen  aller  Winkel  von 
3"  zu  3"  mit  Benutzung  lOn  Quadratwurzeln  allein   ausdrücken  kann. 

Um  Gelegenheit  zur  Übung  im  Umforiaen  'inlcher  Ausdrücke  und  im 
Gebiaucli   der  Firmeln   zu   geben,  folgt  hiei   eine   sokhe  Tafel  der  sin  und 
coi  der  Winkel  von  3»  zu  HO  des  Quadianten  30) 
Sil}  0"='-os900=  fl 

sin    60=eos84o=^[Y30-ßV'5— ^6+21/5"] 
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12<i=C(m780=  ■^[V'lö+2v^-V'l8-6]/5"] 
I50=cos  750=  1  [yw-  y2] 
180=cos720=|[]/5"-l] 

24o=cm6Co=  -^  [Vis+sys— Vio— ayä"] 
270=003  630=  I  [VäTyF-Vä^  W] 

300=cös60O=  Y 

330= co.^  570=  g-  [y  151^5+ Vs^Tl"]  -  ^  [Vs+Vö"- V9-31/5"] 

360=««  540= i-  yTö-2yr 

390=MS510=  -g-  [ Vs+y 5"+ Vö -■j/5"]+|[ V9~"3y^~ "^15-3)/^ 

420=008  480=  i  [V30-!-6l/5'-^Ve— 2]/5"] 

450=coa450=yy2" 

480=cos430=  i  [-^10-^2/5"+ Vi  8—6  ys"] 

5io=cös  390=  ~  [Y9+3,yb-i-Yi5—sYF]~l[V^-^y^~'V  5— yH 

570=  cos 330=  i  [yis^äyf+Vs-yS  ]+'^-[V5^y5"--V"9-3vf  ] 

600=ß»s800=  yV3" 

630=cob270=  i  ["\/"5+y5"+  Vs— y5  ] 

660=cos240=  I  [^30— 6/5  +V6+ay5"] 

.  69o=cos  210=  i  [Vö+syr+Vis^sVs"]  H-|[  V  3+yf  —  \/"&— y"5] 

720=co3 180=  -i-  yio  +  2y6" 
: 750=cos  150=  i- [ye'-H  y2] 
.78O=eosl20=  |-[V30+6y5"+V6-2-y5"] 

:8io=cos  90-  j  [y3+y5"+  Vs-yr] 

.84o=cos  60=  ■^-[Via+eys'+yio-gyr] 

. 87o=cM  30=  y  [Vs+yr+Vg^^syr] -i--^  [Vil+sy 5"— Vs-ys  ] 

900=cos  00=  1. 
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160     §  18.     Berechnung  der  goniometriächen  Zahlen  für  beliebige  Winkel. 

Auch  fClr  andere  Funktionen  als  sin  und  cos  sehreibe  man  mr  Übung  em- 
ueine Formeln  an,  z,  B, : 

tg  15«  =  ctg  750  =  2  —  ^/g"  ;        ctg  15«  =  Iff  75«  =  2  +  ^3"   u.  s.  f. 

Man  könnte  nun,  da  man  nach  dem  Vorstehendtn  in  1.  nnd  2. 
auch  für  bclietiig  kleine  (atier  bestimmtel  Winkel  die  Funldioiien  in 
Quadratwurzeln  ang'öben  kann,  eine  Tafel  der  goniometrischen  Puiik- 
■tionen  mit  beliebig  kleinen  Zahlen  mit  beliebiger  Zahlenschärfe  zn- 
sammensetzen,  wobei  nichts  als  Quadratwurzeln  auszuziehen  wären. 

Pur  ganze  Gradzahlen  ist  3«  der  kleinste  Winkel,  für  den  man 
die  Funktionen  in  Quadiatwurzeln  angeben  kann  Wollte  man  die 
^Funktionen  sm  nnd  cos  fui  1"  aut  iem  aeith engen  Weg;  ansieolinen, 
so  hd,tte  man  die  kubische  Gleichung  (s  oben)  wi  8«  =  5  ~  3  (fjw  1«) 
—  4(si/i  1  )^  nach  fi«  1'  aufzulösen  wa=!  direkt  {wobei  alao  eine  Kubik- 
wurzel auftritt!  oder  durch  Annäherung;  mit  beliebiger  Zahlenschärfe 
geschehen  kann,  a   s   f 

Die&es  ganze  Verlahren  zur  Herstellung  emei  Tafel  der  ^\erte 
der  goniometnschen  Funktionen  wäre  aber  aelbit  mit  ZuhilfHnahme  der 
Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen  hödist  mühsam  und  zur  Angabe 
des  Werts  einer  Funktion  für  einen  ganz  beliebigen  Wmkel  wenn  man 
sich  die  Tafeln  nicht  vorhanden  denkt  waie  es  nicht  tauglich  Alan 
könnte  zwar  die=!en  gesuchten  Wert  in  beliebig  enge  G-renzen  ein- 
schliessen,  aber  nui  mit  sehr  grosser  Muhe  Um  z  B  (ohne  Tafel) 
sm  (31«  0  0  00)  anzugeben,  musate  man  s!j!  l''  und  ccs  1«  durch  direkte 
oder  genäherte  Auflosung  der  oben  angegebenen  kubischen  Gleichung; 
bestimmen,  um  dann 

sin  31"  ^  sin  SO«  cos  1«  +  cos  30»  ^iw  1« 
cos  31«  =  cos  30"  cos  1«  —  si«  80«  siw  1" 
.ansrechnen  zu  können.     Die  Analysis  dagegen  hat  Mittel,  die  gonio- 
metrischen Funktionswerte  beliebiger  Winkel  unmittelbar  anzuschreiben. 

3)  Bereclmniier  iler  goiilometi'lscheii  Zahlen  für 
beliebige  'Winkel.  Elemente  der  analytischen 
Theorie  tler  goniometrischen  Funktionen. 

1)  Reihen    flU    ••».n  r   und   <.<>',   »;.      In    der    Analysis    wird 
Dämlich  gezeigt  nie  man  zunai-ht  s!«  und  cos  eines  beliebig 
in  Form  von  unendlichen  ßeihen  angeben   kann.    Das  I 
hier  nicht  abgeleitet  werden  soll,  ist 

^i)     i»c       j       138^123*5      12.3.4,5.6.:^ 
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Reihen  für  s 


i  für  <: 


Beide  Reiken  sind  bis  ins  Unendliclie  fortzusetzen, 
beide  ,,koiiverg:ieren  aber"  (näliern  sich,  je  mehr  Glieder  man 
nimmt,  desto  melir  einem  endlichen  Grenzwert)  für  jeden 
ganz  beliebigen  (auch  jeden  noch  so  grossen),  endliehen  Wert 
7on  ic.  In  beiden  bedeutet  ferner  x  nicht  den  im  Gradmass 
gegebenen  Winkel,  sondern  den  diesem  Winkel  entsprech- 
enden fflrcws,  das  „analytische  Mass'  für  den  Winkel,  dessen 
si«  oder  cös  bestimmt  werden  soll;  vgl,  §  1,  2),  ferner  auch  g  10. 
Mit  der  Abkürzung  n '.  (»-Fakultät)  gleich  dem  Produkt  der  natürlichen 
aufeinander  folgenden  Zahlen  1 ,  2 ,  , . . .  bis  n  einschliesslich  ,  also 
«!  =  1 .2  .3...(«  —  1}.«,  lauten  die  Gleichnngen: 


(!') 


2")1 


smx~ 


=  1  —  TT, 


x^ 


"6! 


Man  beachte  für  beide  anch  die  Formen: 
'""^-1!     3151         ■■  ^j,j         )  x 


Die  Gleichungen  gelten  für  jeden  ganz  beliebigen  positiven  oder 
negativen  Wert  von  x.  Dass  die  Beihen  für  jeden  Wert  konvergieren 
sollen,  ist  auf  den  ersten  Anblick  überraschend;  man  hat  aber  zu  be- 
denken, dass  das  , Wachstum  der  Fakultät"  von  einer  gewissen,  mit  dem 
Wert  von  x  natürlich  steigenden,  aber  stets  vorhandenen  Grenze  an,  d^ 
»Wachstum  der  Potenz  übertrifft".  Ist  z,  B.  a:  <  1,  so  sind  alle  Brüche, 
die  in  (1)  und  (2)  vorkommen,  echte  Brüche,  die  um  so  rascher  ab- 
nehmen, je  kleiner  x  ist;  ist  aber  z.  ^.  x  =  2,  so  ist 

x^  =  2,,x^  =  ^,x^  =  8,x*  =  U,x'  =  Z2  ,  x^  =  U  ,  a!''  =  128, 
1!  =  1,2!  ^2,  3!  =  6,4!  ^24,  5!  =  120,  6!  =  720,  7!  =  5040. 

Es  giebt  0  fui  jeden  W  it  von  j.  wenn  er  selbst  noch  t.j  ^ross 
sein  sollte  eme  Stelle  von  der  an  1 1  noch  viel  stiuker  waohst  als  z 
Mnn  genügt  aber  als  Bedmgung  1er  Eon\ergenz  tm  i  m«  'UnenULChe 
fortzusetzenden  Reihe  (B^d  ngung  lafur  dass  man  mit  don  Gliedern 
dieser  Keihe  -emem  endlichen  brenzwert  um  'io  naher  kcmmt  je  mehr 
Glieder  der  Reihe  man  nimmti  für  den  (Dben  virhandenen)  Fall  -ih 
wechselnden  Vorzeichens  der  aufeinanderfolgenden  von  jenei  gewissen 
Stelle  an  echt  gebrochenen  Glieder  das  ftitw  hiende  Kleinerwerden 
der  (jlioder  dtr  E^ihe  Dass  dies  zutrifft  ist  eben  gezeigt  und  die 
beiden  Eeihen  (1)  nnd  (2)  "^ind  damndcb  m  der  Tl  at  fir  alle 
endlichen   positiven  oder  negativen  Weite  ^  jo     1  onveigent 

Hammer,  Trigoao meine.    2.  Aufl.  U 
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162      §   IS'    Bevechiiung  der  goniometriachen  Zatlen  fllv  beliebige  Winkel. 

2)  Berecliuuug  des  sin  und  des  cos  eines  gegebenen 
Winkels.  Um  nach  (1)  und  (2)  den  sin  und  cos  eines  im  Gradmaas 
gegebenen  Winkels  a  zu  berechnen,  hat  man  in  diesen  rormeln  z  =  arc  a 


l''  zu  berechnen,  ist  für  x  der  Wert  arc  1"  zu  setzen;  Länge  des  Bogens, 
der  im  Kreis  vom  Halbmesser  1  dem  Centriwinkel  1"  gegenüberliegt,  also 
10                          n         3,14159  26535  89793,.. 
cc  =  -^       Oder      =X8Ö  = 180^—^ 

=  0,0174532925199... 
Damit  erhält  man  mit  Abrundung  auf  13  Stellen,  im  Resultat 
auf  9  Stellen; 


5040 


,017453  2925199 
,000  0008860963 
,000  000  0000135 
,000  000  000  0000 


720" 


1=  +  1,000  000  000  0000 
■x^=:  -0,000152  3087099 
fl;4=  +0,000  000  0038863 
-0,000  000  0000000 


sinl"  =       0,017452  406  cos  P  =       0,999  847  695 

Es  zeigt  sich,  wie  bekannt  (7gl.  z.  B.  g  11),  dass  sin  l"  nur  sehr 
unbedeutend  von  dem  Wert  arc  1",  cos  l"  nur  wenig  von  1  abweicht; 
ferner  daas,  um  sinl"  und  cosl°  auf  10  Stellen  genau  zu  bekommen, 
je  vier  Crlieder  der  Eeihe  vollständig  ausreichen. 

Hätte  man  sm  und  cos  von  SS"  14'  17"  zu  berechnen,  so  wäre 
in  die  obigen  Formeln  einzusetzen; 

116  057" 


■6(32014' 17")  = 


-^0,562  6602. 


206  264",8  ..." 
Um  unmittelbar  dnrch  den  Vergleich  mit  der  S-stelligen  Tafel 
der  natürlichen  Zahlen  der  goniometri sehen  Punktionen  am  Schluss  des 
Buchs  oder  mit  der  4-stelligen  Tafel  dieser  Zahlen  in  der  vollstän- 
d^en  5-stelligen  Logarithmen -Tafel  die  Kichtigkeit  des  Ergebnisses  zu 
zeigen,  mag  hier  noch  die  an  Genauigkeit  nicht  sehr  weit  getriebene 
(mit  6-stelligen  Lt^arithmen  der  Zahlen  ausgeführte)  vollständige  Eech- 
nung  von  sin  31"  und  cos  31"  (vgl,  1),  Schluss)  bis  auf  etwa  4  Stellen 


I    ,.--I»      '^ 

1.491362 

i-aie3I        äj2ä5j8 

1.768123 

Damit  ergiebt  sich  folgende  Eeclinuti 

9.733  239 
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^  18.   Berechnung  dev  goniometrisehen  Zahlen  für  beliebige  Winkel.     163 


9.733239 

-10 

9.466  47S 

—  10 

9.199  72 

-10 

8.932  96 

-10 

8.666  20 

-10 

8.S994 

-10 

8.132  7 

-10 

s=  0,541  052 
2  =  0,292  737 
3^0,158  39 
J  =.  0,085  70 
5  =  0,04037 
5  =  0,025  09 
10|iB'=  0,01357 


^-ats^  0,14  6368 
^s:^  =  0,02  640 
ia;*^  0,00  357 
j^a;5  =  0,00039 
^«s=  0,00  003 
Jj^  «7  =0,00  000 


sin 

a» 

X  =       0,54 105 

1=       1,00  000 

—  ia;>=- 0,02  640 

—  -^3^2  =  — 0,14637 

+  j-20S'»= +  0,00  039 

+  2^**=  +0,00357 

-5-«0^'=-»'»»™» 

-j^a=»=- 0,00  003 

»«31«=      0,51604 

cos  31»  =      0,85  71j 

1)  c 


und  beide  Werte  sind  jedenfeUs  auf  4  Stellen  richtig,  wenn  aach  üie 
5.  Stelle  nicht  mehr  scharf  sein  wird.  In  der  That  giebt  die  vier- 
stellige Tafel  der  natürlichen  Werte  0,5150  and  0,8572. 
ist, 
I  die  Genauiglceit  der  Bestimmung  von  sin  und  cos  für 
gegebenen  Wiakelwort  «  um  so  grösser  ausfällt,  dass 
man  um  so  mehr  richtige  Stellen  erhalten  kann ,  je  mehr  ßlieder  der 
ßeilien  man  nimmt,  wobei  nur  aar  Herstellimg  von  x  der  Wert  von  q 
entsprechend  genau  genommen  werden  muss  und  zu  beachten  ist,  dass 
bei  fortwährend  höherer  Vervielfachung  von  log  x  die  letzten  Stellen 
infolge  des  ursprünglichen  Äbrandangsfeblers  immer  unsicherer  werden; 
2)  zeigt  die  Eeclinimg  und  Überlegung  aber  auch,  daas  man  bei 
einer  bestimmten  verlangten  Genauigkeit  des  Eeaultats  (z.  B.  auf  5,  6, 
7  ...  Stellen  genau)  mit  um  so  weniger  Gliedern  der  Seihen  ausreicht, 
je  kleiner  das  (echt  gebrochene)  x  isti  die  aufeinanderfolgenden  (gan- 
zen  positiven)  Potenzen   von  echten  Brächen  nehmen   ab,  je  kleiner 


1 


1 


der  Brach  ist,  desto  rascher;  z.  B.  ist:-^  =  0,50,   -^     =  -, 


:  0,25, 
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164     §■  18.   Berethnmig  der  goüionietrisolion  Zalileii  füi'  beliebige  Winkel. 

f  löö)  "^  '^■'^001,  [-,-„-|j)  =  0,000001 ;  u,  s.  w.  -Ta  kleiner  der  Bruch  ist, 
desto  mehr  kommen  ^.höliera  Potenzen  gegen  die  vorli  ergeh  enden  nicht 
m  Betracht"  woVei  hier  auch  noch  an  die  rasch  wach'^enden  Fakultäts- 
zahlen dea  Nenneis  zu  denk  n  ist  Ist  der  Biuch  j  ^ehr  klein  60  giebt 
BS  für  jede  EechuTiiigsgenauigkeitsstiife  eine  hestimmte  Gienze  fm  x, 
bis  zu  der  man  schon  a-^  im 'V  ergleich  mit^  vfinachläbSifren  kann  bis 

KU  dei  man  also  i.0!>  -e—l  —  ^|  -*-  (=  ros  y  wo  «  =  >"  (j  und  « 
im  Gradmass  c  wie  oben  als  «Jc-Zahl  zu  denken  ist)  gleich  1  setzen 
darf  und  also  um  so  mehr  •<in3,  =  x — „-;  '^  ■■■  (=  «'««mitir  =^x.fj) 
gleich  c  setien  musa  Schon  letzt  wird  einzusehen  sein,  dass  für  jede 
mögliche  Genau igkeitsätufe  pi  aktischer  Rechnungen  (Rechnungen,  die 

1"  1 

auf  Beobachtnngen  "uch  gründen)  sin  1"  —  arc  1"  ^~-  —  ^ 


V20626i 
=  1  (^  rnachldsai^QDB  tler  Ulieder  schon  von  longoae  \ 

noch  tg  1"  —  — Tj7,-  =  oAfiocr    ^'''d    gesetzt    werden    dürfen. 

auch  §  11. 

Man  kann  die  Foimelu  [1]  und  (J)  natuilich  auch  unmittelbar 
für  im  Gradmdss  gegebene  Winkel  anschreiben  und  sie  sind  in  dieser 
Form  zur  Rechnung  dei  Punktionen  gan7er  Grade,  oder  halber,  oder 
f'echstels  Grade  beiiuemer  Handelt  es  sich  z  B  uoi  sin  und  cos  des 
Winkels  {p  90Ö),  so  da'.s  also  z   B   für  1"    V-  J>,  20 . . ,  jj  =^  90,  60, 

45 . . .  ist,  so  ist ,  mit  «  —  p ,  — : 


dabei  ist  zunächst  p  eine  ganz  beliebige  Zahl,  hier  aber  jlIs  positiver 
echter  Bruch   anzunehmen,   da   es   sich   praktisch   um    keine    andern 

Winkel  als  um  spitze  handeln  kann  (sogar--  einzuführen    würde   mit 

Rücksicht  auf  F  {li)  —  Co-FiQO"  —  a)    genügen).     Setzt   man  n  = 
3,14159  26535  89  793...  ein  und  vereinigt  die  Potenzen  von  n  mit 
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§  18.     Andeutung  über  die  analjtisch-gonio metrischen  Funktionen,     165 

den  Faknltätszahlen  des  Nenners,  so  erhält  inati   mit  Abrunduug   auf 

die  10.  Stelle; 

sin {p . 900)  ^  1,57079  63268 4)  cos (p . 900)  ^  I.OOOOO  00000 

—  0,64596  40975.^5  —1,23870  05501.^)2 
+  0,07969  26262  .jjS  +  0.25366  95079  .p* 

—  0,00468  17541  .p'^  -  0,02086  34808  .p« 
>(-0,00016  04412.i>fl  -f-0,00091  92603.ij3 
—0,00000  3&988.ijii  -  0,00002  52020.^)1" 
+  0,00000  00569.j;i3  +0,00000  öiTll.j)'^ 

—  0,00000  00007 .^jis  -0,00000  00064.^3" 
+ +  0,00000  00001  .ßi« 


wobei  für  praktische  Eechnung  selhstversjtändlich  die  Logarithmen  der 
angeschriebenen  Coeffizienten  gebraucht  werden,  ^i) 

3)  Andentaugeii  über  die  gouioinetrisclieu  Fnnk- 
tioneii  der  Analysis.  Auf  die  analytische  Theorie  der  gonio- 
metrischen  Funktionen,  zunächst  der  durch  (1)  und  (2)  definierten  sin 
und  cös,  ist  hier  nicht  weit  einzugehen  möglich;  es  muss  dies  der  Ana- 
Ijsie  vorbehalten  bleiben  und  es  genügen  hier  einzelne  Andeutuagen. 
Die  Übereinstimmung  einzelner  Sätze  mit  den  früher  cach  der  geometri- 
schen Definition  der  goniometrischen  Verhältniszahlen  aufgestellten  zeigt 
eich  sofort;  z.  B.  ist 

cos  (--  (p)  =  +  cos  <p  (Ja  die  Peine  (Dr  cos  mr  jeraile  FMeniEH  m  «  oder  <f  eniüäli). 
sin{—(f})=~sinrfi(,   ,    ,    „  sin  „  ungerade,      ,   p    T    ,     »  ). 

Dass  aber  z,  B.  (Je  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl): 

1!      8!""5i      ■^■~V""1'       J'\      3!    '  J  ~"[       5!      /       ^'■' 
d.  h.  dass  sinx^sm(2hji  -hx)  ist  u,  s.  f.,  oder  daas 


=-r"^)- 

/a^  + 

i-g 

•».(2i>.  +  i) 

ist  u. 

—  1      S 

-")' 

.Y_ 


1.2.3.4  ' 

3  sinx—cosi^r  —  x]  ist  u.  s.  w.,  ist  nicht  ohne   weiteres 


ThatsHchüch  treffen  aber,  wie  in  der  Analjsis  zu  zeigen  ist,  diese 
Sätze  zu  und  es  mag  wenigstens  hier  folgender  Satz  ohne  Beweis  stehen: 

Definiert  man  sin  und  cos  (sin  and  cos  des  Arcus  x, 
der  reinen  Zahl  x)  durch  die  obigen  Reihen  (1)  und  (2)  nnd 
benützt  für  tg,  cotg...  die  früher  aufgestellten  Definitionen 
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166     §■  18.    AndeutuDg  über  Aie  analytisch-goniometrischen  Funktionen. 

tqx= u.  s.  f.,  so  E-elten  alle  Sätze,  die  früher  über  die 

goniometrischen  Definitionen  aufgestellt  worden  sind,  z.  B. 
SJM^  ^ +ci>s^ij)  =  1  u.  s.  f.  auch  mit  den  obigen  Definitions- 
gi ■  li     g       (1)        1  C')     M  1  "g  te      d     S  t     *  2 
+           =ldhdkt\qd           dEh  fln 
Id                  Alyddl               mtb           tZll 
(i                 htkmmbk        fdhl              dAdk 
0      t  t      d     A    ly           afih  t     h      S          f  1    h     11  h  tte 
h            dAl            hg         lEkhtfdhZ 
mm    h         mit  d      C     m  t       (Tg      m  t     )       t      k  It  h  tt       d 
dhdlgEldflteFktüD             d 
Bllgpltb                    hhnd          mthK       d 
Z  hl                   Hg        tlm  t    h    Eoll       g  k  m           ä 

fet  tt  0  tl  p     1  d  g     h    b     1  h 

(    d        \        Z  k    ft     tet    tl  11  1   d      4     d     hl       f 

d     p     kt      1     T  fe  t  th  1    1     1       d       1        h 

tg  dld         d  iTthGmt  ddAly 

II  k  mm    d      ^  Z  hl    )     t  d   t  g  -(in 

Z  hl       1       d       =314159       st)        (0  5  3598      )       da     t    g 
no metrischen  Identitäten:  sw30»=|,  smm'^=^%,  sto900  =  1; 
cosOO=l,  «5900  =  0;  sm 750»  =  ä 30'>  = -i- n,  s.  f.  entsprechen  di» 
analytischen: 

sin-ä  =  \,    si»A=-^yäi  sm-g  =  1 ;   tosO  =  l,   cos-2=0; 
sjw  ^  =  si«  I  =  ]■  u.  a.  f.  Rechnet  man  mit  |  =  0,523  5989 . . .  direkt 

nach  (1)  aus:  f  —  gi  (f )  +  ^  ("^) ^  ■ .  ■  so  nähert  man  sich  um  so 

mehr  dem  GrenzwPrt  ^  dieser  Reihe,  je  mehi  Glieder  man  von  ihr  nimmt. 
Man  prüfe  einzelne  dieier  Peihen  that=!^chhch  mit  Zahlen 

Für  den  Anfänger  liegt  eine  kleine  Schwierigkeit  darin  die 
Beziehungen  zwischen  dem  Gradmass  und  dem  , analytischen  Mass' 
festzuhalten,  sich  sm  ^,  sm2  u  s  f,  ^o  ^  2  leme  Zahlen  sind, 
Torzustellen ;  (trigonometrische  Bedeutung  also:  si«  (a 'PV  = 
sm28<',648  .. .  n.  s.  f.),  ja  er  ist  geneigt,  aus  den  beiden  Identitäten 
si«|=s4m  (0,523  5987..)=!     und      srnSOO^y      oder 
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§  18.    Andeutung  über  die  analj'tiscli-goniotnetri sehen  Fmiktioneo.     167 

-^        (1      0  96     1=^  1           d                    =1 

den  s  Ib  t      t    dl  1        ht  1             b  1 1 9)             =860 

(=400)           h        t  tt  1          dl    t          m  t      h   Z  hl  JO        t 

spricht  d           lyt     h  Z  hl-          t          10   =-            f 

die  lini      t  h    d             d  1  1 1      g     h    b         Gl    h                d 

eben        kl  1          thm  t    1  Id    1 1  t        D  h    t      gl    1             d 

Symb   1                               f  m     l     1                             B    2    =4     d 

yU  =  ±i    A     I  jlOO^  ä        ht     th    d        b           m  t        1 

algebr      hidtt       bd  dZb          d           ddmtd 

Gleiehb   tsl                b  d       EUtegbdfJ       bl         g 

keit  w          hthd  nndB       hgd         nimth 

Funkt               d     A    1  d         IT          m  t             1    d      g 
schrieb            1           B 

Sin^-l      C2=0  tild                    =1          91=0 

T<mffj=l,  Cotg^=  —1,  ,        z.B.  fpöO'  =  1,  citylÖO«^— 1 

n   s   f ,  es  wäre  dann  also 

v«-^  =  £m300=sm83'',S3...  =  -i-  n.  s.  f. 
nnd  der  falsche  Sohln^s  2  a  =  SCO**  u.  s.  f.  wäre  nicht  möglich.    Eine 
Eokbe  Unterscheidung  ist  aber  nicht  üblich  geworden,  und  iß  der  That 
entbehrliuh  Analy^ib  und  Trigonometrie  schreiben  übereinstimmend  sin, 
co^    tnng  Die  kleine  Schwierigkeit  für  den  Anfänger  yerscliwindet 

auch,  wenn  et  in  der  Analysis  statt  sin-ä,  sin-^,  sin  2,  sintt  spricht: 
Sunt''   dessen  Arcus  ^-^  ist,    ist  =-3 

,      ==  i     >.       ist  =  0,479  . . .  u.  s.  f. 
Man  kiJnnte  geradezu  schreiben  (nnd  sollte  es  für  den  Anfänger  TOrüber- 
gehend  thnn): 

sinlarc  =-^]  =  -^,   cos  iarc  = -^j  =  0 ,    tgiarc  =  -j|  —  1 , 
oder  bald  mit  Weglassung  der  Klammern ; 

sin  arc  g"  ==  3" .       <'cs  ai'i:  ö"  =  ^  ,       fg  arc  -r  =  1 , 
und  dann  endlich  erst  auch 
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168     %  18-    Andeutung  über  die  analjtiscli-gonio metrischen  Punktionen, 

EiLe  solche  allmähliche  Einführung  des  sin,  des  cos . . .  einer  reinen 
Zahl  würde  sich  besonders  auch  mit  Eücksicht  auf  die  Umkehrung 
der  goniometrischen  Funktionen  empfohlen,  vgl,  unten  6. 

Es  hat  aber  auch  in  der  Trigonometrie  keinen  Anstand,  ganz 

gleichbedeutend  z.  B.  mit  tg (ih"  -\-%]  =  tc/ibO'  +  |-j  auch  zu  schrei- 
ben: tff  [t-^  2'  '  '"^^''  ^**('2  —  f]  —'^^^^  ^^^t^  sm(90''— ip)  =  ct>S(fi 
n.  B,  w. ,  wenn  man  sich  nur  ein  für  allemal  merkt,  dass  überall, 
wo  IT  (— «rclSO")  vorkommt,  auch  rp  „in  analytischem  Mass", 
als  arcus,  überall  wo  "  oder  »  steht,  auch  qn  in  Gradmass  zu 
denken  ist,  und  dass  der  reinen  Zahl  (arcus)  rp  die  Gradzahl 
((p.  p")  entspricht. 

Da  das  vorliegende  Bach  in  die  praktische  Trigonometrie  ein- 
fuhren soll,  so  sind  überall  in  den  Formeln  nnd  Rechuung'en  die  örad- 
zahlen  verwendet. 

Über  den  Gang  der  Funktionen  SMia:,  (cos  x),  tg  x,  sec  x,  für  alle 
Werte  von  x  vorgleiche  nochmals  die  graphische  Darstellung  dieser 
Punktionen  in  Figur  S7,  38,  39,  nebst  den  dort  gemachten  Bemerkungen; 
an  die  Absei ssenpunkte  sind  daselbst  nicht  die  Gradzahlen  ...  — 180", 

—  90",  0°,  90",  180'',,,  angesetzt,   sondern  die  Arcuszahl^n  ...~n, 

—  q-,  ^  0,  -H  g-,  +^.,.  und  man  liest  ab:  SOT-g  =  1,    tff -^ {oiar  alao 

ii7(0,7854))^l,  f</-^  =  -,  sin^  =  -l,  ig-"=-l.c0S7,^ 
coy  (3  14159      )  =  —  1  u    s    w 

Dil"  übigpii  Gleichungen  (!)  nnd  (2)  imd  übrigens  keineswegs 
die  einzigen  Gleichungnn  duich  die  die  analytischen  Funktionen  am 
und  (cb  definiert  bind  es  giebt  vielmehr  z  B  auch  unendliche 
Produkte  für  s(»;  und  crs  (wobei  also  die  Paktoren  mit  fort'.chreiteader 
Gliederzahl  immer  m  hr  dei  Einheit  sich  nähern  mnaaen)  und  man 
kann  aUo  aus  ihnen  bequeme  Reihen  für  die  Rechnung  von  log  sm 
und  log  coi  anschreiben  das  Ergebnis  ist  wie  hier  wiedet  nur  ohne 
Beweis  mitgeteilt  sein  mag  (r  wie  immei  im  anahtischeii  Massj 

loq   tnx  ^logj- -¥  iojl^l —    2) +'0''[l  ~  j7~2]  +         in  inf 

logcosx  =  log[l  -  ^  "*-  W  [1-  g^j  +  %  [l  -  25"VV^-""°^' 
Ja,  jene  Reihen  (1)  und  (2)  sind  analytisch  nicht  (wohl  aber  praktisch) 
die  wichtigsten  arithmetischen  Definitionen  der  Punktionen  sin  und  cos; 
diese  sind  vielmehr  die  mit  Hilfe  der  imagioälreii  Einheit  i  =V^1  zu 
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§  18.    ilfasteij/rae seile  Regel.  IßCI 

gebencleii  Deftnitionen,  die  sin  und  cos  mit  der  Eiponentialfunktioa  e' 
in  Zusammenhang  setzen: 


woraiif  aber  hier  nicht  weiter  eingegaDgen  werden  soii. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  zusammen  folgt  die  analytisch 
wichtigste;  cosx  +  i.sinx  =  e"  . 

Für  praktische  Zwecice  wicht^r  und  hier  noch  zu  erwähnen  ist, 
daaa  man  natürlich  auch  für  die  übrigen  goniometrischen  Funktionen, 
nicht  nnr  für  sm  und  cos,  unendliche  Potenzreihen  aufstellen  Itann; 
nur  sind  sie  nicht  so  einfach  gebaut  wie  die  für  sin  und  cos.   Z.  B.  wird: 

tgx^x+~  +  — ^  +  -^  +  . . . .  in  inf. ;  ferner 
ö         15         olo 


Es  genügt,  von  der  ersten   dieser  Reihen  die  ersten   drei  Glieder  für 
später  zu   merken;   man   versuche,   diese   ersten  Glieder   auch   durch 

to  x  ^ aufzustellen, 

"  cos  a; 

Bei  der  ^-Reihe  ist  noch  eine  Bemerkung  zu  machen :  Ist  x  so  klein, 
dass  der  erstrebten  Genauigkeitsstufe  entsprechend  x^  gegen  a:  vernach- 
lässigt werden  darf  (a,  oben  in  2),  m  iät  tg x  =  x :=^ sin x;  ist  a;  nur  so 
klein,  dass  wenigstens  x^  gegen  a^  nicht  in  Betracht  kommt  (also,  für 
dieselbe  Genauigkeitsatufe,  a;  entsprechend  grösser,  oder  bei  demsel- 


^3 

ben  kleinen  x  tür  eine  höhere  Genauigkeitsstufe),  so  ist  tgx==  x  +  -5-, 

a^  " 

während  smxi=^x g"  i^*-!  *^  ^^  "^^i  ™  bekannt,  tg  x  etwas 

grösser  als  x  (=  arc  {x  t/)),  sin  x  etwas  Isleiner  als  x  (vgl.  z.  B.  die 
Fignr  30  in  §  11)  aber  tg  x  um  doppelt  so  viel  grösser  als  x,  als  stn  t 
kleiner  als  x  ist.  Diese  Beziehungen  für  kleine  Wink«]  lassen  sich 
ganz  elementar  zeigen;  es  führt  dies  aber  zu  einer  besonderii  Betrach- 
tung, der  sog. 

4)  MasTeelyne»«ttitn  Rk^kI.  Kehren  wir  zu  den  Gleich- 
ungen (1)  und  (2)  zurück.  Wie  oben  in  2,  angegeben  ist,  braucht 
man  zur  Berechnung  von  sin  x  und  cos  x  um  so   weniger  Glieder,  je 

kleiner  x  =  arc  ip  ist  [(p  in  Gradmass  gegeben,  also  x  =  — j;  ist  z.  B. 

a;  ^  «j-c  m  ^  -  i  -  (also  m  ^  206",2648  =  0«  3'  26",2648;  =  636" ,620 

^        1000  ^        *  j^         '  ' 

—  0\063  6620),  so  ist  x-  bereits  nur  roch  T-Ä-mTi^ÄÖ  '^  *''*''*''  ^^^'  "'^  """' 
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170  §  18.    Maskelynesciie  Regel. 

noch  0,000  000  001 ;  es  wird  sich  also  in  diesem  Fall  sm  x  von  (e  nicht 
um  eine  Einheit  der  9,  Stelle,  cos  x  von  1  nicht  um  eine  Einheit  der 
6.  Stelle  unterscheiden ;  für  kleine  "Winkel  giebt  es  so  für  eine  bestimmte 
(Jenauigkeitsstufe  der  Rechnung  eine  Gfrenze  im  Winkel  ij),  bis  zu  der 
sin  (fi  =  X  = —n  oder  -^ ,  cosfp^l  gesetzt  werden  darf;  diese  Grenze 
in  qo  liegt  bei  derselben  Genanigkeitsstufe  der  Rechnung  für  sin  rp 
höher  als  für  cos  ($,  da  die  Potenzreih eneiit Wicklung  {x  —  sin  x)  mit 
der  dritten,  die  R«ihenent Wicklung  (1  —  cos  x)  mit  der  zweiten  Potenz 
von  X  beginnt.     Es  ist  denn  auch  schon    früher  (§  II)  von  der  Rech- 

nnngsweise  für  kleine  (p:  sm(f=:-,  (cosif  =  l,  also)  tgqi!=—  Ge- 
brauch gemacht  worden. 

Die  Jfasite/^7!esche  Regel  gei^tattet  nun,  auch  für  verlangte 
grössere  Annäherung  bei  nicht  ganz  klemen  Wmkein  die  Rechnung 
mit  sm  und  tg  bequemer  zu  gestalten  als  es  die  Tafel  der  goniome- 
trischen  Zahlen  oder  ihrer  Logarithmen,  auch  bei  hier  kleinem  Intervall, 
bei  den  grossen  und  hier  rasch  weh  verändernden  Differenzen  ermöglicht. 

Die  Reihen  für  sm  a  und   cos  «  (a  im  Gradmass)  laut«n   mit 


Ist  nnna:  so  klein,  dassman  dieGliederTona!*an  {^arc'^ a  an) 
gegen  die  vorhergehenden  vernachlässigen  kann,  so  ist 
x^  (         x^\  x^ 

sinu-^  x~  ^^  =  x\\-^^y,  cosx^l-^  ; 

nach  dem  binomischen  Lehrsatz  für  gebrochene  Coeffizienten  ist  nun: 

(i-?)^=i-:t+((^)?— -»'4 

wobei  aber  unserer  Voraussetzung  gemäss  die  Klammer  rechts  vernach- 
lässigt werdtn  kann    oder  os  ist 

(l--2)i  =  l-  6-*'     «1*''^     {iosx)i  =  \-~; 

für  äina  erhält  man  damit: 

sin  a~  X  .  (cos  x)  3  :  setzt  man  hier  x  =  —  ein,  so  wird 

log  sin  a  =  logx  +  Y  ^^9  ''"^  ^       ^'^^^ 
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§  18.    Maskelpne  sehe  Regel. 

n«=  loy  tt"  —  log^"  +  -^  loff  cos  a  i    oder  auch 
=  loy  «"  —  log  q"  —  g-  log  sec  «  | 

0  erhält  mau  iüv  iy  u  ==  -  -  -  : 


'-2- 
(2)  log  tang  a  =  log  «"  —  log  q"  -j-  y  log  sec  «  . 

Die  GleiclmngeK  (1)  und  (2)  zeigen  auch  wieder  unmittelhar  das 
ohen  für  sin  imd  tff  kleiner  Winliel  im  Vergleich  mit  dem  arc  dieser 
Winkel  Ausgesprochene, 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  lassen  sich  sofort  auch  an  den  Zahlen 
der  Logarithmentafel  yerifläeren;  i.  B.  hat  man  nach  3-stelligen  Tafeln 
für  Winkel  bis  zu  SVa"  folgende  Zusammenstellung  [log  secu  =  —  log  cos  a) 


Winkel 

lana' 

'4' 

Igarea 

lg  sin  a 

Iglga 

Abweichung  in 
Einh.d.  5.  Stelle 
von  iofforc«  für 
Igsina    Igiga 

.,.„. 

00  SC 

1.47712 

7.94085 

7.94084 

7.94086 

—    1 

+    1 

0.00002 

10   0' 

1.77815 

8.24188 

8.24186 

8.2419-2 

-   2 

+    4 

0.00007 

10  30' 

1.95424 

8.41797 

8.41792 

8,41807 

-    5 

+  10 

0.00015 

20    0' 

2.07918 

8.54291 

8.54282 

8.54308 

—   9 

+  17 

0.00026 

20  30' 

2.17609 

8.63982 

8.63968 

8.64009 

-14 

+  27 

0.00041 

SO   0' 

2.25527 

8.71900 

8.71880 

8.71040 

—  20 

+  40 

O.O006O 

30  So- 

2.32222 

8.78595 

8.78568 

8.78649 

—  27 

+  54 

0,00081 

lu  der  That  ist  also,  bis  zu  3'/2''>  die  Abweichung  des  log  sin  TOa 
logmc  stets  halb  so  gross  als  die  des  logtg,  und  die  Summe  beider  Ab- 
weichungen ohne  Rüclisicht  auf  ihr  Vorzeiehen  ist  gleich  dem  logsee  des 
Winkels. 

Zunächst  ist  noch  zu  fragen,  wie  weit  (bis  eu  welchem  ■Winkel) 
darf  das  durch  die  letzten  Gleichungen  (1)  und  (3)  ausgedrückte 
Eechnungsyerfahren  für  kleinere  Winkel  ausgedehnt  werden?  Unserer 
Voraussetzung  (Vernachlässigung  von  x*  In  dem  Ausdinck  für 


cos)  ^ 


garithm  en-Dezimal  stelle ,   &ie 
so  lange: 


lange,  alsj7  nicht  eine  halbe  Einheit   der  letzten  Lo- 
Betracht  kommen  soll,   erreicht,  also 
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^  18.    Maskelyne  sibs  'Regel. 


-  <  0,000  005    für  5-stellige  Logaritlimeii -Tafeln, 


1.2.3.4 

<  0,000  0005    ,    6-stellige 

<  0,000  00005  „     7-Ete!lige  ,  „     u.  s.  w-,  oder 
fäi-  5-,   6-,   7-stellige  Tafeln,   so  lange  «i<0,00012,    <0,000012, 

<  0,000  0012,    d.    h.    log  x*  <  (6.0792  —  10) ,     <  (5.0792  —  10), 

<  (4.0792  —  10)  ,  oder  %  a:  <  (9,020  —  10) ,  <  (8.770  -  10), 
<(8.520  — 10)  ist,  oder  x(=arc<i)< 0,105,  <0,059,  <0,033  ist, 
öder  so  lange  etwa  (vgl.  die  .^.rcMS- Tafel  am  Schlnss)   a<6",  <3'', 

<  2«  ist.  Ist  z.  B.  tt  =  5 "  33' ,  oiler  «'  =  333' ,  so  ist  ö-atellig 
log seoa  =  0.00  20i,    -I-Jö^scck^  0.00  068  ,   -~  ^oi/ sec  .t  =  0.00 186, 

fc£?-~=^;off3^-^g^(2.52244— 3.53627)  =  8.98617.  also  nach  den 
Gleichungen  (1)  und  (2)  %ffjwtt  =  8.98549,  fo(/(^  u:  =  8.98753,  wie 
in  der  That  in  der  S-stelligeo  Tafel  bei  5^dS'  steht;  ebenso  sind  für 
6-  und  7-stellige  Tafeln  die  oben  berechneten  Grenzen  zu  bestätigen. 

Anwendung  der  Gleichungen  (1)  und  (2).  Nach  dem  Vor- 
gang der  7-stelligen  Tafeln  von  Callet  stehen  nun  in  vollständigen 
Logarithmen-Tafeln  (z.  B.  bei  Gauss  5-ateHig  u.  s.  f.)  häufig  am  Fnss 
der  Siahlen  -  Logarithmen  die  Beträge  S  ( Sirnfs  -  Eedulition)  und  T 
(Ta«jrems-Eeduktion),  nämlich 

S=—log  (j"  ■+■  --  log  cos  «  =  —  log  5,"  —  ~  log  sec  « 
oder     S=-~E{log(j"  -+-  -^logsecu)     {=logsmu  —  loga')  und 

T  —  E{log(/'  — ^logseca)     {=logtga~logii'). 
die  man  gemäss  (1)  und  (2)  zu  logii'  hinzufügen  muss,  um  logsina 
und  log  lang  a  zu  erhalten.     Es  ist  dann  nämlich: 
;3)  loff  sin  «    =  log  a"  +  S 

■4)  loff  tanff  a  =  log  a"  -+■  T 

oder,  wenn  zu  gegebenem  log  sin  oder  log  fang  der  Winkel  gesuclit  ist 
aber  hier  etwas  weniger  bec[nem  ist) 
5)  hg  a"  =  log  sin  n  —  S 

'6)  logu"  =  logtangu —  T. 

Z.  B.  heisst  es  5-steliig  (bei  G-miss)  am  Puss  der  Seite  der  Zahleii- 
logarithmen  von  950  bis  1000, 

bei  2» 38' =  9480"    :    Ä. 4.68 542       T.  4.68  588 
bei  2"  39' =9540"    :    5.4.68  542       T.l.öSöSS 
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§  18.     MasMj/nesclie  Eegel.  lyg. 

in  der  Tliat  ist  fo?  sec  2"  88'  =  0.00046,  4%  ««^^  «  =  O.OOOlSg, 
4 %sec«— 0.00031,  %ß  =  5.314425,  alsoS  =  £(%j.+ -g-Wsectt) 
=  :B(5.31458)  =4.68542  —  10,  wie  oben  und  T=Eilo9Q—^loff 
sec  a)  =E  (5.31 412)  =  4.68  588  — 10,  ebenfalls  wie  oben. 

Die  Gleidmugen  (3)  bia  (6)  ermöglichen  also,  wenn  die  Zalilen  8 
and  T  unter  den  Zahlenlogarithmen  angeschrieben  sind ,  die  bequeme 
Rechnung  nach  äer  Maskelpneschsn  Hagel  für  kleine  Winkel;  bei  (5) 
und  (6)  sucht  man  am  einfachsten  in  der  goniometrischen  Haupttafel 
mit  einem  Bliclc  die  nächste  Minute  von  a  auf,  um  danach  dann  S  und 
T  ansetzen  zu  können.  Zu  bedauern  ist  in  5-stelligen  Tafeln  nur,  dass 
die  Zahlenlogarithmen,  wenn  die  Zahlen  bis  1080  gehen,  nur  bis  zu 
«  =;  3*  =^  10  800"  ausreichen,  wähi'end,  wie  sieh  oben  gezeigt  hat,  das 
Verfahren  in  diesem  Fal!  5-steIliger  Logarithmen  bis  in  die  Nähe  von  6* 
aasreichen  würde;  in  6-  und  7-stelligen  Tafeln  reicht  die  Erstreckung 

i  der  Zahleiilogarithmen  aus. 

:le:  log  sin  lf<0-0-';  %«"  =  %  3600"=  S.55 630 

dazu  +S  =  4.68  555  —  10 


gicbt  log  sin  (1«  0'  0")  ^  8.24 185  — 10 
wie  in  der  Tafel  der  Logaiithmen  der  goniometrischen  Zahlen. 

logtg  10  0' 0";  log  a"  =  %  3600"  +  T  =  3.55  630  +  4.68  563  —  10 
=  8.34192  —  10  (ebenso);  log  tgl^d' 11"  =  toffSöll  +  4.68  562  —  10  = 
3.5S  763  +  4.68  562  —  10  =  8.24325  —  10;  log  tg  2»  58'  22"  =  log  10  702  -+- 
4.68  596  —  10  =  8.71 542  —  10. 

UmkehrungL  log  st«  a  -  8.41085  —  10,  «  in  der  Nähe  von  1»  28', 
also  )03«"  =  8.41085  — 4.68553-=3.72532,  «  =  5313"  ,S  =  10  28' 32':,S 
(suche  dies  auch  direkt);  oder:  log  tg  a  =  8.00000  —  10;  log  (t"  =  8.00000 
-4.68550  =  3,31441,  «"  =  2062"  ,6  =  00  34' 22" ,6  (noch  bis  auf  0",1 
übereinstimmend  mit  j^  von  p");  n.  s.  f. 

Bei  den  Verwandlungen  der  "in  o '  "  in  heiden  Aufgaben  dienen  die 
Angaben,  die  ebenfalls  am  Tuss  der  Zahlenlogaritlimeii ,  bei  den  Zahlen  S 
und  r  stehen.  ^2) 

5)  Umkehrnng;  der  gonioinetrisclieii  Ii'nnktioncu. 

Für  die  Analysis  spielen  eine  wiclitige  Eoile  die   „cyklometrischen" 
Funktionen,  die  „Umkehrung "  (Inversion)  der  goniometrischen.  [Ist  j/  =  f{ic) 
eine  Funktion  son  z,  so  heilst  die  Funktion  x  —  Fly)  von  y  d'    Umk  b  ung 
jener  Fanktion]     Obgleich  sie  in  der  Trigonometrie  kaum    d     n   1 1 
kommen,  sind  sie  hier  doch  turz  zu  erwähnen,  eben  wegen  d     V    b      tung 
auf  die  4.na!Ysis  und  weil  daduRh  dis  in  3,  Besprochene  n    h  d  uth  5 
weiden  kann   —  Die  tiigonometusche  Piige;  was  ist  der  W    k  1  « 
sm«  =  +  -i=t    mit  dei  Antwort    «  =  30»  oder  150»  lautet        Ijt     h 
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174  §  18.  Umkehmng  dei  goniometr.  Punktionen:  cyMoraetr.  Funkt, 
was  ist«  (d.  K  «fC  Lt),  wenn  sma  = -f-yist?  Antwort  ^  oder  auch -^  (oder 
auch  = -^  n.  5.  f.),  nämlich  orcfsm  =  g-j  =-^  11.  s,  f.,  ursprünglich  z\x 
sprechen;  aretts,  Hessen sinus=—,  ist  -s^,  einfach  geschrieben  und  gesprochen; 
<n-cussm^  =  ^,  d.  h.  nrcswii  =  0,523 5987  ti.  s.  w.;  ebenso;  areeos  I -^  0 
<und  auch  =3,U16...,  6,2832...);  arc  cos  {- 1)  =  w  =  3,1416  u.  s.  f.; 
«rcri»l  =  J;  ««cosO  =  J;  a«  ^«±  ji/^==  + J;  arccos0,7071  = +|; 
nrci^l  =j;  (WC  c(()l  = -^  =  0,7854.      Funktionen   der   Veränderlichen 

tc  Ton  dieser  Art  nun,  are  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tgx,  aind  die  cjklometri- 
Bohen  Funktionen;  man  nennt  wohl  auch  die  Lehre  von  ihnen,  im 
Gegensatz  zur  Goniometrie,  die  Cjkloraetrie.  Zu  beachten  ist  die  in 
einzelnen  der  vorstehenden  Beispiele  angedeutete  Vieldeutigkeit;  Tgl. 
Seite  175  Schluss. 

In  manchen  geodätischen  Büchern  finiet  man  i   B   auth  arc  tg  l  — 

45^1  =  50"  statt  arc  tgl  —  .     es  ist  dies  jeioth  nicht  gebr'iuchlich  und  es 
würde  hier  beaaer  ein.  besonderea  Zeichen  eingeföhrt  (vgl  S )    etwa 
Aretgl  =  45o  =  '^0'      ge^en       arctgl  =  ^  =  0  7854. 

Da  dies  nicht  üblich  ist,  hl  t  a  lie  cyklometrischen  Funk- 
tionen Tön  der  praktischen  Tg  n  tr  hessei  aus  sie  si  id  dort  ebenso 
entbehrlich,  wie  schon  für  d  1  m  t  li-ile  dpi  Analyns  unentbehrlich. 
Einige  einfache  öleichunge  (w  a  g  d  t  t  mit  der  Aufforderung  zur  Dis- 
kuasiou,  Anga,be  der  B  d  n  d  Giltigkeit)  mögen  hier  ange- 
führt sein;  z.  B.: 
arcsinp  +  arccosp  = -^i     arc  sin  p  =  arc  cos]/! —p'^     (wie  heisst  diese 

Gleichung,  wenn p  negativ  ist?);  aretgq+arcetg q^-^^;  arectgq=m-etg  -^ 

1  ' 

iwctgx  =  arc  sin  17=^  =  arc  cos  yj=^      (Bedingung  ?) 

arc  smx-\-  arc  siny  ~  are  sin  {x  V"!  —  «/^  +  i/V^~—^^    (ebenso). 
Auch  die  cyklometrischen  Funktionen  kann  man  in  Potenzreihen  der 
Veränderlichen  entwickeln;  z.  B,  ist: 

.       _  a      ^  x3      l^^      1.3.5  te'  .     ., 

a,csinx-  ^  +  ^    3  "^2.4   5  '^2.4.6   7  +■■■'"  ™-; 
(3;  muss,  damit  aro  sin ic  reell  wird  [zunächst  konvergiert],  echt  gebrochen 
positiv  oder  negativ  sein:  die  Beihe  zeigt,  dass  arc  sin  (—x)  =  — arc  sin  x 
ist),  ferner 

O'CtffX  =  X  —  -^  x^  -h— x^  —  -=■  xT  -i . . .  in  inf. 

Die  Eeihe  für  arc  tg  fällt  also  sehr  einfach  aus,  mit  einfachem  Co  effizienten. 
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§  18,    Urakehrung  der  goniometr.  Funktionen;  cjkl  mi>tr  Punkt      175 

als  eie  in  arcsinx  yorkommen,  während  sich  in  3.  und  S  gfzeigt  hat   daas 
die  Eeihen  für  shae  nad  eosx  einfacher  gebaut  waren   -da  d  e  fnr  tgx. 

Mit  X  =  1  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  die  1  ekannte  Eeihe 

für  — ,  nftmlich :      aretgl  — -T  =  l  —  -g+-^  —  -=-  +  -ir- — h         die  sich 

aber    wegen    ihrer   langsamen   Konvergenz    zur  Berechnung  yon   7i   nicht 

besonders  eignet.     Setzt   man   (mit  Ewler)    --  =  a  +  &  und  i,B.  tga  —  —^ 

_tgi-tga    _l-|_l      ^_,,,,,_,„ 


i  tgb 


=  arcig-^  +  arctg  ^ 


l-htg^tga 


bereita  besser  konvei^erende  Eeihen.    Noch  einfacher  wird  die  Rechnung  mit 

1     .    „  2-i         5     ^    ,  ^-ä  120 

tgp 


5' 

tg- 

'■''V^ 

V- 

'W's*" 

1- 

W 

'  119' 

nun 

ist  4 

P 

1  wenig  grosser  als 

4' 

d.  (ij,4y. 

120 
"119' 

'sj- 

=  l>i 

setzt 

m.- 

=  4p- 

-!. 

so  wird 

*5S 

™lj(4j- 

-3- 

l,,4p- 

-1 

1 

und 

l+lj 

4, 

B  dieser  Eeihe  erhält  man  leicht  «  auf 


4p-<i^4.arctgp-aretgi   oder  -  =  4  (-- ^-^g  +  g-^-. .  .j  ■ 

/J 1^  +  ^^ 

\239      3 . 9393      5 . 239ö 

eine  beliebige  Anzahl  ron  Dezimalstellen.  ^S) 

Erwähnt  sei  fflr  die  cjklometrischen  Funktionen,  auf  die  liier,  wie 
schon  bemerkt,  nicht  weiter  einzugehen  ist,  nur  noch,  dass  die  graphische 
Darstellung  der  goniometrischen  Funktionen  in  den  Figuren  37,  38,  39  zu- 
gleich die  Darstellung  der  cyklometrischen  ist,  wenn  man  sich  nur  die  x-  und 
y-Äse  Tertauscht  denkt;  wSiS  dort  Punktionswert  (abhäJigige  Veränderliche) 
ist,  wird  hier  Argument  (willkQrliche  Veränderliehe)  und  umgekehrt,  wie 
immer  bei  der  Inversion  einer  Funktion.  Die  cyklometrischen  Funktionen 
sind  unendlich  vieldeutig;  während  vom  gegebenen  Wert  a  des  Argu- 
ments bei  den  goniometrisihen  Funktionen  stets  nur  Ein  Wert  sin  er,  eos  a . ,, 
gehört  (Eindeutige  Funktionen),  gehören  zu  ein  und  domseihen  Argument  a 
bei  den  cyklometrischen  Funktionen  unendlich  viele  yeraehiedene  Werte; 
z.  B.  ist  der  „Hauptwert"  (Wert  awiachen  0  and  2  n)  des  Ausdrucks  «rc  sin  -- 
zwar -x-j  der  Auedruck  hat  aber  in  derThat  die  unendlich  vielen  verschie- 
denen Werte  j-^-  -h  2  fc?r  ,  wo  S  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen 
bedeutet  (vgl.  S.  174  oben).  Die  Bedingung  dafür,  dass  der  Ausdruck  arc  sin  a 
reell  ist,  ist  1>3;>  — 1;  ebenso  fQr  arc  coa;  arctgx  ist  b  dieser  Be- 
ziehung an  keine  Bedingung  gebunden.  24) 
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Kapitel    i. 

!R  GOHIOMETRIE 
GLElCflüHCEN.    GONIOMETRIE  üSD  ALGEBRA. 


§  19.  Goniometrische  Gleicbungen  mit  Einem  unbekannten 
Winkel 

^^  i  man  n  der  elempntaien  Mgelid  l  ii"  Unlel  in  i?  3.  ah 
einei  in  x  liiieaien  GtHuhung  (r  kommt  nur  aut  d"  eMpii  P  tenz 
in  dei  gegebenen  Gleichung  vor  die  ausserlem  nur  bekannte  Zahlen 
enth  It)  odoi  aus  «nei  m  ^  c[uadritis(,hoi  Gleielnng  (i  tommt  auf 
der  zweiten  P  tenz  olei  auf  der  einten  unl  zweiten  Potenz  m  der 
Gleichung  vor)  au  bestimmen  hat  fo  ist  auch  hier  zunächst  dip  Auf 
galfi  zu  besprechen  einen  Winkel  iii  einer  Gleichung  zu  be&timmeii 
in  ler  eine  ,  niometusche  Punktion  c  iei  gonioraetni  1  e  Panlttionen  des 
Winkels  vorkommen  Die  einfach  ten  Falle  die«ei  Äuff,ahe  sind  schon 
in  g  14  4)  besprochen  sie  sind  h  ei  o  1)  kuiz  wiederholt  es  ist 
"^chon  dort  erkannt  dass  man  aus  jedei  Grleichung  F{f)  =  m  wenn 
1  eine  behebige  goniometnsche  Funkt  on  des  zu  bestimmenden  Winkels 
bedeutet  und  m  eine  nach  Öiosbe  unl  V  z  ichen  gegebene  Zahl  ist 
zwei  verschiedene  i_und  zwischen  0**  and  360'>,  d.  li,  wirklich 
verschiedene,  nur  zwei)  Werte  von  ijs  erhält,  die  jener 
Gleichung  genügen. 

1)  liincnrc  Gleicliniigen  mit  diiicr  Fanktion 
des  iiitbekaunten  Winkel».  Es  sei  J*'  [tp)  eine  beliebige 
goniometrische  Funktion  des  zu  bestimmenden  Winkels  ip;  man  erhält, 
wie  oben  angegeben  ist,  zwischen  0°  und  360**  {analytisch  zwischen  0 
und  2n)  zwei  Winkelwerte  ^jij  und  qig,  wobei  übrigens  dann  auch 
jeder  Wert 

(jii  +  i.360«,       ip2±fc.3600 
{k  eine"  ganze   Zahl)  die  Gleichung  befriedigt;  siehe  die  Sätze   am 
Schluss  von  6,  in  g  14.     Jede  in  F{i:s)  lineare  Gleichung 
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WO  a  nnd  &  gegebene  Zahlen  sind,  lässt  sich  sofort  auf  die  Form 
bringen:  ^(f)  —  *"' 

wo  m  nach  Grösse  und  Vorzeiclien  bekaant  ist.  Es  genügt  also, 
Gleichungen  von  dieser  Form  zu  betrachten,  wobei  wir  auf  g  ü,  4) 
und  5)  zurückkommen,  wo  sich  auch  Übuagsbeispiele  finden,  so 
da.ss  hier  eine  liurze  Zusammenstellung  ausreicht. 

1)  ().  zu  bestimmen  aus  sin  q—m.  Es  giebt  nur  reelle 
Werte  cp,  wenn  absolut  w  <  1  ist  (1  >  m  >  —  1). 

a.  Ea  sei  nun  w-  positiv,  was  ausgedrückt  sein  mag  durch  sinif 
—  -Hm.  Wenn  ip,  der  spitze  Winkel  ist,  den  man  unmittelbar  aus 
der  Tafel  erhält,  so  hat  man  für  if  die  zwei  Werte: 

*  =  1  1800-^,       ^*^'"  ^"g«m«i°«^      "^1  1800-^_,  +Ä.860", 
wo  k  eine  beliebige  (positive  oder  negative)  ganze  Zahl  ist. 

b.  Sodann  sei  m  negativ,  ausgedrückt  durch  sin^  =  —  m. 
Wenn  ip^  der  spitze  Winkel  ist,  den  die  Tafel  liefert,  so  ist 

_  i—gij  +  fc.seoo 
*^|  IBOö  +  tTi  +  i.SeO"- 

2)  qi  ZU  bestimmen  aus  cos(p  =  m.  Bedingung  für  reelle 
Werte;  m  muss  wie  oben  zwischen  1  und  ^1  liegen. 

a.  cosqi  =  -i-m  giebt  die  zwei  Werte  ix  =  ± ifi  +  /" . 360" 

h.  cos(f  =  ~m     ,       „      ,        ,      ij-^lSO^iip, +^.360». 

3)  cp  zu  bestimmen  aus  tangtfi^m.  Hier  kann  m  jeden 
beliebigen  Wert  zwischen  —  ="  und  +  «  haben, 

»•'«  =  +  '»s'»"f-|5o*+J^+t.iso»!  =  ''i+''-"°''  ™ 

h  eine  beliebige  (positive  oder  negative)  ganze  Zahl  ist; 

"Wenn  also  t(iif  gCaeben  ist  so  kann  man  die  zwei  Resultate 
für  ^  aut  Eine  F  rm  bringen  während  dies  bei  sin  und  cos  nicht 
möglich  ist  De  Grund  dafür  hegt  iarin,  dass  die  beiden  Ursprungs- 
strahlen die  aus  „egebenei  tang  eines  Winkels  sich  ergeben,  nur  die 
zwei  verachie  lenen  Richtungen  einer  und  derselben  Geraden  sind,  wäh- 
rend bei  gegebenem  j  |  die  beiden  Uraprungsstrahlen ,  die  die  'zwei- 
deutige L  sung  der  Aufgabe  vorstellen,  zwei  verschiedene  Gerade 
sind,  die  aimmetr^ch  zur!     Sätp  t  e^cn  (vgl.  g  14,  1)  und  (i)). 
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178     §-19.  Gleichungen  höliern  Grades  mit  Einer  Funktion  des  unbek.  Winkels. 

Zwischen  0"  nnd  S&0°  liegen  immer,  wie  schon  oben  angegeben 

ist,  gleichgiltig  ob  sin,  cos  oder  tff  gegeben  ist,  zwei  Werte  von  ip. 

Für  ctg,  sec,  cosec  erhält  man  ähnliche  Lösungen  wie  für  tg,  cos,  sm. 

3)  Ctlelchnngeii  hÖhevn  Grades  mit  Einer  Fnuk- 
tion  lies  niiliekanuten  Winkels. 

Als  Beispiel  dieiie  die  in  dnif  quadratische  Gleichung 

a  sirfi  iji)-(-6ai«ij)  +  c  =  0. 
Die  Äufg'abe  ist  duich  direkte  algehraische  Auflösung  nach  3*«  f 
auf  1,  (und  zwar  1))  auräokmfübren ;  ähnlieh  in  jedem  andern   hieher  ge 
hörigen  Fall. 

Man  erhält  Wer; 

^—b+Vb^  —  iac 

Sollen  dieser  Gleichung  reelle  Werte  des  Winkeis  (p  entspreclien ,  so 

2  a  absolut  >  —  b±  Yb-^  —  iac     oder 
4(ia  +  4rt6  +  6a>f,2_4ac,  a.  h.  a  +  6-!-c>0. 
Ausserdem  muss  die  Wurzel,   die  in   dem  Ausdruck   für  sin(p  tot- 
koinint,  reell  sein,  d.  h.  es  muss  sein 

&3  —  4  ac  >■  0 ;  somit  giebt ; 

i&2  —  4  iic  >  0  \       /  4  verschiedene  reolle  Werte  von  ^, 
62  _  4  nc  =  0  l      j  2  ,  ,        ,  „    (p, 

b-  —  4  ac  <  0  )       \  keinen  reellen  Wert  von  (f. 
Analog  für  eine  in  cos  oder  tg  (Determination  im  letzten  Fall  ?)  qua- 
dratische Gleichung,  sowie  für  höhere  Gleichungen. 

3)  Gleicltungen   mit  mehreren  Fnnktioneu  des 
unbekannten  Winkels. 

Zu  ihrer  Auflösung  hat  man  die   gegebene  Gleichung  durch  al- 
gebraische   und   goniometrische    Umforinungen   auf    eine    der    unter  1) 
and  2)  behandelten  Gleichungen  zu  reduzieren. 
1}  Die  wichtigste  Aufgabe  ist  folgende: 

ffi  zu  bestimmen  aus  der  in  sinqi  und  cüj«/.  linearen 
Gleichung 
(1)  ao^ft-^böuif^c 

Erste  Lösung     Die  nächstliegende  Lösung  besteht  darin,  dass 
man  die  eine  i'unktion  m   dei  andern   au'^druekt,   also  z   B.  cos  q  = 


Yl  —  sin^ff  setzt    man  erliält  damit 


aYl  —  sm^fp  —  c  —  bsutip    oder 

a^  —  «3  SHjB  cp  =  c^  —  2  b  c  SM  (f  -^  h^  iin^  (f:    oder 

(a^  -f-  6^)  sin^  q;  —  2  &  c  sin  ip  -t-  (c^  —  a^)  =  0,  d.  h. 
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womit  die  Aufgabe  auf  dio  oben  untei  2)  behandelte  zarückgeführt 
ist.  Im  allgemeinen  erhilt  man  aus  Gleichung  (2)  zwei  Werfe  von 
sm(f,  es  kunnte  also  suhemeii,  als  ob  der  Oleichnng  (l)  vier  Werfe 
TOU  ff)  entspiachen,  indem  jeder  Wert  vin  ^uitf  zwei  Werte  von  q> 
liefert  Nun  giebt  aber  fui  einen  bestimmten  Wert  TOn  sm^l  die 
Gleichung  (1)  Einen  bestimmten  Weit  von  cisiji  da  nun  durch  sin 
und  coa  ein  Winkel  Eindeutig  bestimmt  ift  >>  hat  die  Gleichung 
(1)  im  allgemeinen  zwei  Wurzeln  ip. 

Die  obige  Behandlung  ist  nun  aber  unsymmetrisch ;  mau  hatte 
ebensogut,  s*W(j)  —  yi  —  eos^ip  setzend,  die  in  «>S(p  c[uadratische 
Gleichung 

(3)  («2  +  fc2)  cos'^ ^  —  2accosif)-^  (c^  —  &2)  :zz  0 

erhalten  können,  wie  sich  auch  aus  (2)  durch  Vertauschuiig  von  a 
mit  h  und  gleichzeitig  von   sin  mit  cos  unmittelbar   ergeben   mass. 

(2)  und  (3)  zusammen  geben  also: 

{  sin  rf  = 


sc±«y.' 

-fSa-c» 

ß2  +  ö2 

»c  +  SV«' 

+  S>-ö' 

wobei  sich  die  Vorzeichen  auf  einander  beziehen,  ivie  die  Probe 
ergiebt,  wenn  man  aus  (4)  «cos 9  +ösraiji  bildet.  Auch  Her  zeigt 
sich  also,  dass  man  im  allgemeinen  nur  zwei,  nicht  vier  Werte  für  (p 
erhält;  es  giebt  nämlich 

{reelle  verschiedene  j 

reelle  zusammenfallende  |  Werte  von  ip, 
imaginäre  (konjugierte)   ' 
je  nachdem  c'^'^u^ -\-h^  ist. 

Zusatz.  Ist  in  der  gegebenen  Gleichung  c  =  0,  d.  h.  hat  man 
die  Gleichung 

so  wird  nach  Division  mit  cosq, 

womit  die  Aufgabe  direkt  auf  1,  S)  zurückgeführt  ist. 

Zweite  Lösung.  Goniometrisch  durch  Einführung  eines 
Hilfswinkels.  Als  allgemeines  Prinzip  merke  man,  wie  sich 
aus  §  13,  4,  und  §  14,  7.  ergiebt:  Zwei  gleichartige  Grössen 
((.  und  b  lassen  sich  stets  als  rechtwinklige  Coordinaton  eines 
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(eindeutigen)  Punktes  betracliteii;  führt  man  dessen  (ebenfalls 
eindeutige)  Polarcoordinaten  (i.,r)  ein,  indem  man  setzt; 

(5)  jöZrÄJl    ^^''''^^""^  (2>  '™  §  1^' 

so  ist  (mit  der  Bestimmung:  r  positiv)  der  Hilfswiukel  \  Eindeutig 
gegeben  durth  die  Gleichung 

(6)  '^  ^  =  « 

und  damit  findet  sich  für  *■  aus  (5) 

a        ,  h 

(i)  r  =    -^    oder    =  t  r- 

Setzt  man  im  vorliegenden  Fall  die  Werte  aus  (5)  in  die  ge- 
gebene Gleiclimig  (1)  ein,  so  erhält  man: 

rcos<fCos'K  +  rsinifSinX  =  c    oder 

(8)  cos(>f-i.)  =  ~- 

Aus  (6)  i«l  mit  Buck&icht  auf  (5)  der  Hllswinkel  X  wie  schon 
angedeutet,  EiBdentig  bestimmt  da  duich  (b>  aeii  e  (/  gegehei  und  ais 
(5)  die  Vorzeichen  von  oa  und  '  lekannt  sind  vgl  die  Fcrmeln 
und  Übungen  in  ^  14  4  und  5  Mit  ?  aus  (6)  erhalt  man  i  au=!  {") 
und  die  &leicl  ung  (8)  ergiebt  dann  zwe  gleiche  und  ei  tgegengesetzte 
Werte  von  (qi  —  A)   womit  man  sei  1  e^i^lich  ?wei  leerte  von  if  erl  It 

Ja  nachdem  c  ^  oder  da  gemäs  (5j  a^  -\-h  =r^  ist  je  nacl  1  n 
(.2  ^  «2  +  ja   erhält  man  also 

{leello  verschiedene  i 

reelle  zusammen  tauende      \\t>  i?  von  / 
imiginare  kcnjngierte      ' 
also  ganz  dieselbe  Determination,  wie  bei  der  1.  Auflösung. 

Diese  zweite  Lösung  ist  aber,  weil  vollständig  symme- 
trisch, in  algebraischer  Hinsicht,  und  da  die  logarithmische 
Rechnung  sehr  einfach  ist,  überhaupt  in  jeder  Beziehung 
der  ersten  Lösung  vorzuziehen. 

Dritte  Lösung.  Dnrch  Kon- 
itiuktion  Es  i^t  stets  von  grossem  Wert, 
iiomöglioh  die  trigonometrischen  Auflös- 
ungen goniometnscher  odei  algebraischer 
Aufgaben  mit  den  durch  Konstruktion 
sieb  ergebenden  zu  vergleichen.  Als 
Beispiel  diene  die  Konstruktion  Tot- 
stehender  Aufgabe: 

Ma-^ht  man  (Fig.  m)I>Ä^a,DB 
{l.I>A\='b    und    BG  =  c   Längenein- 
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§19.  Gleichungen  mit  mehreren  F     kt  d        Ik  'V,    k  \       11 

heiten,  beschreibt  femer  von  C  mt    l       H  Ib  K 

der  A  B  m  Ei  und  E^  sehne  dt  ist  h  t  d      Hilf  w    k  1  X  = 

4:i?JB  (a  und  6  als  positiT  mm    )     f  C(?=  {       =  il) 

=  c.  cosi.,  also  £'[CGf  =  -E^(j(r  =  ^  — A  und  ioinit  die  beiden  "W  i-rte 
<f.l  und  <j)a  des  gesuchten  Winkels  ip  gegeben  durch  die  Winkel 
EiCB  nad  E^CS. 

Je  nachdem  der  um  G  mit  n  beschriebene  Kreis  die    Grade  A  B 


d.   h. 


nachdem   e^  ^ 


t-  62   ist ,    erhält  i 


ergiebt   sich   also  bei  der  Kon- 


iberöbrt 
nicht  schneidet  | 
{zwei  verschiedene  . 

zwei  zusammenfallende  J  Löaangen 
keine  reelle  ) 

struktion,  wie  es  der  Pall  sein  mnas,  abermals  dieselbe  Determination, 
bei  den  beiden  vorhergehenden  Auflösungen. 

Zahlenbeispial  zur  zweiten  Auflösung. 
(— 4,31)  cos^  +  (3,01)  siM  (p  =:  1,68 


(6)      tgX  =  ~  (7)    . 

cos{q>-l)  =  ~  =  - 


-  oder  =  - 


rste  Rechnungs  weise ; 
logb  =0.47  857 
loffa     =0.63  448  k,  also 

loff ig X=,9.8iiOQ— 10  n,  woraus,  da  *■  positiv  werden  muss,  nur 
X  =  1450  4'  13" 
log  c  =  0.22  531  log  c  =  0.22  531 

log  cos  k  =  9.91  374«  log  sin  A  =  9,75  783  —  10 


=  £%«=9.36  552— 10« 


^^=E%fc  =  9.52  143  —  10 


>S  {i()  —  \)  =  9.50457—10  logcos  (q;  —  A)  =  9.50  457—10 

(       710  21' 47" 
'''"1  —  710  21' 47"  und  damit 
ifj  =  216«  26'  0"      i 
ifa  =    73»  42'  26"    ( 
)8  Ii         ;ö<(a=0.63448« 

log  cosqij  =  9.90  555  — 10« 
!oj;acöS(pi=^  0.54  003 
logb^ÖAl  857 
Jogsm^i  =  9.77  37^-  lOn 
hgbsm<fi  =  QM227n 


b  sin  IB,  =  —  1,78760 
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182     §  1^-  Gleichungen  mit  mehreren  Fnnktioiien  des  unbekannten  Winkeis. 


loga=0Mi48n 


log  a  cos  (p^=0. 08  2iSn 
%ö=0.47857 
fopSOTiBa=9.98  220-10 


logb  sin  q>i=0  AG  077 


hsinq,^=  +2,88913 


Zweite  Eechnungswei=!e  An  btelle  dPi  vorBtelieuden  setzen  wir, 
wie  schon  in  §  14,  7,  vorbereitet  ist  hier  und  in  Zukunft  steta  die 
folgende  Rechnung,  die  vii'l  ubersiulitlicher  ist  als  die  erstp,  mehi  vor 
Eechenfehlern  schützt  und,  da  weniger  zu  schreiben  i^t  lascher  zum 
Ziel  führt.  Eine  weitere  Erkhiuug  ist  naih  dflm  oben  angefahiten 
Paragraphen  nicht  notwenig. 

(— 4,31)cos^,  +  {3,01)sJ«<r  =  1,68 


6  =  +  3,01 
<.  =  -4,31 

0:47  857 
0.08  626« 
0.63  448  n 

A  =  1*504' 13" 

1    71  21  47 
~  *  ~  1-71  21  47 

t 

tffi 

9.84  409» 

c 

0.72  074 
0.22  531 

|216»26"    0" 

"'-|   73»42  26" 

cosil'-^) 

9.50  457 

im  II.  Quadranten,  nicht  auch  im  IV.  zu  wählen,   weil  mit  tgX  = 

'      zugleich  bestimmt  ist,  dass  sin  \  das  Voneichen  +,  cos  X  das 

orzeichen  —  haben  soll:  über  e\        nach    der   Lagrange&ctim 


2)qpsei 
ä  ist  cos^  <p  = 


;  damit  wird  die  gege- 
—  cos  2  <p)  =  2  rf    oder 


bene  Gleichung        a  (1  -H  cos  2  qrO  +  6  s*«  2  qs  4 

(o  —  c)  cos  2  <p  -i-  6  sin  2  gt  =  (3  d  —  o  —  e), 
womit  die  Aufgabe  auf  die  vorige  Burflckgefflhrt  ist. 

Anmerkung.  Man  könnte  die  vorliegende  Aufgabe  auch,  aber  weniger 
gut,  auf  eine  der  Aufgaben  2.  zuriiekführen.  Dividiert  man  mit  cosS  cp  durch, 
so  wird  a^bUj<f  +  eig^i:f  =  — g—  =  ä  {l -{- 1^  ip)  oder 

(^,-ä)tg'i(!>  +  l>tgff  +  {a-d)  =  fi, 
woraus  tg  tf  und  damit  rf'  zu  beätimmen  ist. 
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§  19,  Gleichungen  mit  dem  iiiibekaiintenWiiitel  in  Zusammensetzungen,      1 33 

4)     Die    gegebene    Gleichung    enthält    den    gesuchten 
"Winkel  qp  nicht  direkt,  sondern  nur  in  Zusaänmensetzungea. 

1)  (p  sei  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung  : 
a  sin  (if  -i-  a)  +  b  sin  (qi-  +  ß)  =■-  0, 
wo  «  und  ß  gegebene  Winkel  sind. 

„    .  ,  sm{<f-i-ct)  b 

Es   ist  --r— 7 ;;;  t=  —  ~     SOmit 

h — a  _  sm  ((p  +  (e)  -h  sin  {f  +  ß) 
&  +  a  ■"  sjj!  (ij)  -+-«)  —  siw  (qp  +  ß) 
2smL  +  '~Acos'^-^  ^_^  ^_^ 

= h-.,^^(     .7:z',=  n'f  ^-2-^-2-' 


woraus  sich  ergiebt 

Damit  ist f (pH ^|  und  also  auch  qo  zn  bestimmen. 

Sind«  und  i  logarith  misch  gegeben,  nnd  setzt  man  a  =  r  sin  X, 
h  =  rcos}i,  d,  h,  während  eich  r  sofort  wieder  weghebt,  Eindeutig: 

b 
(cos),  das  Vorzeiclieö  von  a,  smX  das  von  h):  ctg Ti  =  — ,    so    wird 

^  =  cia(450  4-A),     also    ig{ff+'^^^^to~--ct9{iÖ'^  +  X) 

Vgl.  g  16,  Gl.  (15). 

Bemerkung.  Man  suche  hier,  älmlich  wie  hei  3.  1)  auch  eine 
Konstruktion  für  die  zwei  Winkel  iji. 

2)  (})  zu  bestimmen  a.v.s  a  sin  {ix --r  tt)  +  b  sin (ß — f)  =  0. 
Setzt  man  in  der  vorigen  Aufgabe  — b  statt  b  und  — ß  statt  ß,  so 
erhält  man  unmittelbar  die  vorliegende  Aufgabe,  somit  für  diese  die 
Lösung 

S)  (p  zu  bestimmen  aus  a  cos  {q>  +  a) -{- b sin  {rf.  —  (?)  — 0. 
Diese  Aufgabe  geht  aus  1}  hervor  mit  (90*'  -i-  a)  an  Stelle  von  tx  und 
—  fi  an  Stelle  von  ß,  also  wird 

'9[^^—2 )  =  b^a''-' 2 

4)  <r  7.U  bestimmen  aus  —  -? -sv  —  »w.     Ganz  auf  dieselbe 

cos  (rp  + 13) 

Art  wie  in  den  eben  behandelten  Aufgaben  oiliiilt  man 
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184     §  20.  Gonioinetri sehe  Gleichungen  mit  mehveien  uiitiekannten  Winkeln. 

/  a-f-ß\        1+M      a-ß 

CS  t     !■  tff(if,-ha) 

5)  m  za  Dastiraiuftn  aas  ;-,■■■  ■   ^,  s=  m. 

Es  wird  hier 

sin  (2^,  +  »  +  a)  =  \^  dn  (ß  -  «). 


§   20.    Gonionietrische   tJleichungeii    mit    mehreren    un- 
bekannten Winkeln. 

"   1.  Die  wichtigste  Aufgabe  ist  die  folgende: 
a)  Von  zwei  Winkeln  ist  bekannt  ihre  Summe  und  das 
Verhältnis  ihrer  Sinus;   die  beiden  Winkel  zu  bebtimraen. 

f  sin  q)  ■. 

Es  sei  gegeben  i  srnifT  ~  "M;    gesucht  ip  unä  >p. 

'•if  -i-  yp—  (X    ' 
Ans  der  ersten  Gleichung  folgt,  da  sie  als  Proportion  geschrieben 
lautet : 

sin(fi:sm-\p  =  m:l 
{smcp  +  sintp):{smq)  —  swifr)  ={m  +  I):  {«i —  1)  oder 


E^— ^ 


-1       9^^.T  +  ^. 


-^  ■  ä<j  ^^-s-^ ,  somit 


(9- 
Damit  ist --^  bekannt  und  also  auch  cp  und  ijj,  nämlich 


b)  Die  Auflösung  bleibt  gaoa  dieselbe,  wenn  ausser  dem 
Verhältnis  der  sin  der  beiden  Winkel  die  Differenz  der 
Winkel  bekannt  ist. 

Ist  _— *  _  j)j        nmi        ^—  fj!  =.-  ß    gegeben,  so  wird 

^   rp  +  if)      m-b  1  .     ß 
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§20.    Gon 
m— 1 

omettiach 

0.48204 
9.32751 

9.54172 

e  Gleichungen  mit  melirerec  allbekannten  Winkeln.     185 

»1—1  =  2,7042 
i»+ 1  =  4,7042 

,,»+* 

^=19«irS8" 
5i^=11018'57" 

^^=     19ni'38" 

</-=-- 

9.30127 

2^=  191018'57" 

<Pi=30fSO'35" 
ifpj  =    7052'41" 

(Ja  =  210030'35" 

Via=-1720   7'19"=187''52'41" 

Die  Werte  von  qi  und  ip  der  beiden  Lösungen  unterscheiden  sich 
>  um  iSO*^,  weil  die  zwei  Worte  ¥on  ^^  (ijj  —  i^)  sich  um  180°  unter- 


Än merkung  l).  Ist  in  der  vorstehenden  Anfgabe  —. — ^  =  -r-  i 
wobei  die  Logarithmen  von  a  und  &  gegeben  sind,  so  erhält  i 
Auflösung  der  Anfgabe.  wenn  man  bemerkt,  dass 


Hutzt  man  also  tgk  = 


1  mit  Eindeutig 


c  Ein- 
fuhrung von  i.,  durch  die  Bestimmung  nlmlich,  dass  ausser  dem  nach  Grüsse 
und  Vorzeichen  bekannten  Weite  von  tgi.  auih  die  Voizeichen  von  sinX  und 
cosX  festgesetzt  sein  sollen  durch 

Vorzeichen  vcn  tm  A  glei  h  dem  lon  a 


eihalt  ra; 


\  die  Lösung  für  a)  und  tür  6)  duich 

=*  _  „  (j  _  45»)  tj  2±*  =  a,  (45»  + 1)  ij  51^^: 


j+j. 


Gerade  in  dieser  Form  ist  die  Aufgabe  I)  für  mehrere  geodätische 
Aufgaben  von  grosser  Wichtigkeit. 

Anmerkung  2).   Wenn  in  a)  das  gegebene  (qn- tjj)  klein  ist  (für 

verschiedene  Genauigkeitsstufen  bis  zu  verschiedener  Grenze),  so  ist  die  Auf- 

■  Iflsung  nnmittelbar  klar;  ist  z,  B.  sin  fp:  sin  ip  =  l :  2  und  ijo-H  i/;  =  0»  6'  0", 

so  i3tqi  =  00  2'0"     und    ){i  =  Of-l'0".     Grund?    Untersuchung-  (iber  den 

Geltungsbereich. 


1^)  Gesucht  if  und  \p  aus  t — - 
=  n,  also 


nd  (j)  4-  (fi  = 


(p  cos  \t>  —  cos  <p  sin  ip      n  —  1 

qicosip  -^  cosifisintD~  n  +  1 

«—1 . ,  ,    »—1 


cos  qismip 

sin(w  —  ijj)     M  — i      ,        .    ,          ,      '- — '■    .    , 
■    , —    .^ 1-,  also  sm(ai-w)  = :iSm((D  +  ü>)  — 

damit  ist  (ip  —  ift)  bekannt  und  demnach  auch  ip  und  ^. 


hl 


2'')  Gesucht  %■  und  y;  aus  - — -  =  «  um 
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§  21,     Rechnung  mit  komplexen  Zahlen. 
Aus  der  Torigen  Aufgabe  erhalt  man  auch  unmittelbar 

sin  (if'  -*-!())  = Y  s?'j  ß. 

3)  Weitere  Aufgaben  zur  Übung: 


<p 

und  jfi 

zu 

bestimmen 

aus   q)  +  1^  = 

«     und 

sw  qn-  si«  V 

= 

91 

-     if 

,       ly  4-  ))j  = 

sintp  .sin>p  = 

■■k; 

* 

»     f 

,     qi  +  (|j  = 

« 

tg<f.tg^=^c 

9 

Den 

Wii 

nkel  ifi  zu 

„     q-.  +  i|j  = 
bestimmen  aus 

den  zwe 

tg(f+tg\p  = 
i  Gleichungen: 

n. 

1  acos 

(fi  -h  b  sin  (f  -+ 

-c  =  0 

\  a'  cos  (q, 

+  v)  +  &' 

sin  (ijj  +  yj')  + 

ti'  =  0, 

wo     £1,  ö.  C,  ä', 

.h\ 

gegebene  Zahlen  sind  und  <f  einen  ebenfalls  nicht  bekannten  Winkel 
bedeutet. 

Anmerkung.  Die  Auf lösung  der  Aufgalien  1)  bis  3)  dieses  §,  sowie 
der  Aufgaben  des  Abschnitts  4,  des  vorigen  g  wird  vereinfecht  (der  Hilfs- 
winkel X  wird  entbohrJich)  durch  eine  Tafel  der  Logarithmen  =— — ■  au  ge- 
gebenem Logarithmus  Ton  n,  wie  sie  z,  B.  in  der  fünfstelligen  Loga- 
rithmentafel ¥011  Bex  sich  findet 

Zu  bemerken  ist  auch  noch,  dass  §  20,  Ib  ganz  dieselbe  Aufgabe 
ist  ivie  §  19,  4,  1) :  schreibt  man  hier ;  o  siw  ifi  +  &  siw  j;  =  0  und  ip  —  ;r  = 
ß  —  a  =  y  gegeben,  so  ist  dies  unmittelbar  zu  sehen.  Ebenso  ist  |  20,  211 
gleich  §  19,  4,  3)  u.  s.  f. 

§  21.  Rechnung  mit  komplexen  Zahlen.   Moivye's  Formel. 
Binomische  Gleichungen.     Satz  TOn  Cotes. 

Dieser  ganze  Paragraph  behandelt  eigentlich  Gegenstände  der 
Algebra,  der  Analysis,  soll  aber  doch  hier  eingeschaltet  werden,  weil 
er  schöne  Anwendungen  rein  goniometrischev  Becbnungen  bietet,  ferner 
der  Zusammenhang  der  Ereisteilungslehre  mit  den  goniometrischen  For- 
meln, der  früher  (§  17,  3))  schon  gestreift  wurde,  theoretisch  wichtig  ist, 2^) 

1)  Komplexe  Zahlen;  ilii-e  Soriiialform  nnd  ihre 
kanonische  V^oi-m. 

Das  System  der  positiven,  und  negativen  Zahlen  ist  nicht  das 
allgemeinste  algebraische  Zahlensystem ;  um  dieses  aufzustellen  braucht 
man  vielmehr  neben  der  , reellen  Einheit"  die  „imaginäre  Einheit' 
i  —  }/—!;  die  allgemeine  Zahlform  ist  dann  die  der  sog.  komplexen 
Zahl  a  +  ly'-^i        oder        a  +bi, 

wo  a  und  1>  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Zur  Aufstellung  dieser  Zahlen  führt  bekanntlich  schon  die  elementare 
Algebra  bei  den  quadratischen  GIdchnng-eni  s.  B,:  was  sind  die  Wurzeln  der 


y  Google 


§  21.    Eediiiung  mit  iomplesen  Zahlen,  187 

Gle  lung  X    —     3,-1-  6  =  0?    Antwort:  +2   und  +3;   die  Gleichung 

läa  t  s  oh  al  0  a  ch    o   ehreiben;  (a;— 2}(a!  —  8)  =  0.    Allgemein:  Sind  iC[ 

u  i  s'a  dl    zn      Zil len ,  die  die  quadratische  Gleichung  a:2  +  oa;+b  =  0 

befr  edig  n     o  lia  n  man  diese  Gleichung  auch  schreiben:  (iC-iCi)  {x-x^  =  0. 

Was  snd  nu    d  e  Waizeln  der  Gleichung  a;2  + 5  x-f  3IV4  =  0?  Antwort: 

3,1     —    +y^— 4.311/,     _5+j/zrroö    — 5-+-10l/^T    ^ 

' }  = =^ — rz —  ^— — ' = —  ,    ' oder  mit 

Wal  2  2  2 

Einführung  des  Zeichens  i  =  V—  1,  aii  =  —  2V2-^-5t.  iCg  =  —  2Va—  5  t; 
die  linke  Seite  der  Gleichung  moss  also  identisch  sein  mit  (a;  -i-  21/3  —  5  *') 
(a: +  21/2  + 5*');  multipliziert  man  aus,  so  findet  man  in  der  That  nach 
(«  -(-  6)  (o  —  6)  =  (i2  _  ja  den  angeschriebenen  Ausdruck  gleich  (x  +  2Va)^ 

—  (5  i)2  =  iE2  +  5  a:  +  ^  ^  (5  l^^TQa  =  x^  +  hx +  '^^ +  25  =  x^  +  hx  + 
31'/^,  übereinstimmend  mit  der  linken  Seite  der  gegelenen  Gleichung  —  In 
der  hühern  Algebra  wird  nun  der  Satz  bewiesen,  dass  jede  ■jlgebra  =che  Gleich- 
ung :  flß  a;'  +  Ol  a:"  -  '  +  . .  4-  n  „  =  0  so  viele  und  nm  'ju  ticIp  Wurzeln  hat, 
als  ihr  Grad  anzeigt  {wie  aus  der  elementaren  Algebia  bekannt  ist  dass  eine 
in  a!  lineare  Gleichung,  Gleichung  ersten  Grades.  Eine  eini,  m  x  rem  oder 
unrein  quadratische  zwei  "Wurzeln  liat,  d.  h.  Werte  dem  die  Gleichung 
eingesetzt,  diese  befriedigen);  man  kann  die  ,ganz<.  algebraische  Funktion'^ 
a:'4-flia!"— '  +  ..+a„derenVerilnderlichea:i8t,  in  «lineare  „  Wurzelf aktoren' 
(a;  — iCj),  {x~-x^,...{x  —  x^  zerlegen;  mit  ai"  +  oj  ai"'!-)- ...-(-«„  = 
(a;  —  Xi)  ,{x  —  aia) . . .  (x  —  a^)  zeigt  sich  in  der  That,  dass,  da  das  Produkt 
(1  ^-Xi)  (x  —  Xz)  ix  —  x„)  nur  anf  «Arten  zu  Null  werden  kann,  nämlich 
dilurch  dass  einer  der  n  Faktoren  Null  wird,  dass  Xi,  X2,  x^.  ■ -X^  die 
n  ^  urzeln  der  Gleichung  e°  +  oj  a;"  -'  +  ...  -1-  o^  =  0  sind.  Diese 
Wuizeln  brauchen  ^ber  (untei  dei  auch  seither  schon  geraachten  still- 
schweigenden Voraussetzung  lauter  reejler  Coeffizienten  a)  keineswegs  alle 
reell  zu  sein  wie  schun  die  ijuadratiache  Gleichung  zeigt  {s,  oben) ;  die 
Gleichung  a.a  -h  6  Ji  +  (  =  0  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  wenn  ö^  _-  4  ^  >  0  ist, 
zwei  ,imaemaie'  (jetzt  bessei  komplexe),  wenn  5^  — 4c<0  ist.  In  der 
Analysis  ist  nun  zu  zeigen  dass  komplexe  Wurzeln  nur  , konjugiert«  vor- 
kommen {b.  n.),  d.  h.  dass,  nenn  (p~hqi)  eine  Wurzel  der  Gleichung 
a;"  -f-  Ol  a!"  - '  -H  - .  -  +  o»  =  0  ist,  auch  (ji  —  g  *)  eine  Wurzel  dieser  Gleich- 
ung vorstellt.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  «  ungerade  ist,  mindestens  Eine 
Wurzel  reell  sein  muss  (z.  B.  also  bei  einer  kubischen  Gleichung);  ist  n 
gerade,  so  können  alle  Wurzeln  komplei  sein;  sie  haben  aber  dann  atets  die 
Form  iPi-t-qii),  (Pi— ei»)i  (^a  +  Sa').  (Pa  — Sa')  H'  s-  f.;  man  kommt 
bei  der  Zerlegung  der  Funktion  «-  +  o,  a;"  "  '  +  ...a„  in  ihre  Wurzelfaktoven 
for  jede  der  reellen  Wurzeln  r,,  r^, ...  auf  einen  Wurzelf aktor  von  deiForm 
(^  —  f^j^  (^  —  rj)...;  für  je  zwei  zusammengehörige  komplexe  Wurzein 
(^j  +  gji"),  (pi-äij);  (pa-l-ga*),  (p^-ggi)  auf  Wurzelfaktoren  von  der  Form 
(x~pi-qii),  («-;Ji-t-2i*);  (iC-Pa-ffa*).  {x - p^  +  q^i) ■  ■ -,  von  denen 
sich  je  zwei  zusammengehörige  zu  einer  quadratischen,  nur  reelle  Coeffizien- 
ten enthaltenden  Form  vereinigen  lassen,  z.  B.  (x  —  Pi  —  qii)  {x  —  pi  + 
q-^  t)  -  {x  —  !J,)a  -  (9i  i)^  =  (3;  -  Pi)^  +  91^  =  a;8  _  2;.,  a;  +  (pi«  +  gj^) 
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188  §  21-     Komplexe  Zahlen,  Definitionen, 

u.  e.  f.  Den  .Hauptsatz  der  Algebra"  kann  man  dann  auch  s 
die  ganze  algebraische  Funktion  »i'e°  Grades  der  veränderiiclien  Grösse  sc,  näm- 
licli  x"  +  a-jX"' '-  +  ...  -f-  a^,  mit  lauter  reellen  Coeffizienten  a,  kann  man 
entweder  in  n  Faktoren  von  der  Form  (k  +  »■,),  {x  +  r^)  ■  ■  ■<  (*  +  >■-)  zerlegen, 
wobei  die  rn  verschiedene  reelle  positite  oder  negative  Zahlen  sind,  oder 
in  m  (m  eine  ganze  positive  Zahl  ^-0)  Faktoren  von  der  Form  (aß  +pi  x 
-+■  3j),  (a:^  +  jjg  "^  +  Sa)i  -  ■  ■  "i^^  i"  ("  -  3  m)  Faktoren  von  der  Form  {x  -+-  rj), 
{x  +  i"2) . . .,  wo  pi,  äij  Pi,  q.y,  ...  ri,  »a . . .  lauter  reelle,  positive  oder  nega- 
tive Zahlen  sind,  für  je  zwei  zusammengehörige  pt  und  qt  aber  vorana- 
zusetzen  ist:  pt^<;i_iqt\  Im  zweiten  Fall  kann,  wenn  n  gerade  ist, 
m  =  0  sein,  womit  der  erste  Fall  vorliegt  (m  Faktoren  von  der  Form  (x-r)]; 
wenn  n  ungerade  ist,  so  muas,  der  Definition  von  m  gemäss,  (b  — 2  m) 


Führt  so  schon  die  Algebra  der  reellen  Zahlen  zur  Autstellung  der 
komplesen  Zahlen,  so  gehen  die  höhern  Theorien  der  Analjsis,  eben  mit 
Eüciisicht  auf  den  angeführten  Hauptsatz  der  Algebra,  von  der  komplexen 
Zahl  als  allgemeiner  Zahlform  aus;  die  „Verfinderhche"  ist  nicht  mehr 
j.      ondein  [j.  +    j) 

Jone  Form  i  +  ö  i  hwBst  nin  1  Noimalform  der  komplexen  (all- 
gfiraeneu)  Zahlen  Wa«  die  geometr  sei  e  Darstellang  betrifft,  so  ist 
zai  Daistellung  des  C  e'iamtsystems  der  i  sitiven  und  negativen  reellen 
Zahlen  nur  eie  „Zahlenaxe"  Eotwendig  auf  der  man,  von  einem  he- 
«timmteE  \iillpunkt  aus  gerechnet  p)  itiven  und  negativen  Zweig  oder 
pobitive  und  negative  R  chtung  zu  unteraohe  1™  hat  vgl  §  IS  1) 
zur  Darstellung  der  allgeme  neo  komplesen  Zahlen  dagegei  tedart  man 
der  ganzen  Zahlenebenp  Errichtet  min  m  Nullpinkt  das  Lot  lul 
der  d  6  reellen  Zahlen  enthaltenden  Aie  so  hat  man  wenn  auf  jeaem 
Lot  diB  zwei  Punkte  in  der  Entfprnunt,  1  ^  m  Ursprun{,  zu  beiden 
Swten  der  , reellen  Ase",  ins  Auge  gefas  t  weiden  nath  "tometristliem 
at      Lngd  tkn=y+-l  (—11  (da  die  \  erhindnngslmieu 

j  n     P  nkt    mtdnP    ktn+1  und  —  1  der  reellen  Axe  gleicli 
h    kl  g        htw  nkl       D       k.     her  teilen    für   die   die  Höhe  anzii 
l     b        t  gl     I  Wu     1  a     dm  Produkt  lei  H\p  tenuienabsehn  tte) 
d     j        St     k  31     nd  =y  —  1  —  ±       De  beiden  Pnnkte  auf  dem 
L  t       d     E  tf  nung  1      m  Nullpunkt  können  al'-o  die  positive  und 
g' t        maguj      Eah  t  1     t  Uen    da»  Lot  heisst  imaginfire  Äxe. 
D       11    m  m  n    alg  b        h         der  kompleien  Zahlen  (a+bi)  lassen 
1        ngmt      hltnl    Nullpunkt»  trecken   m  einer  Ebene 
(w     i     g  wöhnh  h  n  i     t        und  negativen  Zahlen  als  Strecken  einer 
Z  hl  na    )   w  n         di  System  recht wmkligei  Cooidlnaten  an- 

genommen wird,  dessen  j;-Axo  die  reelle   des'ien  /  A^e  die  imaginäre 
Äse  vorstellen  mag.     Trägt  man  auf  der  eisten  \se  "  Linien einheiten 
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§  21.     Komplexe  Zahlen,  Deflnitionen-  189 

!(mtEklt      fd^  1  )ud         htotnd      m 

Ab  pnktlOdntalLt      n!.Lgnlit      (l       ) 

t  11t  d    V   bndun^    t  eck    d     Cjo  d     t        llpunkt    mt  d  m 

lalt         P  nkt  d     k     il       Zhl  (    +!  )ä       11       Bldju  kt 
1     Z  hl  (   +  d     Eb        d     k  rail     n  Zahl  ist  auf  d      b  n 

ane     b  n   Art  1         1 11        D     1   mpl        Z  H  n    ud  n  ht   and 
al     St     k      m  t  B  i  t    g     gab       w  b     d       E  1 1  ug        h  n  1 1 
n      d       uf  E        A  unt      1    d    d       w    ß  ht        n  b      1 1   w 

b     d  n       11      1     t  d      g  t     n  7  hl  nd  m    1!    W  nk  1 

w    h     0     nd    6     u   f     t    D  11  aZall  d    i       11   Fäll 

d       11g  m      n  Z  hlt   m     1     ^\  nk  I  d     d     Z  !  1        1 11  nl  n       m 
N  11{  nkt    n     h    d  n  St     k        t  d         11  n  A       d        Ä         t   n 
d      m    p      11  ü  F  11 0     1     180     d  1    d    St     k    1  gt       1        A 
b     d  n     na     n       n     Zahl      (In         11       T  1)      t   d 

W    1  1      t  1  11  n  A        Od       70 

J  d    k  rapl       /hl       d     ^  If     m 

(wo  i  =  V —  1  ist)  lässt  sich,  indem  man  nach  dem  soeben  Angegebenen 
X  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Pankts  (Strecken  mit 
Vorzeichenl)  betrachtet  und  dessen  Polarcoordinaten  (cj,  )■)  einführt,  auf 
die  Form  bringen 

)■  (cos  tf'  +  i.  sin  (jr). 
Dies  ist  die  sogen,  kanonische  Form  (Polarforra)  der  komplexen 
Zahlen;  der  Eadius  r  iieisst  der  Modulus  oder  absolute  Betrag  der 
komplexen  Zahl,  der  Kicbtungswinkel  ijj  die  Anomalie  oder  auch  die 
Amplitude,  der  Ausdruck  (cos  ff -h  i . sin  <(i)  der  Richtnngscoeffi- 
zient.  Die  znletzt  genannte  Grösse  ist  nichts  anderes  als  die  komplexe 
Einheit,  aufgetragen  vom  Urgpnmg  aus  auf  einem  Ursprungsstrahl,  der 
mit  der  reellen  Axe  (»-Axe,  und  zwar  mit  dem  positiven  Zweig  der 
ai-Axe,  im  Uhrzeigersina)  den  Winkel  if  einschlieast.  Wegen  der  Perio- 
dicität  der  goniometrischen  Punktionen  bleibt  die  kanonische  Form  un- 
verändert, wenn  man  zu  <(.  ein  beliebiges  ganzes  Vielfaches  von  360"  oder, 
wenn  die  Winkel  in  analytischem  Mass  ausgedrückt  werden,  beliebig 
oft  2  ;?  addiert.  2S)  Es  besteht  also  die  wichtige  Relation 
(1)         x±iy  =  r  [cos  {<i  +li.  3600)  +  4 .  si«  (ij,  +  fc .  360«)] 

=  )'  [cos {<f  +  Ih n)  +  i .  sin  {<(i  +  2h n)'] , 
wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 
Zwei  komplexe  Zahlen 

X  +  iy  =■  r  {cos  (f,  +  i.sin(p)     und 

X  ~iy  =  r(cos(fi  —  i.sinif)  =,  r[cos( —  i^)  +  i .lin  (—  if], 
die  sich  in  der  Normalform  nur  im  Vorzeichen  von  t  oder  in 
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190  §  21-    Multiplikation  awd  Division  komplexer  Znhieii. 

der  kanonischen  Form  nar  im  Vorzeichen  von  q>  unterscheiden, 
heissen  konjugiert. 

Die  Tier  Binlieiten  des  vollständigen  Zahlensystems  sind: 
positive  reelle  Einheit  -t-l  =  cosO*       +(.5m0" 

,       imag.       ,        -i-i  — cosSO"    +j.s(»90'> 

negative  reelle       ,        —  1  =  cos  180"  -t-  * .  sm(  180" 

iniag-.       ,        — i=ras2700  -t- L  sin  210'' 

=  cos  {—  90°)  -hi.sin  {—  90"). 
Ein  komplexer  Ausdruck  in  der  kanonischen  Form  wird: 

1)  reell,  wenn  smi},  =  0,  d.  h.  <p  =  0,  180",  860"...  all- 
gemein =  k.  180"  ist     und  zwar; 

a)  positiv  reell  für  qi  =  0,  360",  720*>...  allg.=^2  7(.180" 

h)  negativ     ,        ,    qi^lSOo,  540" „      =  (27i-f-l),180"; 

2)  rein  imaginär,  wenn  cosq)  =  0,  d.  h.ij)  =  90",  2700,450".. 

allgemein — = 180"    und  zwar: 

a)  pos.  rein  imag.  für  if  =^  90",  450"...  allg.  =^  (4ft  +  1)  .90" 
b)neg,     ,         ,  ,    g;  =  270",  630" , . .  „     =  (4 /c  +  3) .  90*>. 

ä)  Miiltiplikntioit  und  Sivieioii  komplexer 
Zahlen.  Zur  Addition  und  Subtraktion  komplexer  Zahlen  genügt 
die  Normalform,  die  kanonische  Form  ist  nnnötig;  es  ist  nämlich: 

Schon  zur  Multiplikation  und  Division  ist  aber  die  Normalform   un- 
bequemer.   Bequemer  wu-d: 
[r(cosr(i+i.sin((,)].[i'i{cosif:^  +  i.sm(pi)}^rr^[cos(fcos^i  -\-i.sinipcoSifi 

Ebenso  allgemeiner: 
(2)  [r{cosrf±_i.sinff)'].[r^{cos(f:i  +  i.sin<f\{)] 

=  rr-^[cos^tp  +  ^l)  +  i.sm{nl  +  lf^)'] 
und  ganz  entsprechend  für  die  Division; 

r(cosqi-i-ismq!)  r  {        .  I 

Man  erhält  damit  folgenden  Satz: 

(Multiplikation  |  .  ,       j    -   ,       ■      j 

{_.    .    .  \  zweier    komplexer   Ausdrucke   m  der 

IDivision  I  ' 

■     V      Ti  ■   =  c-1    1  j       i,  (Multiplikation   l 

kanonischen  Form  wird  ausgeführt  durch  !  ^,   ,  .  } 

(  Division  ( 

{Addition        | 
Subtraktion  t  ""  A"Pli»»a«"- 
Man  suche  diesen  Satz  den  obigen  Andeutungen   gemäss  geo- 
metrisch darzustellen. 
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§  21,    Multiplikation  und  Division  komplexer  Zahlen,  191 

.       18,357  + i.  7,6435 
Zahlenbeispiel.     Was  ist:  aoiic — ■ — i«~öIT' 

Da  (r,  qo)  der  kanoEisohen  Form  die  Polare oordinaten  eines 
Punktes  sind,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  die  Zahlen  (»,  y)  der 
Normaiform  sind,  so  sind  hier  und  für  alles  folgende  die  Eegeln  zu 
beachteo,  die  znr  Eindeutigen  Verwandlung  dieser  Coordinaten  in  ein- 
ander angegeben  worden  sind  (vgl.  g  14,  7):  rcosqi^x,  rsinq)=jf 
liefert  aus  hjci)=:—  den  Winkel  np  Eindeutig,  da  mit  den  ange- 
schriebenen Gleichungen  auch  festgesetzt  ist,  dass  cos  qj  das  Voraeichen 
Ton  X,  sinep  das  Vorzeichen  von  y  haben  soll;  zur  Rechnung  von  r 
ist  die  Laffrangesdia  Regel  anzuwenden. 

Mit  {18,357 +i.  7,6435)  =  r,(cos.ji  +  Lsin(f.i) 

(9,3145  +  (.18,341)  =  r^  (costf^  +  f  ■  sinq,^) 
erhält  man  in  dem  vorgelegten  Beispiel  die  nnn  nach  §  14, 7  ohne  weitere 
Erläuterung  verständliche  Rechnung  (5-stellige  Logarithmen): 
I  sin  if,  0,88  329 


rii 


it  i)»i  =  +  7,ft435 

i'i  cofi  gj,  -  +  18,357 

Zfthler. 

(fi  ^22°S6'  22" 

I  nicht  aufgeschlagen. 


»'äS»»»93  —  -1-18,841 
i'j  cos  {f2  —  +  9,8145 

Nenner. 

(fz  =  63»  4'  34" 

;  nicht  aufgeschlagen. 


(=     319  31  48; 
erste  Form  hier  bequemer). 

^cos{9i-.^.g)^-H  0,73538 

2  ~~ 

isi«(qii- <),,)= -002741 


Resultat  also :  0,73538— i. 0.62741 


^fl 


cos  (ipi  —  qpa) 


sin  (tpj  ~  q!.g) 


—  sm(qf  — q>3) 


0.03  472 1 
1 ^ßasn' 


0.04  983 ' 
0.96  916 
0.29  426 
1.81  825 


9.98  527 
9.81  228  n 


9.79  755  n 
auch  dadurch, 


Man  berechne  algebraisch  diesen  Ausdruck  a 
ZäJiler  und  Nenner  mit  (9,3145  — (.18,341)  multipliziert  wird. 

Zahlreiche  Beispiele  mit  den  verschiedensten  Coeffizienten  {positiv 
und  negativ)  zur  Multiplikation   und  Division    der   komplexen  Zahlen 
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§  21,     Potenziei'ung  und  Eadizierung  komplexer  Zahlen. 


sind  nützlich  znr  Übang  in  Verwandlung  von  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  in  Polarcoordinaten  und  umgekehrt.  Dabei  ist  es,  wie  schoa  am 
Schluss  des  vorstehenden  Zahlenheispiels  angedeutet  ist,  sehr  zweckmässig, 
an  Beispielen  (mit  ganz  einfachen  Zahlen)  den  Multiplikation s-  und  Divi- 
sions-Satz auch  algebraisch  zu  verifizieren,  d.  h.  sich  auch  arithmetisch 
zu  überzeugen,  dass  man  in  der  That  auf  die  allgemeine  Zahlenform,  die 
komplexen  Zahlen,  dio  Eechnungsregeln  anwenden  darf,  die  in  der  Algebra 
für  reelle  Zahlen  aufgestellt  worden  sind.  Zu  beachten  sind  die  Werte  der 
Potenzen  von  i:  J0  =  1;  i'-  =  i;  i^  =  —  l;  is  =  —i(^i=l;  i'i  =  i,....). 
Beispiele.  (2  +  3f)(4 -i- 5 i)  durch  direktes  Ausmultiplizieren 
=  8+  12J  +  10i  +  15ia  =  8  +  22i  — 15^  — 7  +  22J. 

2  +  3i      (3  +  3i)(4— 5i)_   8  +  12i- 10«  — 15j«      23  +  2i 


(4  +  5f)(4-50 


23 


42  -  (5  if 


"164-25 


Man    fi  i  ne  d 
Ton  der  Ide  1 1  t  de 


p  ele  auch  gon  ometr  sei    durcl        m 
e  haltenden  E  aultate  z      be  zeugen 


3)  Potcuxiernng  und  Badizieinnjc  Foige  etzte  An 
Wendung  des  vo  gen  Satz  s  g  eht  u  ter  der  Voranssetzu  g  la  u 
nächst      e  ne  gan  e  Zahl    st 

W        [  (      f±sf)-]=     [on* -+-<?-"        +¥) 

+  (,+(f+        +  f)] 

=  r"icosn<f,±i.sinn<:p), 
in  Worten:  Potenzierung  einer  komplexen  Zahl  geschieht  durch 
Potenzierung  desModnlns  und  Multiplikation  der  Anomalie 
<Satz  von  Moiwe^^^) 

Zahlenbeispiele:    1)  Was  ist  (2  +  3  0^'!* 

Direkte  Potenzierung na«h  (a  +  b)^  =  a^  +  Sa^b  -^Sah^  -h  h^ 
giebt:  (2  +  3()^  =  8  +  3.4.3  j -1- 3.2.{30^  +  (3*)^  =  8  +  36  i  —  Ö4 
—  27  i  =  —  46  +  9  *■;  die  Rechnung  mit  Hilfe  von  r  und  if,  giebt: 


r  sin  (p  =  +  3 

r  sin  qs 
r  cos  if 

0.47  712  ( 
0.07  985  i 
0.30  103 

(f=    56n8'86" 
3q)  =  168«55',ä 

tg,f 

0.17  609 
0.55  697 

rä  cos  3  (p 

)-3  cos  3  q:.  =  —  46 

cos  3  9 

,-3 
smZ<f 

9.99 184« 
1  67  091  X 

Resultat; 

9.28  332 

j-ä  sin  3  q 

0.95  423 
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%  21.     Poteiizieruiig  und  BadiKierung  komplexer  Zahlen, 
2)  Was  ist  (2,376-+-!.  1,541)^? 


rnin(p  =  +  1,641 
)■  €os(f  =  +  2,876 

KZ  * 
'■  cos  (f 

0.18  780 
0.07  624  1 
0.37  585 1 

9=    32»  57' 58" 
5  ^  =  1640  49' 50" 

tg(p 

9.81 195 
0.45  209 

»■Scos5(p=-175,81 

j-5  cos  5  7-, 

2.24  505« 

r^smh<f  =  +   47,67 

9.9S  460k 
2,26  045  X 
9.41  776 

ResnlUt: 

i^sinbifi 

1.67  821 

Nach  dem  biiljnuacl  bd  S^t^  ist  (a  +  &)*  =  a*  -H  5  a*  ?)  +  10  »^  ß^  + 
10a^6^  +  5«7^  +  P  um  im  vorstehenden  Beispiel  wenigstens  den 
■ersten,  reellen  Teil  ancli  algebriisch  zu  verifizieren,  hat  man  für  ihn: 
(2,376)5-10.(2^76)3  1541^-^^  2  376. 1,541*  =  75,727  —  318,53 
+  66,99  =  —  175,81  wie  oben. 
Ferner  ist: 


1 


1 


<5)    \r(cQSni-i-i.sinw)1~"  =,.■  ;■    ■■■ — r-,  ■" Ti-  —  — -, ■ ■■ — -■ r 

^  '      ^      ^—         ^'■'         [r(cosip+t.sinip)]"    vicosnqi^t.smntfi) 
~  r~"  (eosnep+.i.sinnip)  =  r~"  [cos{ — n^)±i,sin(^nt^y]. 
Der  vorstehende  Satz  gilt  also  auch  noch  für  negative 
ganze  Exponenten. 

Setzt  man  --  <(.  an  Stellft  von  ip  in  Gleichung  (4),  so  wird 
I  j-fcos— ip  +  i.sJM-^ip]     =r"(cos(fi  +  i.sm<ii)      oder 

icos—(p±_i.sin—r(i\   =^cosq)  +  i.sm(fi 

cos—ff±_i.sm  —  if  =  ycosifi  +  i.shiif  =  {cosrp±j  .sin^}'^ 


{Q)'\/  i-(cos(p±i.sin(p)=    r{cos(i)+i.mtq>)  \-  ^ r •>  \cos—(f+i.sm-(p\. 
Da  aber,  wenn  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet 

r(_cosifi+i,sintf)  =  r[cos{k.SGO°  +  ip)-^i.sin(lc.Z@0''-h(p)]i6t,soist 

(7)        ^r{costf±t.sm(p)j''  =  r-!^cos ±t.sm — -^|- 

Endlich  geben  nun  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  ; 
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3  31.    jlioiiice's  Säte  für  beliebige  Esponenteii 


j,fii«^(^.  3600 +  <f.) 


It  also  für  jedon  belie- 
anzen  oder  getirochenen 
ehr  wichtiffe  Bemerkung- 


oder 

r  1^      ?H      /  360"     ,„    ' 

(ß)\r(cos<f±_i.sinfj.)h  =  r-'{cos{]c—^ — h— qs 

Die  Moivre'6e\i.e   Forn 

bigeo  positiven  oder  negativ 
Exponenten,  Kur  ist  hier  nocli 
zn  macken: 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  ändert  sich  je  nach  dem  Wert 
der  Zahl  7c.  Die  «*^  Wurzel  ans  einer  komplexen  Zahl  —  und 
damit  aoch  ans  einer  reellen,  da  diese  nichts  andres  ist  als  eine  kom- 
plexe, deren  imaginärer  Teil  Su  11  geworden  ist  —  ist  demnach  mehr- 
deutig, während  die  m'«  Potenz  (wo  »i  eine  ganze  Zahl  ist)  einer 
komplexen  Zahl  ein  eindeutiger  Wert  ist. 

Setzt  man  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  zwei  Werte  von 
k  ein,  die  sich  um  n  unterscheiden,  z.  B.  h  nnd  (n  -+-  k),  so  werden  die 
entsprechenden  Anomalien ; 


für  Ic 


fc.3 


in^Ic) 


(n  +  k)  .  360  ■+■  <4>  _ 


f-<p 


Diese  Anomalien  sind  identisch,  weil  nur  um  360"  verschieden; 

erhalt  also  mit  {n  +  k)   denselben  Wurzelwert   wie  mit  h.    Es 

darans  der  Satz  hervor: 

mplexen  oder  reellen  Zahl 
erschiedenen  Werte,  wenn 
ufoinander folgende  ganze 
2. ..  (m— 1)  einsetzt, 
y  2,376  4-171,541?  Hier  ver- 
kommt nur  goniometrisch  zum 
Der  Ausdruck  hat  zwei  ver- 


Die  n'f'  Wurzel  aus  einer 
ist  «dentigi  man   erhält  die   - 
man   für  k   in  Gleichung  (7) 
Zahlen,  am  einfachsten  also  0, 

Zahlenheispiole:  1)  Was 
.sagen  die  algebraischen  Methoden,  n 
Ziel  auf  dem  oben  angegebenen  W 
schiedene  Werte  {n  —  2), 


r  sm  9  =  +  1,541 
r  co8f  =  -t-  2,378 

rsintp 
r  cos  91 

0.18  780 
0.07  624  1 

^=    32«67'58" 

0.37  585 1 

(*=0) 

-(f=    16028'59" 
-(p=  196028' 59" 

tgtp 

9.81 195 
0.45  209 

ri 
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§  21.    Moivre'a  Satz  für  beliebige  Exponenten. 
Zur  Ausrechnung  der  beiden  Werte  der  Wurzel  hat  i 


Ä  =  0 

6  =  1 

i-i  eoi 

0.20  782 

0.20  782« 

!■■ 

9.98  177 
0.22  605 
9.45  291 

9.98177« 
0.22  605 
9.46  291« 

r  ä  ,m 

9.67  896 

9.67  896« 

!_)+ 1,6137 +  i,  0,4775* 
541)  2  -  ^  _  1^6137  _  i  .  0,4775  j 

1  Wurzelwerte  =  0,  wie  hier  selhst- 


verständlich  ist. 


(A  =  0) 
ß  =  l) 
{k  =  2) 


r  sin<f  =  +  31,431 
>■  cos  ^  =  +  24,935 

1.49  7S5 
0.10  601 
1.89  681 

^  ^    51«  34'  25" 

^=    34«  22' 67" 

Igt 

0.10  054 

S|»  +  ^  =  154»22'57" 
äf?  +  ?|'  =  274«22'67" 

ri 

1.60  336 
0.5S  4453 

••! 

1.06  891 

Zur  Ausrechnung   der  drei  verschiedenen  Werte   des  gegebenen 
Ausdrucks  hat  man  also: 


k  =  0 

S=l 

4  =  2 

das  Eesultat  wird; 

r^  cos 

0.98  661 

1.02  398« 

9.95  209 

(24,986  h- 1.31,431)»  = 

,       9,672 +(.  6,618 
—10,668  +  J.  6,067 
'       0,896-4.11,685 

sin 

9.91  660 
1.06  891 
9.75  183 

9.95  607« 
1.06  891  X 
9.63  684 

8.88318 
1.06  891X 
9.99  873« 

r^  sin 

0  82  074 

0.70  475      1.06  764« 

?rok-,  Sim»  ki  M  l?.rle  =  fl. 

Bemerkung.  Wenn  hier  der  Nenner  n  der  gebrochenen  Potenz 
—  gross  ist,  so  kann  es  sich  verlohneo,  statt  Mmal  Jogr~^  zu  schrei- 
ben,   diesen   Wert   auf   einen   „Schiebzettel"  zn  setzen,   den   man 
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der  Keihe  nach  über  die  Jog  cos  und  hg  sin  der  Winkel  ^>  (tj)  =    -qr, 

360»      m       720»      m  ,  ^  „       ,       v  ■    =■     t 

1 — gi| i-^9;...)nalt  und  wobei  die  Logarithmen   der 

Produkte  unmittelbar  abgelesen  und  geschrieben  werdeii, 

4.  Anwe    du    s  n  nrzel  an«  reelle     Zal  lei 

Binomische  <  le  cl  nn^eu      C  g  t  d     Cl     !   ng 

j   ^  1  =—  d  n      f  1  t 

^_  =  V~  =v^ 

Wenn  (V^    J  1  n  d     h  Au      1  u  g  1  "SS       1    uf  g  w  1 

lichem  arithmetls  h  n  W  g  s  1      g  b  nd  u  'W    t  h       1     t  ni 

die  beiden  geancl  t  n  W       1         u  kg  fuhrt    uf 

(1^7).  vT       und        (VVl.V^ 
Ea  handelt  sich  also  nur  um  die  Bestimmung  der  wWerte  der  n*^"  Wurzeln 
ans  der  positiven  und  negativen  reellen  Binheit.^^) 
1)  V  H-  1.     Die  Gleichung  (7)  giebt,  da 

1  =  1+0. i^r(cosqi-i-i.dn<p),  d,   h.   also  hier 
H=l 

U  =  Ä.S600  ist: 
Y'^rT  =  (H-  lJV=(l+ö.i)T^(cos7c.dQ0'>  +  i.smk.SG0°p    oder 

V  4- 1—  COS ht.s7n —cos  — 180° -i-i-stn —  1800 

Fflr  ft  ==  0, 1,  2, .  .  .  {« —  1)   ergeben  sich  hieraus  die  verschiedenen 

«Werte  TOn  1/1 ;  h  =  n,  (n-h  1),  (n  +  2)  .  .  .  liefert,  wie  oben  gezeigt 
ist,  dieselben  Werte  wie  ä;  =:  0,   1,  2  , . . 

Da  diese  «Werte  mit  Ausnahme  des  Wuraelwerts  1  und,  wenn 
wgeradeist,  des  Wurzel  wer  ts  —  1,  komplex  sind,  so  sind  die  Wurzeln 
paarweise  konjugiert. 

In  der  That  erhält  man  mit  k  und  {«  —  fc)  konjugierte  Werte ; 
denn  {n — 7c)  an  Stelle  von  h  giebt: 

^eosUlo'>-'-^)J.sin[,00'>-'-^) 


.  also  einen  Wert,  der  z 

Tel.  11. 
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Tafel  der 

«Wert 

e  nn  f +L 

J^O 

giebt  die  Würze 

+  1 

4  =  1 

■ 

2 
cos— ISO« + 

...Ai 

t  =  (» 

-1)    .      . 

cos  ^180« - 

.    2  , 

.SM— -I 

i  =  2 

cos  — 180«  + 

.sm-  1 

k^{n 

-2)    ,      , 

cosilSO»- 

■  ■*'**  m"  -^ 

m  gerade: 

n  n—2  n 

ft=  y  —  1  giebt  äie  Wurzel  cos-  -  ■  - 180"  +i.sm-- 

n                                        n —  2  n 

/;=  —  +  !      ,        ,         ,       cos ISO*!  — j.sim- 

-t^V  -        «         -         —  1- 

H  angerade: 

k  =  ^-  giebt  die  Wurzel  cos ''- ISO»  -^  i.  soj  — 


-181 


-1 


-1, 


2)  V— 1.    Die  Gleichung  (7)  giebt,  da 

—  1  =  —  \  +  (}.i  =  r (cos (p  +  j . sin (p),  d,  h.  hier 
lr  =  l 
lc,;  =  (2i  +  l)180«  M; 

fn  =  (_l)l=,-l+0,iF=cos^l80»  +  i.si„?^180». 

Mit »  aufeinander  folgenden  ganzen  Zalilen  fär  i,  am  einfachsten 
also  mit  !<:  =  0,  1,  2  ,  . .  (n- — 1),  erhält  man  Merans  die  «  Werte  yon 
Y  —  1.  In  diesem  Fall  erhält  man  zwei  konjugierte  Wurzelwerte  mit 
zwei  Werten  von  !:,   die  sich  zu  (m  —  1)   ergänzen,  also  mit  k  und 

(« —  1  — ^•)  an  Stelle  von  S:  gesetzt  giebt  nämlich  die  Anomalie 
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g  91.     «1?  Wurzel  aus  der  Einheit. 


also  erhält  man  hier  iu  der  That  mit  (m  —  1  ~  h)  einen  Wurzelwert, 
der  dem  mit  h  sich  ergebenden  konjugiert  ist. 

(10)  Tafel  der  «Werte  von  V"^ 

:l;  =  i}         giebt  die  Wurzel  cos— 180"  +  * .  sin  — 180" 


^h  =  [n-\)  ,      . 


1  . 


1  , 


180" 

(h  =  ].  ,       „         ,       cos— 180»+ J.siw  — 1800 

j  '      '        '  n 

U  =  (M  — 2)  „       .         „       pos-180"--J.STO-180» 

11  gerade: 
=  -|--2  giebt  die  Wurzel  cos'-^lSOO  +  J.ö-i»'-^  180» 
=  ^4-1      ,       ,        ,       cos'-^^lSOO  — «.si»'-^^  180^ 


=  T-1      '       ' 


>s-    ~  180"  ■ 
«~1, 


«_1 


180» 


3)  Zusammenstellung  der  reellen  Wurzeln  von 
'V'+T       und      "V'I^: 


■fT 

f^ 

«g.r.d.;     «unB.rad«: 

n  gerade:     nnnge 

rade: 

+  lund~l.          +1. 

k.i». 

1. 
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^  21.    n^<^  Wurzel  aus  der  Einheit, 


19i' 


Zusatz  1.     Wenn  n  ungerade   ist,  so  ist   y  —  1  —  —  \  1. 

Die  n  Werte  voe  y  —  1  erhält  man   also  antev  dieser  Voraassetzung 

aus  den  «Werten  Toa   y +1,   wenn    man   diesen   sämtlich   die  ent- 
gegengesetzten Zeichen  giebt. 

2.  Da  Y^  =  ±i.  V +1,  so  erhält  man  die  (4  n  +  2)  Werte 
des  ersten  Ausdrucks,  wenn  man  die  (4« +  2)  Werta  des  letzten  Aus- 
drucks sämtlich  mit  i  multipliziert  (i^l.  unten  V  1  nnd  "y — 1-/ 

4)  Geometrische  Darstellung  der  «  Wnrzelwerte  von 

V'V    und      "V^^ 
Die  n  Wurzelwerto  sind  nichts  anderes  als  n  vom  Ursprung  aus- 
gehende Strahlen ,   deren  Moduln  sämtlich  =  1   und  deren  Anomalien 

beiV^'n 


2  k . 180»  I 


hei  \ 


-1 


2^'H 


\'k  =  0,1,2... (n—1) 


-ison 


2       (    —  1)  sind. 

Man  erhdlt  damit   wen    der  pos  t  ve  Zweig  dei  reellen  Axe  (+  ») 

nach  lechts     der  poitive  Zweig  dei  imagin<tien  Axe  H-y)  nach  vorn 

angenjmmen  wird    z   B   die  nachfolgenden  Darstellungen  für  die  2., 

3. ,  4     5    Wurzeln  iu     dei    posit  Ten   und    legativen   reellen  Einlieit 

.  44).20) 


I 
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20Ö  §  21.    n"  Wui-ael  aus  der  Einheit. 


I 


Anmörkung.  In  allen  rällen,  in  denen  sich  die  Teilnn^  der 
Kreisperipherie  in  «gleiche  Teile  geometrisch  durch  Eonstruktion  mit. 
Kreis  und  Gerader  ausführen  lässt,  kann  mau  die  sin  und  cos  der 

hei  der  BerechnuBg  der  «Werte  von  y  1  '^"^  V — 1  vorkommend en 
Winkel  algebraisch  durch  Quadratwurzeln  allein  ausdrücken  itnd 
umgekehrt  (vgl.  den  G-ausssdhuti  Satz  am  Schlnss  von  g  17,  S.  156). 

5)  Zahleaheispiele  zu  den  binomischen  Gleichungen 
(Werte  der  «•*"  E in heits wurzeln). 

1)  yr  und  y  —  1  zu  berechnen  (Anwendnug  der  Tafel 
erte  der  goniometr,  Funktionen). 


irlichen  Zahlei 
a)   y +T     Hier  ist  ä 


h.3' 


=  0,  1,  2. 


3,  4,  5,  6 

st). 

Werte  von  k 

Anomalie. 

Wurzelwerte. 

k  =  0 

0) 

+  1 

-:i 

±      ^=±    5W25',7 

0,6235±i.0,7S18 

•"l] 

±2.8S«"  =  +  ™.sr,4 

^  0,2335  ±i.  0,9749 

-II 

±S.~"  =  ±,54.1,-,1 

-0,9010  +  1.0,4339 

P.rohe:  Summe  aller  Wurzeln  = 
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^)  ')/—l.    Hier  ist  dio  Anomalie  (2Ä-h  l)^j—  (wo  fc  =  0,  1, 
2,  3,  4,  6,  6  ist). 


Werte  von  k 

Aii.maUe, 

Wurzel  werte. 

-21 

-t- 

If  .±   25.42',86 

0,9010  +  1.0,4339 

-U 

.lf  =  ±    77.  8',65 

0,2225  +  ;:.  0,9749 

'-■?! 

±6 

.™"  =  ±  128.3« 

—  0,6235  ±  i .  0.7318 

k=& 

7 

.»"=       180.. 

^  1  —  0 .  t  =  —  1 

Probe;  Summe  der  Wurzelwerte  - 
2)  Y+1   und   y/ — I  zu  berechnen, 
Anomalie  Je  - 


Werte  vo 


i/;| 


10 


Wurzel  werte. 


3605  _ 

..    8600 


0,8090  +  *.  0,5878 

0,3090  +  1.0,9511 

-0,3090  +  1.0,9511 

-0,8000  +  4.0,5878 


Probe;  Summe  der  Wurzelwerte  = 
,  1800 


b)  -v^-i 

Anomalie  (2  /^  +  1) 

10 

Werte  von  l 

Anomalie. 

Wurzel  werte. 

-:i 

±  ir^±«. 

0,9511 +  ».0,3090 

-i! 

±-T=±"« 

0,5878  +  1.0,8090 

-?i 

±..ifr^±»o. 

0±'  =  ±i 

-n 

±7.i»5-».:t«. 

-  0,5878  +  i .  0,8090 

-n 

±».ir=±- 

—  0,9511 +  J.O.309O 

Probe;  Summe  der  Wurzelwerte  = 
Vgl,  den  Zusatz  2.  am  Schluss  von  3),  S.  199. 
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202  §  21.    Aiiwsndungen  dos  Moitii'eschen  Satzes. 

3)  Was  sind  die  6  Wurzeln  der  Gleiclinn^  a^^  =  +  1,  in  algebra- 
ischer Form  angeschrieben  (mit  Benützung  voa  Quadratwurzeln  allein, 
was  hier  möglich  ist,  weil  man  den  Kreisumfang  mit  Zirkel  und  Lineal 
allein  in  sechs  gleiche  Teile  zerlegen   kann).     Man  findet,  mit   den 

Ä.-^  =  ft.600(/j=0,  1,2,3,4,  5),  die  Wi 


+  00"  -i-±i--TV^ 

k^l]    j  ±120»  _i±i.lyr 

fc  =  3      I  +  1800  =  _  1800   (  —  1 

4)  Man  schreibe  dasselbe  Schema,  mit  Quadratwurzeln,  füry  —  1, 
für  T^+l,"  "V'"^^;  füi'  'V'^+l,  V^— i;  'V'-'-^  ^^^  an  (s.  oben); 
die  Pnnktionen  sin  und  cos  der  für  die  zwei  letzten  Fälle  in  Betracht 
kommenden  Winkel  (72" . . .,  36« . . .)  siehe  in  g  6,  3). 

5.  Anwendniisen  des  Moiweseben.  Satzes. 

1)  Satz  TOn  Cotes.  Ist  n  eine  ganze  Zahl  und  sind  «und  b 
zwei  reelle  Zahlen,  so  ist 

für  gerades  n: 

a''-b"=ia^-h^}L^-2ahcos\  180'>-hm  (a^-2ahcos- 180»+  hA... 

[a2_2ßöcos^^l80ö  +  ö3J  und 

für  ungerades  )?: 

:"— ;)"^(«_&)L2— 2«Seos|l80t>+;'Syö3_2o.öcos-18004-i2j,.. 

[((2  —  2abco3'^^  180»  ■+■  b^] ; 
ebenso  femer  für  gerades  «: 
^-fb"=(n^  — 2a  hcos^^- 18l)'>  +  b^]  L^~2ab  cos -180"^  hA... 
[flS  — 2flöcös'-^^^  1800  +  ftHJ  und 
für  ungerades  n: 
a''+b'^{a+i)(a^-2abcosh30^+b^]U^~-2ahcos-18ö'>  -hbA. .. 
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§  21.     Anwendungen  des  Moif«  sehen  Satzes. 


Setzt  man  nämlich  y  =  a' und  dividiert  mit  &"  durcli,  so  handelt 

es  sieli  um  Zeilftgung  der  Ausdrücke  {x" — 1)  und  (x'  +  l)  in  Pro- 
dukte. Nun  iat  S.  187  der  Satz  angeführt,  daas  man  ^''-i-a^x'  ' 
-i-0j3;""^  +  . .  .+  a"  darstellen  kann  in  der  Form  {x~Xj).  (x  —x^)... 
{x  —  x„),  wenn  man  die  «Wurzeln  a^,  a^, .. .  ie„  der  Gleichung  a;" -(- 
a^x'-'^  +  a^x'-- +  ...-i-a„=l)  aufstellen  kann.  Für  die  binomischen 
Gleiehuugen  ic''  —  1  =  0  und  «"+1  =  0  sind  nun  ohen  mit  Hilfe  des 
jtfoivreschen  Satzes  die  Wurzeln  aufgestellt  worden ;  man  erhält  aas  den 
in  (9)  und  (10)  S.  197  n.  198  angeschriebenen  Tafeln  der  m  Wurael werte  aus 
der  positiven  und  negativen  Einheit  die  vorstehenden  Coicsschen  Sätze, 
wenn  man  nur  beachtet,  dass  zwei  Wurzelfaktoren,  die  konjugierte 
Wurzeln  enthalten,  zusammen  einen  reellen  quadratischen  Faktor 
geben,  nämlich  in  der  Normalform  (x  —  a  —  h  i)  (x  ~  a  +  h  i)  = 
{!):  —  a)^  —  (bi)^  =  {x—a)^  +  h^  =  x^  —  2ax-h(a^-hh-),  oder  hier  iu 
der  kanonischen  Form: 


^x-~(cos  (x-hisina)]  ■ix~(cosa~isino^=^{a;  -  cosu)^  --  {is 

=  x^  —  2  xcos  a  -h  cos^a  -h  sin^  a  ^  x^  -^2xcos  tt-h  1. 
Damit  erhält  man  unmittelbar  die  Cöiesschen  Sätze,  wenn  man  zum 

Schluss  wieder  x=  y  einsetzt  und  mit  b"  durchmultipliziert. 

Diese  Co^csschen  Sätze  haben  eine  einfache  geometrische 
Bedeutung;  sie  lauten  nämlich  geometrisch  so:  Teilt  man  den  Um- 
fang eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  0  in  2n  glmclie  Teile  (Teil- 
punkte  JSd,  J?,,  E2  ■  ■  S^^-i)  ""d  nimmt  auf  dem  durch  einen  der  Teil 
punkte,  z.  B.  P=  Bq  gehenden  Durchmesser  einen  Punkt  Jf  ausserhalb  odoi 
innerhalb  des  Kreises  an,  so  ist,  wenn  man  M  mit  allen  Teilpnukten  des 
Eroisumfangs  verbindet,  die  Differenz  den  «"■'  Potenzen  von  OM 
(=  a  des  vorigen  Beispiels)  und  Ojp  (—  Kreishalbmesser  =  h  des  vorigen 
Beispiels)  gleich  dem  Produkt  der  Strahlen  MB^,  MB^^  MBi^... 
MB^^-s,  d.  h.  es  ist  ÖK"  —  ÖP"  (ilf  ausserhalb  des  Kreises)  oder 
'OP~—0'm"{M  innerhalb  des  Kreises)  =  JfS(,  .JtfBa...  JOs,.^  und 
es  ist  ferner  die  Summe  der  n^"  Potenzen  von  03f  und  OP  gleich 
dem  Produkt  der  Strahlen  MB^,  M  B^, , . .  M  B^.,-,  oder  0M"-+-  ÖT" 
=  3Lß     MB^        IfB 

Dass  dies  der  geomet  ische  Ausdruck  für  die  Sätze  (11)  und  (12) 
i'ät  wird  sich  allerdmga  erst  nach  der  Betrachtung  des  schiefwinkligen 
Dreiecks  zeigen  ubugei  s  sei  auch  hier  schon  eine  für  das  geometrische 
Verstindnia  genügen le  E  lautering  gegeben.    Aus  der  Planimetrie  iat 
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20-1  %  "1      4.n wen  Imi §1,11  i«s  If o  n  e  &-.lieii  b\U<- 

dei  Satz  bekaEnt  (^allgememer  Pytliagordisi.1  i  Lehisatz  Pythagora 
lacher  Lahrsata  im  schiefwmliligen  Dreie(k)  Im  ebenen  Dieieck  ist 
ilas  Quadrat  emei  Seite  gleich  der  Snmme  dei  Quadrate  der  beiden 
andern  Seiten,  vermindert  am  das  doppelte  Produkt  ans  einer  dieser 
beiten  mal  der  Piojektion  der  andern  auf  sie  b  Dl  nun  a  h  die 
Seiten  des  Dreiecks  und  liegt  der  Seite  c  der  Winkel  y  gegenüber 
(Winkel  zwisclien  den  Seiten  a  und  Ij)  so  ist  zunauhst  die  Piojekton 
von  a  auf  die  Kichtung  der  Seite  h  (vgl.  den  Satz  §  8  1  S  57)  = 
aeotif  oder  die  Projektion  von  h  auf  die  Richtung  der  Seite  a  gleich 
h  ro'-  y  also  lautet  dei  Pjthagoraisclie  Lehrsat?  fui  das  beliebige  Dreieck 
c'^  =  o?'  +  }ß  —  2ahcosy 

Giebt  man  y  die  Werte  yi,  y^ gleich  äeB  Centnwinkeln   die  in  dem 

Kreis  mit  dem  Halbmesser  h  den  oben   genannten  Teilpunkten  ent 
sprechen,  so  sind  (mit  0-3f=»)  die  Strecken    12         ^^  Strecken 

il/Bj,  MB^ ,  womit  unmittelbar  die  ausgesprochene  ge  metnsche 

Bedeutung  der  algebraischen  Sätze  (11)  und  (12)  sich  zeigt 

2)    Satz:    Pur    cos    und    sin   des   *!  fachen   (m  eine  ganze 
Zahl)  Winkels  u  (vgl.  §  17,  2)),  in  cos  u  und  st  t  «  ausgedruckt  w  rd 

icosma  =  cos''a —  (  q  Cos^"^«sm^«-i-    ,    cös"-*«SJm*M — r  ... 


wobei  (     )  die  Binominalcoefözienten  bedeuten; 

(m\  ^  m(m-l)....(m-V^-l) 
WV       1.      2.  r         ' 

Anwendungen; 
cos-2a~GOS^a — l.eos*'asln^a  =  cos'^a  =  sin'^ei, 
sm2a:=2eosasma  —  0  =  2sinacosa,       wie  bekannt; 
cos3«  =  cos3k  — 3cos«si«äa-+0  =  cos8«  — 3cosß(l-cö^ 

=  4:eos^a-~Zcosa, 
s'«3rt  =  3coÄ2((sm«  —  lcos''«sm^«  =  3si«ß(l — sin^a)- 
=  Ssina — 45?'«^« 
Beweis.     Nach  dem  binomischen  Satz  ist: 
eosK  +  is'iMß)"'  =  cos"a+  f  ,1  cos'"^a.isina  +  (2  }*'*** 

--BT" 


^■[(" 
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Hach  dem  Moivt  ftdwa  Satz  ist  anderseits: 

(cosix-i- ibina)''  =  cosma-+ I  ^tnma;  es  ist  alao: 
{eosma-hi.sinmti)  gleich  der  rechten  feeite  dei  Gleichung  (*).  Nun 
können  aber  zwei  komplexe  Aasdrücke  (pi-hqji)  nnd  (j:'2  +  2a0  nur 
dann  einander  gleich  sein,  wennjJi=j)2  und  g^^Q^^^t  (man  erinnere  sich 
nnr  der  Eindeutigen  geometrischen  Darstellung  des  Punktes  w  +  ip), 
womit  unmittelbar  die  Gleichungen  (15)  sich  ergeben. 

Zusätze.     Aus  den   Gleichungen   (13)  ergeben   sich  noch   die 
folgenden  (durch  Division  mit  cos"  a)  ■■ 

|^  =  (-)_(-).,.„^(^).,.._ 

(14)       {     _  (-1) 


i; 


Iff^a--^ 


%  22.     Goiiionietrische  Auflösung  der  quadratisclieu  nud 
kiibisclien  Gleichungen, 

1)  Qnadi'ntiache  HleicIiuiisvH  ■iiii  £liiei>  Dnbe- 
lutnnten.  Für  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  mit  Einer 
UnTjekannten  x  führt  die  gciiiometrische  Eechnmig  an  Stelle  der  arithmeti- 
sehen  kaum  zur  Abkürzung,  höchstens  fOi-  den  Fall,  dass  keine  Additions- 
und Subtraktionslogarithmen  zur  Hand  sind. 

Es  ist  deshalb  auch  dieser  erste  Absatz  des  Paragraphen  nur  als  tj'bnng 
im  goniomotrischen  Eechnen  aufzufassen .so) 

1)  Es  sei  gegeben  die  Gleichung  (und  es  seien  hier  und  im  folgenden 
p  und  g  an  sich  positive  Zahlen) : 
(1)  aß-^px  —  g  =  0,      so  wird 

(^)     .^-f±/(f)v;=-f±/(|)^:ö^=. 

Die  Wurzel  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den  Katheten 

^  und  Yq;  setzt  man  also: 

(3)       tam  =— ^      ('P  *1*  spitzer  Winkel  zu  uehmeu,  da  q  und  p  positiv 
^       vorausgesetzt  werden)  so  wird  (vgl.  Fig.  45) 


Ipili 

]              (4)                     |  =  Vä-cf?*       und 

m            1/-,  ^  j.  Va       j.,/-f'   ^ 

-f 
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ix!_  =  '^  Yqtg 


I  ie2  =  —yqctgf] 


Eeclinuiigsprolje ;  log  x■^  +  log  a'g  =  log  q 
(absolut  genomrneii). 


Ist  in  der  g-egelienen  Gleictang  p  negativ,   q  aber  positiv,   so  werden  die 
Wuizeln  antgegengesetit  gleich  den  in  (7)  angeschriebenen. 

2)  Ist  gegeben  (B)  aß  ~i- p  x -^  q  =  <i    (p  micJ  q  positiv,  s.  oben),  so 


2±/(l)  -<»'»''■  ""■  ■'»''"•'»  lEmpl»!"""' 


a}  Ist  VlZ  <  -f ,  äo  kann  man,  vgl.  Fig.  46 

10)  sin  (p  =  Yä.  setzen  und  erhält  damit  schliesslicli 

P_ 

(11)  ^ 

( iCg  =  —Yq  ctg  -^.     Probe  wie  oben. 

b)  Ist  sher'y'q'^j-,  so  dass  die  Wurzeln  komplex  sind,  so  schreibe 
mau  statt : 

(12,   ..-I^/IJ)'!^)'  ,is,  ,,  =  -|±i/(yi)qf; 

oder  mit      (14)    x  ~  r  (cos  ip  -hi  sin  cp)  durch  Gleiohsetzung  der  reellen  und 
imaginären  Teile; 


(15) 


(  r  sitKp  =  }/  (l/j)^ —  ("^1  '  ^voraus  durch  Quadrieren  und  Addieren 

.•<-(f)V(v3'-(|)'    od»    (16)  r  =  v-, 

und  somit  die  Auflösung  gegeben  durch ; 

(17,    «,  =  -^  (18)     Jj  =  -|±.-y7«„. 

Zahlenbeiapiele  nach  den  vorstehenden  Gleichungen  geben  ein- 
fache Gelegenheit  zur  Übung  im  Einrichten  aiveclimässiger  Eechnuiigs- 
formulaie. 

3)  4|}iimli*atiaclie  CileicIxiiiiKCBi  aiiit  isnci  Uiilie- 
kttn»t«n.  Auch  hier  gilt  noch  selbstverständlich  das  im  Anfang  von  1) 
Gesagte,  da  ja  die  Auflösung  auf  jene  Aufgabe  1)  zurückzuführen  ist.  Ein- 
Eelne  Beispiele  zur  Übung: 
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1)  Die  Uiibokaiinten  x  und  y  zu 


i  Unbekannten  sindl. 


I  reell 
I  komplex 

a)  Ist  «2^40  und  setzt  man  x=^ybtgip,  y  =  Ybetg  (p  (so  dass 
die  zweite  Gleichung  xy^  +  h  befriedigt  ist),  so  wird 

a  :=x-rii  —  —  =;—    albO  E  ZU be  tinmen  aus  s%n2fii=  — - — ,  womit  auch 
■'      'nn^(f.  ^  a 

X  und  y  beliannt  &inl     Dio  Vuraussetaung  a">'4&  oder  a>2y6   giebt 

±li   if   8111  n  reellen  Weit     Man  erhält  zwei  Wertepaare  (x,  y),   weil  man 

anei  Winkel  g:  tihalt    abi-i  daa  %  des  einen  ist  gleich  dem  y  des  andern. 

Ni  hweis^    Distusson  t  i  den  Gienzfill  «  =  2l/6"? 

b)  Ist  a3<4&,  sind  also  die  Wurzeln  komplex,  so  setzt  man  x  = 
)/ö  (cos  qt  +  i sin  q5),  j/ — /^»(cos  ip  — isiraq)),  (ii;y  =  6),  und  liat  qj  zu  be- 
stimmen aus  a  =  x-\-  y  —  2yb  coscf,      also      cosrp  —  — -=■ 

■2yö 


2)  Gegebene    Gleichungen  j* +J_"j- 


1  sich  positiv,  also  ( — 6)  negativ.  Die  Gleichungen  sind  dann  stets 
durch  zwei  reelle  Wertepaare  befriedigt;  die  Bestimmung  des 
Hilfsminkels  muss  demnach  auf  eine  goniometrisehe  Funktion 
führen,  die  in  Beziehung  auf  ihren  Wert  keiner  Beschränkung 
unterliegt. 

a)  Es  sei  a  positir,  x  +  y  =  +  a     ^d  ist  mit      i  —  ^/b  ctg  (p,  y  =. 


Yb  tg ff;  (ay  =  —  b),  der  Winkel  ip  z 

u  bostinimer    ras  etg2q)  =  W^Jr  '• 

b)  a  sei  negativ,  a;  -h  ?/  =  —  n,  i 

40  ist  ehenw  mit  ü  ="[/&  tg  cp,  g  = 

yt 


—  Ybctgip,  xy  —  —  b,  der  Winltel  qi  zu  bestimn        u,      g iqi  =  ' 
Diskussion?  {x  und  ^  jedes  Wertepaars  haben  ungl     h    V         1       [   $  = 

—  6]l  sc,  =  2/2,  ä/i  =3;b). 

3)  Die  Aufgabe  ai  — i/  =  a,  xg  ■=b  ist  vo     i  g  ht 
schieden,  wenn  zunächst  ( —  y]  an  Stelle  von  i/  tie  *       t  w    1 

4)  Die  Aufgabe  x^-i-^  =  a;  xy  =  b  lief  t  U  d  k  pl 
Wurzeln,  je  nachdem  a>26  oder  a<2B  ist  DBtm  gdHlf 
winkeis  wird  also  wieder  auf  sira  oder  cos  dieses  Wii  k  1  f  h  M  hält 
bei  ö>2&  mit  iB  =  +  y«""«*.  y  =  ±T  «^""P  C^  hn  f  n 
ander  zu  beziehen  ;  it;^  +  y^  =  a)  den  Winkel  (p  aus  sin  2  ip  =  --  ;  Dis- 
kussion ? 

Bei  (I  <  2  6    erhält  man  mit      a:  =  +  Y^  (^"^  ip  4-  i  sin  ip) ,     y  = 
+  y&'(cos  ip  —  i  dn  ij-i)  den  Winkel  ip  aus  cos  2  ip  =  s  i  ■  Diskussion? 
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5)  Ganz  ähnlich  ist  die  AuflCsung  von 

3)2  -(-  2/3  =  a 

die  Wurzeln  sind  {^^^^1  fUf  2  »^62. 

Bei  2((>62  ist  mit  a=yacosi(i,  y  =  Väsin  (f  der  Winkel  ip  zu 
bestimmen  aus  sin  {4&0  —  9)  -  -7|=  ^  bei  2  n  <  &2  mit  a:  :-  |-f  1  +  -■  cos  (f), 

y  =  -^(,\—icosrfj  aus  siMip  =  K^. 

6)  Ganz  ebenso  für    x'^  +  y^  ss  a,    x  —  y  =  6. 

Die  Anfgabe  Itann  auch  auf  (5)  zarücltgefiihrt  werden,  wenn  man 
nach  dem  dort  angegebenen  Verfahren  zunächst  ( — y)  bestimmt. 

Man  Tersnche  die  Aufgaben  in  2)  ausser  auf  arithmetischem  and 
goniometrischem  Weg  auch  durch Konstrnktion  aufzulösen  und  yergleiclie 
namentlich  die  Diskussion  der  Konstruktion  mit  der  Diskussion  der  andern 
Lesungen.  Bei  der  Konstruktion  zeigt  sich  auch  die  geometrische  Bedeutung 
der  Hilfswinkel  (vgl.  ähnliches  b.  B.  Seite  180,  auch  S,  205,  206). 

3)  Knbisclie  Cilelchuns  mit  £inep  Uiiliekannten. 

Eine  andere  Bolle  als  hei  den  ciuadratiachen  Gleichungen  spielt  die  gonio- 
metrische  Auflösung  hei  den  kubischen  Gleichungen,    Hier  giebt  es  einen 
Fall  der  kubischen  Gleichungen,  in  dem  die  (reellen)  Unbekannten  ohne  Gonio- 
metrie überhaupt  nicht  in  reeller  Form  dargestellt  werden  können. 
Wenn  die  kubische  Gleichung  gegeben  ist: 

(1)  ^ZS  +  jsxa  +  CX+ö^  0, 

-SO  ist  sie,  wie  in  der  Algebra  gelehrt  wird,  zunächst  «u  ^reduzieren",  d.  h, 
der  Coefflzient  der  zweithöchsten  Potenz  X,  hier  X^,  ist  zu  0  au  machen. 
Man  erhält  also  eine  Gleichung,  in  der  die  Unbekannte  ausser  auf  der  dritten, 
nun  noch  auf  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Man  kann  sie  auf  die  Form 
"bringen : 

(2)  x^  +  px-hq^ü; 

■dabei  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  (3)  sämtlich  um  =—  von  denen  der 
ursprtoglich  gegebenen  (1)  verschieden. 

1.  Es  handelt  sich  also  um  die  Auflösung  der  Gleichung ; 

(2)  aß—psD^q^O. 

Die  algebraische  Formel  des  Cardano  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  ist 
folgende.     Setzt  man: 


1  die  drei  Wurzeln 
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(  xi  =  ]/ä  +  Vb 

'^'  ^3  =  1      l^+fb"  ,    .   ,/     (iL- 11 

Us  =  (  2        -    ■  '^  2 

wobei  unter  ya  ""^  V^  i""*  ^'^  arithmetisch  aii--zureclinendtn  Zahlenweite 
(mit  Vorzeichen)  dieser  dritten  Wurzeln  za.  yerstthen  amd  Diese  faidan 
sehe  Formel  führt  in  der  That  zur  AuflOsnng  wenn  a  uni  6  reell  'md 
d.  h.  so  lange 

(l)V(f)*^-  » 

ist;  dies  trifft  unter  allen  Umstanden  zu,  wenn  t/"^  (>  ist,  es  kann  aber 
zutreffen  oder  nicht  zutreffen,  wenn  jj  <  0  ist. 

1)  Ist   nämlich  f^j  +  f^j  positiv,  so  hat  die  Gleichung  (2)  in  der 

That,  wie  (lie  Form  (4)  andeutet.  Eine  reelle  und  zwei  (konjugierte) 
komplexe  Wurzeln;  dies  trifft  jedenfeills  zu,  wenn  p  positiv  ist. 


wenn  p  negativ  ist),  so  ist  die  Aufgabe  algebraisch  überhaupt  nicht 
mehr,  sondern  nur  noch  goniometcisch  lösbar,  es  liegt  der  sog. 
Casus  irreducibllis  besser  Casus  gOHiometricus  vor-  es  sind 
d  II     W         1  b     1       (d  1         1    (4        na  1  t   all 

im  gl  ä       F    m  d     1 11    )     ) 

Im  F  11  1)      t     1      dl  t      I     E    1  d     A  fg  b     nu 

dmlbS  h  i  wihdqdthGlhune 

bringt      tütal  k  Vtll  thntlnggnb 

m  F  11  ai  fül  t    h        b    h    pt  ä       ^   n  t        h    A    flö       „ 

m  Z     1 

E         llf,  B        k  t  b   r  endlich  noch  vorauszuschicken : 

tzt  d     Gl     h     f,  l,  )        +p     +  g  =  0  an  Stelle  von  x  den  Wert 

i—  )  halt  —      —p     +j  =  0  oder  (**)  ay^ -^-pss  —  q  =  0. 

DkhhClh  ()      d(Jde  sich  nur  im  Vorzeichen  des  abso- 

Ittrld       t      hl       hb       Idi  entgegengesetzt-gleiche  Wurzeln. 

2     E    t       F  11     f-l)  +  [^)   >  0;   man  hat  wieder  zwei  Fälle  zu 

tehd       j         hd       /»dV         hen  +  oder  —  hat. 

)Itj^O         htm       fed      Grössen  a  und  b  nach  (3) : 


d.  h.  unter  der  Wurzel  nieder  einen  Ausdruck  von  der  Form  (»i^  -1-  n^) ; 
der  Hilfswinkel  ist   also  einnuführen   wie   immer  bei   der  Berechnung  der 

Hypotenuse  aus  den  beiden  Eatheten,  hier  aus  [  M  und  j^-j  ^,    n&mlich 
(KS.  47)  >"  ■■'' 
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(4.'r 


(1) 


tg  /i  =  '  "^   ' —  ,  womit 


'i'  i^  =  (-^p'Ji^.ctgit      und 

(8)  i  1 

^  cos  ^  ■ 

Nach  (6)  ist  also:  "\-_3  f]  —-LA  =        g  ccs^  +  l 

&!~        21,    -^cos^/^        2      MSM 
oder  mit  EUoltsicht  auf  (8)  =  —  (4-pf^^  cosji^_      ^^^^ 

,    al.o    (10)j      _     '       _L       ' 

Setzt  man,  um  k^  in  Form  eines  Produktes  zu  erhalten,  noch 

(11)  yig^^ig^'    a^"     y  etg-^~  ctg  X,  so  viiri 

3:t  =  V^P  {tgl-etgX)  =^ -^V—f  .ctg-^X. 
Ähnlich  für  die  beiden  andern  Wurzeln;  für  alle  drei  erhält  man  die  Ausdi'Üclce : 

(12)  J  x^  =  ^f-\■p{sig'l■k+iVl:COBic'n) 

\  a'3  =  V-1  p  (ctg  2  A  — i  y  3  cosec  2  X). 
Wenn  q  das  Vorzeichen  —  hat,  so  bleibt  die  Einfülirung  von  /^ 
dieselbe  wie  in  17) :  (-''  pfk 

tgf,^^—, 

+     2    ^ 

ebenso  ändert  sich  nichts  an  der  Einführung  Ton  Ä  nach  (11);  man  erhält 
nur  für  x^,  x^,  x^  die  entgegengesetzten  Vorzeii'lien  von  den 
in  (12)  a,ngeschriebenen  (vgl.  den  Sohluss  von  1)). 

ß)  Ist  p  negativ  (aber  noch  (fT+fff  >^''  ^^  sonst  der  Casus 
icus  vorliegtl,  so  erhält  man  ganz  auf  demselben  Weg,  mit  Beach- 
tung  der   Fig.  48,   die   Auflösung   durch   folgeada 
Gleichungen  (das  obere  Vorzeichen  bezieht  ?ich  auf 
den  Fall  q  positiv,  das  untere  auf  dpn  Fall  q  negativ, 
z-)^    vgl.  den  Schiusa  von  l)j: 


(13) 


»/«-^A— .     WJ/is^  =  is^i 
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(15)  !  atj  =  ±V—^p(,eosee2X  +  iy~3ctg2}:j 

|a-,=  ±V  ^-^p(cosec-:}.  —  i-\/~3(:fg2l]. 

3i  Zweiter  Fall,  Wähiaiid,  wie  selion  erwähnt  wurde ,  die  gonio- 
metriscKe  Auflösung  des  vorstehenden  erstpn  Falls  der  reellöii  Wurzel  in 
der  Gleichung  (8)  nnr  unter  Umständen  eine  kleine  Eechnungserleichterung 
vorstellt,  ist  sie  fOr  den  zweiten  Pall 

llj  +  (■yJ')  <0,  (wo  alsop  jedenMls  negativ 
sein  muss),  in  dem  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden  sind,  stets  erforderlich. 
Setzt  man  (Gleichung  3); 

'  -  l-/{f -(i'f = -!-■ /Hli^MI 

{  —r  (cos  <p-i-i  sin  qj), 

d.  h.  setat  man 

<17) 


I  r  =  V__^-i-yV      und 


so  erhält  man  (p  Eindeutig,  da  auch  das  Vorzeichen  von 

(11)  sin  tp  = ,—  —  — bekannt  ist 

Dieses  Vorzeichen  ist  hiei  stets  +  zu  nehmen,  es  hegt  also  q)  immer  im 
I  oder  II  Quadranten  je  nachd.'in  coa  qs  aus  (18)  +  oder  —  sich  ergiebt, 
d  h  je  nachdem  g  an  sich  negativ  oder  positiv  ist  (Die  Form  der  Gleichung 
(18)  zeigt  zugleich,  waium  es  hier  für  die  logarithraische  Ee  hnung  be 
qnenier  ist,  (f  aus  cos  stitt  wie  gewChnlith  aus  tg  zu  bestimmen,  durch 
Division  der  zwei  Gleichungen  lIT)  zu  eihaltcni  Dan nt  wird  nun  aus  (16) 
nach  dem  3fmmeachen  Sitz 
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und  demnach  aus  den  Gleichnngeu  (4:): 

1  erhält,  mit  Eüclisicht  darauf,  dass  cos  W^  =  T'  **"  ^0" 


ist  und  i 


I  i« 

e<i,vaA  =  — -^ = 


(8  3.  Eindeutig  im  I.  oder  II.  Quadranten,  je  nach  dem  Vorzeichen  v 
Sie  drei  gesuchten  reellen  Wurzeln  ans : 


(21) 


I  xs^— 2m 008(601  —  1) 
oder  endlich,  noch  etwas  syiti metrischer  angeordnet,  aus 

(ici  =  2  »»  cos  A 
a!;,  =  2  «*  cos  (1200  +  i.) 
X3=r^mcos(2m  +  Xj.^^] 
Vgl.  zu  dieser  UmfonnuDg  auch  §  17,  8). 

Zahlenbeispiel  zum  Casus  goniometricus: 


.4.--4=/{t)V(4.r-/-^ 


—  ±p  =  +  l- 

0,2 

0.36  7973 
0.18  898? 

^  +  2,3333 . . 

m3 

0.55  196 

9.44  804 
0.47  712 

3A  =  32 '403/4' 

X=  10°  53' 35" 

340"  +  i  =  250  53  35 

cos3Ä 

9.92  516 

2m 

3;,=  +  3;^3  =  -2; 

C08l 
cos  (1200  + 
cos  (2400  + 

l] 

9.81  600  « 
9.51  498 

0.47  712 
0.30  102  n 
0.00  000  w 
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Anhang  zum  Abschnitt  h  Goniometrie, 

Zusammenstellung  einiger  goniometrlsclier  Formeln.*) 

1)  Goniometrie  che  Formeln  für  einen  beliebigen 
Winkel  «  und  fnr  Vielfache  von  «. 

Wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  ist 


Erweiterung  a.  unten  in  2). 

3)  Wenn  n  eine  gefade  ganze  Zahl  ist,  so  ist: 


ist  «  ungerade,  so  ist: 

~-«=2^{~"+(")~(.-2).+(;')~(.-i)»+. 


4)  Wenn  n  eine  gerade  ganze  Zalil  ist,  so  ist; 

1^ 

2-1  (_ 


^.{,„„-(!;)„(.^2„.+g)„(.-4). 


ist  J!  ungerade,  so  ist: 


5)  Ist  n  eine  ganze  gerade  Zalil,  so  ist: 

+      .    (1  —  *»«^  «)  "!"■  s*M*  (t  —  . . .  und 
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ist  n  eine  ganze  ungerade  Zahl,  so  ist: 

ieosna  =  cos  « 1(1  —  si«3 «) ^  —  [ " ]  {1  —  sin^ ß) ^ sin^ « 
smwa=  I  jM(l— stnaa)^sina— {gj(l— smaa)^3i«3a  +  ... 
6)  [Uniuitteibar  aus  5).    Für  geratles  n  ist: 

M  — 1    3      3^\ 

"^     2     ■  "2  "^  2 . 4/  ' 


)siH3K 


L     2.4 


h  -^  ]  sm3  ß 


=  1  -  —^  .ma «  +  Lj::^i_vi — ^  ««4 « 


1.3 
^  «(n-2)(«-4)r(B-l)(«-3)  ,  >.-X    5^5^-], 
1.3.5 
för  ungerades  «  dagegen 

isn«-CMßji  2      1^2 +  2JSIJ!  tt-f-         ^_g 

K .  3      3  .  n 
-^2.2-^274j*' 

7)  (Unmittelbar  aus  6).    I'ür  gerade  «  ist: 

'  1.2.3.4 

(«  +  4)(«  +  2)«.«..(«-2)(»-4) 
1.2.3.4.5.6 

(«  +  4)(^  +  2)»(^^2)(«-4) 
"'"  1.2.3.4.5 

für  ungerade  m  dagegen: 

^(1±JH.^  ^  (.-.). .-ji,,. 

+ rriTsTT.!;"         ^ 

8)  (Unmittelbar   aus   7),   mit  (90«  —  a)  an   Stelle  vo 
För  gerade  n  ist: 
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1.2.3.4.5.«  "'  " 

+  1.2.S.4.5  ' 

für  ungerade  b  dagegen; 


««»«  =  (-i)-r 

,  {«  +  3}(n  +  l)(»i  — l)(n~3) 
"^                  1.2.3.4        ■ 

™""-(-''^ 

n              („  +  i)„(„_l) 
r^                 1.3.3 

(„+3)(n  +  l)n(«-l)(«-3) 

1.2.3.4.5 

Speziell  findet  m 

an  aus  diesen  Öleiehungen ; 

i  cos  2  «  = 

1  —  2  siwZ  a 

(I 

)                    „,4.= 
1  cos  6k  = 

1  -  8  amä  ß  +  8  ^ra*  a 

1  -  18  «m2  «  +  48  sin^  «  -  32  smß  « 

■)              {7nl°aZ 

5  si»  K  —  20  sins  «  +  16  sin^  a 
und 

cos  2  «  =  -  (l  —  2  cosB  k)  =  2  cos2  «  —  1  =  —  1  +  3  cos^  k 
1cos3k  =  — (3cosa  — 4cosS«)  ^  4  cos' «  —  3  cos  « 
Icos  4  tt  =  1  —  8  cos^  IX +  8  (MS*  a 
(S'^''^S")^Ws5«=5co.«-20cosS«+16MäS« 

/cos  @  H  =  —  (1  —  18  cos2  «  +  48  cos*  k  —  32  cosß  «) 
1  =  — 1  + 18  cos2«  — 48  cos4«  + 32  cosßa     ; 


Tgl.  zu  den  ersten  dieser  Gleichungen  für  die  cos  und  sin  der  Vielfachen 
eines  Winkels  «  auch  §  17  (35). 

9)  Für  ganz  beliebige  ganze  n,  g-erade  oder  ungerade,  ist: 
«.„  =  2-.„.«-.2.-.co..-.».^^2.-.oo.-.. 

»("-- 1)(«-5)„.,, 
17373        ^ 

-^^   -         eos      tt         ~        CS      a     -      ^  ^ 

(«-4)(«-J)(«-6)„„_  („-5)(n^6)(^7)(„^8)  „,_„__ 

1.2.3         ^      ««      "-r  1.2.3.4 

Eine  Formel  fflr  S3H«  s.  unten  bei  46). 
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Anhang  zum  Abschnitt  I:  Goniometrie. 


ft)   (üoiiiometrischc  Vormeln  fär  zwei  ll>eliebi)t;e 
n'inkcl  a,  ß. 

V))  sin^  a  —  sitßß  =  sin  {a  +  ß)  sin  («  —  ß). 

12)  cosi  a  -  s£«2  ß  =  cos  (k  +  ß)  cos  («  —  ß). 
m)amacos(ß^a)-i-<masm{ß-a}  =  sinß. 
U)  cos  «  cos  (ß-a)-  dn  «  ^«  (3  ~  «)  =  cos  ß. 

coS^ß—cosSa      «i«!«— sina^  ,     ^,,  ,.    ,-,, 


15)  tg{a 


%.tg{^-ß)  = 


m,l±tgai3ß  =  - 

18)  tg'^a.  —  tg^ß  =  - 

19)  ct/a  —  (jSj^  =.  "' 


t« 


17)  ctgactgß± 


»(<■  +  » 


Summe  der  sin  und  der  cos  einer  Reihe  ven  Winlieln ,  die.  in  aritii- 
met^ischer  Progression  (n  isi;  eine  ganze  Zalil}  stehen;  Erweiixrung  von  1) 
nnd  2)  in  1); 
24)  »»«  +  «■»(« +  tl)  +  ,m{«  +  2fl)  +  ...  +  ....»(«  +  («-l)U) 


i.l«  +  f;)  +  eo,(«  +  2fi).. 


,»(<.  +  («-l)(i) 


Aus  (24)  nnd  (1 


)  unmittelbar: 
«(«  +  2, 


»(«  +  ()) +  «(«  + 2« +  ...  +  «(«  +  »/), 
27)  «iwff +  siMjJ  +  s«M(«H-^)  =  4  cos  y  cos  ^  siw     .    ■ 
.    n        (I    .  a  +  ß 


:«B+.i.(i^s»(«  +  f)) 

:n2  «  eosä  ß  +  cosS  cf  sin3  ß 


ß  +  sln^  a  eins  ß  =  1, 
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30)  ctga  +  etgß  +  tg{a  +  li)  =  ctg a ctg ßtg(a  +  ß). 

81)  sin^  a  +  sitfi  ß  +  sin^  («  +  f()  =  2  [1  —  cos  «  cos  )3  cos  («  +  ß)]. 

32)  cmS  a  +  a)s^ß  +  cos^  (ö:  +  f()  =  1  +  2  cos  n  cos  ßcos[a  +  ß). 

3)  Gouionietrisclte  Formel»  für   drei   beliebige 
Winkel  a,  ß,  v,  n.  s.  f. 


>sßä 


U)  sina  +  sinß  +  Bmy-sm{a-^ß  +  y)  =  4:si 


+  ß 


35)  dn{a  +  ß-y)+sm{a-ß  +  y)+d>ti-a  +  ß-i-y)-sin{cc  +  ß  +  y) 

=  4  s  jra  «  sjw  ß  siny. 

36)  (!ö3  («  4-  f{  +  ^)  =  cos  u  cos  ,t(  cos  ^  —  sina  sin  f{  cos  ^  —  sim  o:  cos  fJ  sin  y 

87)  <«(<.  +  ?-,)  +  «,(« -(l  +  ,)+c«(-«+J  +  ,)  +  co.(»  +  fl  +  ,) 

38)  <»s(a  +  f(-,)  +  cos(«-(l  +  ,)-cos(-«  +  (f  +  ,)-cos(«  +  ((  +  ,) 
=  4co.«,i»/<™,. 

4m  i^f»  ■  g  I  ■.^-    tgK  +  ifili  +  tgf  -t<ffttgßtgr 

40)  '9("  +  C+')-i^r|5^,jy+-,^.,„  +  ,5„,5ffi- 

41)  si»  «  si«  (J -,)  + ,i„  (J  si«  (,-»)  + li»  f  li»  («- Ol  =  0. 

42)  cososi« (/l-rt  + CO. ((si» (,-«)  + cos, si,  («-«-«■ 

Anhangsweise  seien  hier  auch  noch  einige  Sätze  Über  sin,  cos,  tg  dei 
STimroe  Ton  beliebig  vielen  heliebigen  Winkeln  angefahrt.  Sind  a,  ß,  y  . . .  fi 
beliebige  Winkel,  bezeichnet  Si  die  Summe  tga^tg ß  +  . .  .  +  tg  fi,  ferner 
Sg  die  Summe  aller  Teraohiedenen  Produkte,  die  man  aus  je  zwei  dieser 
tg  als  Faktoren  bilden  kann,  also  S^  =  tg a  tg ß  +  tg a tg y  -\- . . .  -i-  tg ixtg (i, 

+  tgßtQy+     -{-tgßtg [i  +  tgytgd+  . ..  {Anzahl  der  Summanden  =  f  „   , 

wenn  mWmkel  «,  ß,  y  i"  gegeben  sind),  ebenso  Sg  die  Summe  aller 
verecliiedenen  Produkte,  die  man  bilden  kann,  wenn  man  je  drei  der  tg 
als  Faktoren  zusimmennunmt,  also  8^  =  igatgßtgy  +  tg  atgß  tgö  -h ... 
+  tgixtgßtqu-htqatqytg8-i-  ...tgKtgytg(i  +  .. .  +  ...  (Anzahl  der 
Summanden  =  )  u,  b.  f.,  so  gelten  folgende  Sätze; 
AZ)sin(a-\-ß  +  y+...  +  ti)  =  (ßi-S^  +  S^-  +  ...)eosacosßcoBy...cosß 
44)  cos(«+|3  +  j'+...+f<)=(l-S:j4-S4— ^-...)coso:cösJacos^..ms,«ialso 

A^)tg{<.  +  ß  +  y  +  ...+p,)  =  ^^Zsltsl-^'---' 

Die  Gleichungen  33),  36),  40)  sind  spezielle  Fälle  von  43),  44),  45). 
Mit  ii  —  ß=y  =  ...  =  fi,  findet  man  aus  43)  und  44)  bekannte  Formeln ; 
aus  45)  erhält  man  für  einen  beliebigen  Winkel  a  v 
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4)  <Soiiiometplsche  Formeln  för  drei  n'iiikel 
(1,  ß,  Y,  die  xnsaminen  ISO"  geben  (Winkel  eines  ebenen 
Dreiecks). 


48)  ,m 

„  +  «■ 

,.4,«|,-, 

.|»|. 

49)  eo. 

»  +  « 

»ß  +  oo. 

,=1+4Ä 

°«»-5s 

Winkel 

eines 

ebenen  Dreiecks  also  jedenfalls  >  1). 

50)  eo. 

«  +  ., 

»(!-«» 

,  =  4,„|«, 

"22 

—  1. 

51)   siK 

2«  + 

si«2iif  + 

«•»2i.  =  4.i. 

1  <.<«(!. 

Inr. 

52)  ein 

2«  + 

sm2|5~ 

.«2,  =  4»,«eo,(is 

iny. 

5S)  « 

2«  +  «o.2(i  +  co»2,.-4m,««» 

(!eo. 

54)  CO, 

2«  + 

«»2(i- 

e<»2,=  l- 

4sm«sJ 

:»flc 

551- 

«  +  d 

»fl-Ä 

'-»"l." 

"")     ^ 

K^  Si 

»((  +  »■, 

--«2"jj- 

«)^t 

TiTIT 

,m2((- 

ffin2«-J- 

Sl^-«' 

xctsß. 

57)  tgtt  +  tgß-^tgy^tgatgß tg y. 

&S)  tg'ia  +  tg2ß  +  tg2y^tg2atg2ßtg2y. 


60)  fg^tg-^  +  tg-'^tg-^  +  tg-^tg-^  =  l. 

61)  ct^  |3  etp  7  +  ctg  y  etga  +  ctg  actgß  =  1. 

62)  si«!i  a  +  si}^  ß  -h  sitfi  y  =  2  (1 -i- eos  a  cos  ß  cos  y). 

63)  ^iM^a  +  sm^ß~si}tfiy  =  2smasinßcosy. 

64)  CDsä  a  +  eosK  ^  +  cosS  j^  =  1  —  2  cos  «  cos  ß  cos  y. 

65)  cosS  K  +  C032 13  —  cog3  j^  =  1  —  2  «i«  a  sin  ß  eos  y. 

66)  si«a  «  +  cos2  ^  +  cosS  ;>  ==  2  (1  —  cos  «  si»  ff  si«  /). 

67)  1  —  (coss  a  -V-  cos^ß  +  co^y)  =  2eos  a  eos  ß  cos  y. 

68)  (ama  +  iinß^smy)  (sin  «  -^  sin  ß  -  sin  y)  {sin  a 

(—  SM!  a  -i-  sin  ß  +  smy)  =  4 sin^  a st»s f( sin^  y. 

69)  cos»«4-cosH^  +  cos«j'=l±4sw"|'sm^s*« 
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5)  Ctoniomctrische  Formeln  fnr  drei  WinkeJ, 
von  denen  der  eine  gleicli  der  Snniinc  der  beiden 
andern  ist :  y  =  a  -^  ß. 

m)  etg  a -^^  etg  ß -{- tg  y  =  ctg  a  ctg  ß  ig  y. 

71)  sii^  a  +  sinß ß  +  ain^  y  =  Hl  — castt  cos  ß  cos  y). 

72)  cöä2  a  +  eos2ß  +  eos^ y  =  l +  %eosaeosßcosy. 

73)  sin^ a  -h sitfi ß  +  cos^ y  =  l  —  2sinasinß  msy. 

6>    Cioniomefrische   Foiineln   für   vier  Winkel 

u,  ß,   y,   d,   die  Knsainmen  3fl0<'  g;el>en  (Winkel  eines 
ebenen  Vierecks). 

.    .      ,    ,    a  +  8   .    ß  +  S   .    y  +  e 


75)  ., 

'»»  +  ■""'- 

78)« 

»«-4-,»f(- 

77), 

.|...| 

78)0 

»«  +  o»|ilJ 

79)0 

S.  «+00.(1- 

80)  c 

„-  +  mS- 

^e)gin\(ß  +  &)Ün\{y  +  6) 


82)  tg-^tg^-^tg^  +  tg^  = 

83)  ctg  K  +  ctg  ß  ~i-  ctg  y  4-  ctg  ö  =  - 


%  sin  ßsmysinä 
a  ß  y  S      smlia  +  d)3m{(ß+d)sin\(y^S) 

84)  ctg^+ctg^  +  ctg^+ctg-= .i,, a sm ß dn y sm d ~ 

85}  sin!ia+sin^ß-hsi>i»y-hsin^ö=ill+sinasmßsiHysmö—cosacosßcosycosei. 

86)  co!fia-i-cos^ß-i-cos^y+cof^Ö=^i. — sinasinßsinysinS+  cos«  cos  ßcosy  cos  ö]. 

87)  sinS  =  sinasmßsmy—sinaeosßcosy--smßcosycosa~sinycosacosß. 

88)  cosö^cosucosßcosy—eosadnßsmy—cosßdnysina—coaysinKsmß. 
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ABSCHNITT  II. 


TRIGÜSOMETRIE  und  POLYGONOMETRIE 
DER  EBENE. 


Kapitel   1. 


Im  erste»  Abschnitt,  Goniometrie  (nebst  Teilen  der  ebenen  Trigono- 
metrie) sind  bereits  die  trigonometrischen  Aufgaben  über  das  recht- 
winklige ebene  Dreieck  (§  8),  über  gleichsclienklige  Drei- 
ecke und  reguläre  Polygone  (§  9),  endlich  über  Pigureo  am 
Kreis  (§  10)  vollständig  behandelt  Am  Sohluss  von  §  *^  (ygl  da 
selbst  4)  sind  auch  schon  tngonometnsche  Aufgaben  ubei  das  'ichief 
winklige  ebene  Dreieck  aufgelöst  sjweit  dazu  die  Zerlegung  des 
beliebigen  Dreiecks  durch  eiim  Höhe  m  zwei  lechtwinklig«  Dreiecke 
ausreicht.  Es  smd  dort  abei  auch  schon  die  Gruudi"  fui  die  Notwendig 
keit  einer  selb-ständigen  Trin-onometrie  deb  behebigen  ebenen 
Dreiecks  aufgezählt:  für  manche  Aufgaben  genügt  die  Anwendung 
der  für  das  rechtwinklige  Dreieck  aufgestellten  Formeln  an  sich  zunächst 
nicht,  z.  B.  bei  der  Aufgabe,  aus  den  gegebenen  Seiten  eines  Dreiecks 
seine  Winkel  bu  berechnen ;  ein  Winkel  des  schiefwinkligen  Dreiecks 
kann  stumpf  sein,  so  dass  man  bei  Znrüekfiihrung  der  Aufgaben  auf 
das  rechtwinklige  Dreieck  stets  zwei  Fälle  ausem anderhalten  müsste, 
was  sich  im  Folgenden  als  unnötig  zeigen  wird;  u.  s.  f.  Wir  können 
aber  jetzt  selbstverständlich  bei  der  Ableitung  aller  der  neuen  Formeln 
Gebrauch  machen  von  den  für  beliebige  Winkel  giltigen  Bezeichnungen, 
die  im  Abschnitt  I,  Goniometrie,  aufgestellt  worden  sind. 
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§  23.    Trigonometrische  rormeln  für  das  ebene  schief- 
winlilige  Dreieck. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  werden  mit  a,  J>,  c,  die  gegen- 
überliegenden Winkel  (in  derselben  Reihenfolge)  mit  a,  ß,  y 
bezeichnet,  s*) 

1)  Vfinkelbezielumgen.  Zwischen  den  Winkeln  dos 
Dreieclis  besteht  die  Gleichung 

A  (1)       «  +  ^  +  ^  -  180«. 
Wenn  zwei  Winkel  be- 
kannt sind,   so  ist  damit 
auch    der   dritte    gegeben, 
z.  B. 

^«=180"-(^  +  ^) 

worans,  wenn  F  eine  be- 
i  trigonometrische  FanJition  beäeutet,  folgt: 


F^    =O^^F 


A^H 


f. 


Einige  weitere,  aus  den  Gleichungpn  |1)  und  (1')  hervorgehende 
goniometrieche  Beziehungen  zwischen  den  diei  Winkeln  eines  Dreiecks 
sind  im  Anhang  zu  Abschnitt  I  mitgeteilt  {bei  4,  Goniometrische 
Formeln  für  drei  Winkel  «,  j^,  y,  die  zusammen  ISO**  geben). 

Zunächst  genügt  es,  hier  noch  an  Folgendes  zu  erinnern:  Von 
den  drei  Winkein  des  Dreiecks  kann  Einer  stumpf  sein;  man  hat 
also  entweder  drei  spitze  oder  einen  stumpfen  nnd  zwei  spitze  Winkel 
im  Dreieck.  Die  sin  aller  Dreieckswinkel  sind  in  jedem  dieser 
beiden  Fälle,  d.  h.  sowohl  im  jSpitzwinkligen"  als  im  „stumpf- 
winkligen" ebenen  Dreieck  stets  >0;  cos,  tg  und  ctg  Eines 
der  drei  Winkel  kann  <0  sein. 

Die  Summe  zweier  Winkel  kann  (aucli  im  spitzwinkligen  Drei- 
eck, im  stumpfwinkligen  ohnehin)  >■  90*^  sein  (ist  aber  selbstverständlicli, 
gemäss  (1),  <I80°);  während  also  auch  sifi{a  -h  ß),  sin{a  +  y), 
sin(ß  +  y)  in  jedem  Dreieck  >0  sind,  kann  cos,  ig,  ctg  der  Summe 
zweier  Dreieckswinkel  <  0  sein. 

Die  halbe  Summe  zweier  Winkel  ist  stets  spitz;  die  Werte 


-,  ckj  '- 


.  f.  1 


Dreieck  das  Vorzeichen  - 
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Die  Iialbe  Differenz  zweier  Winkel,  z.  B.  ^  ^,  ist  ein  posi- 
tiver oder  negativer  (je  na«lidein  ß~>y  oder  ß  <,y  ist),  aber  jedenfalls 
spitzer  Winkel;  es  ist  also  z.  B.  cos-  ^stets  >  0,  während  die  Werte 
|3  — ]- 

a)  S/rtMS-Satz.  Fällt  man  die  Höhe  li  von  ^  auf  die 
i  BC(^a},  so  lasst  sich  h'  doppelt  ausdrücken,  nämlich 
Ji  —  h  vn  f  nnd  —  r  -(w  ^. 

Mit  Benutzuag;  der  drei  Höhen  fludei;  man  also  folgende  drei 
Gleichungen  deren  allgemeine  Giltigkeit  (für  spitze  und  stumpf- 
wiijkhge  DieiPcke)  aus  s«(180''  —  9)  =  sincp  hervorgeht: 

!b  sin  y  —  c  sin  ß  (=  h') 

csina  =  asiny  {— h")  S7w.i(s-Satz ; 

man  kann  den  SinusS&is.  auch  als  Proportion  in  folgenden  Formen 
schreiben : 

i  _« ft c_ 

(2')  j  sina"  sinß~  siny 

'  a:h:c  =  sin  et :  sin  ß  -.  sin  y. 
Man    hat     damit    folgende    Form    für    den    Sinus-Hatz:    In    jedem 
Dreieck  verhalten  sich  die  Seiten  zu  einander  wie  die  sin  der 
gegenüberliegenden  Winkel. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  die  für  jedes  beliebige 
Dreieck,  ob  spitz- oder  stumpfwinklig,  giltigen  Fundamental- 
formeln; aus  ihnen  lassen  sich  alle  übrigen  herleiten  und  man  erhält 
dabei  ebenfalls  lauter  allgemein  giltige  Formeln,  wenn  nur 
Umformungen  vorgenommen  werden,  deren  Ällgemeingiltig- 
keit  bereits  im  ersten  Abschnitt,  Goniometrie,  bewiesen 
worden  ist.  Dieser  Weg  wird  hier  eingeschlagen;  es  werden  keine 
weitern  Formeln  mehr  direkt  der  Figur  entnommen,  da  man  dann 
immer  erst  prüfen  muss,  ob  sie  in  jedem  Fall  giltig  bleiben.  Trotzdem 
ist  die  Figur,  auch  wenn  die  fett  gedruckten  Formeln  unbedingt  aus- 
wendig gemerkt  werden  müssen,  keineswegs  entbehrlich;  sie  ist  das 
beiiuemste  Mittel,  die  Formeln  sich  recht  einzuprägen  oder  eine  nicht 
mehr  im  Gedächtnis  vorrätige  Formel  rasch  abzulesen,  wobei  dann  die 
Erinnerung  an  die  hier  eingehaltene  Entwicklung  des  besondern  Nach- 
weises der  Allgemein giltigkeit  überhebt. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  so  angeschrieben,  wie  man  sie  aus  der 
ersten,  direkt  ans  der  Figur  abgelesenen  sofort  durch  „cyklische  Ver- 
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tausclinng"  erhält.    Wenn  man  fär  irgend  welche  Stücke  des  Dreiecks, 

z.  B.  die  Seiten  ö,  c  und  die  Winkel  ß,  y  eine  für  sie  gütige  GleichuLg 

aufgefunden  hat,  so  gilt  diese  Beziehung,  da  ja  6  vor  a  oder  vor  c,  ß  vor 

«  oder  vor  y  keinerlei  Vorzui'  hat    genau  ebenso  für  alle  andern 

Stücke  des  Dreiecks  de  d  e  elbe  lige  zu  ena  der  labe         e  die 

Stücke  in  der  zuerst  aufgef  ndenen  Pormel   E  nf  ch  und  s  mmet    ch  kann 

man  ohne  Fignr  aus  de    ersten  Gle  chu  g  d  e  üb  gen  ahle  ten  du   h 

yci-^      ^^«-^     c  kl  che  Vertausch  ag      wöbe    man  s  cl    des 

\  4-  ^^'•^^stebe  den  Cyklus    de     d  e  Se  tei      nd   d  e 

W  nkel   beze  cl  nenden  Bud  tab  a   zu   er  n  e  n 

^__^         ^„ ^    !  at    auf     folgt '    a  f  ?   so  Jann      i  f    endl  eh 

wieder  a;  ebenso  bei  den  W  kein  Aus  der  der  P  5,ur  e  t  ommeuen 
Gleichung  lisiny^e  ß  erlalt  maa  SO  zu  a  bst  weter  (nach  l) 
mal  sin  a  (nach  j-)  =  o  (na  h  )  mal  ;-  (nacl  5)  st  Dur  h 
Fortsetzung  des  Verfalrens  on  de  letzten  Gle  cl  nng  (2)  ans  ehalt 
man  wieder  die  erste  w  m  t  s  ch  ze  gt  dass  d  e  dre  an^escl  lebenen 
Gleichungen  alle  vorhandenen  umfassen  w  e  au  h  nmttelba  klar  st 
Zusätze  zum  Sn  s  Sa  z 
1)  Rechtwinkliges  Dreieck.     Ist  k  =  90°,  also  sina  =  l,  so  ist 

—, -  =  -:—=-,  =  --. — ,  Übereinstimmend  mit  der  allgemeinen  Form  (2'). 

")  6  =  0  ist  nach  Gleichung  (2),  I,  oder  (2')  nur  möglich,  wenn  zu- 
gleich ß  ~  y  t  unl  umgekehrt;  wie  bekannt,  gleichschenkliges  Dreieck  mit 
b  =  al  b  nk  In  (  gl.  §  9,  3).  [Die  Gleichung  sin  ß  =  stny  giebt  gonio- 
metn  b  g  tl  b  ächst  die  zweiAuflösungen;  ^  =  j' oder  ^  =  ISOO  —  )-; 
w      ist     b      i       w   t  en?], 

5)f>    hl    Stß'>y    nd  umgekehrt,  6<cbedingt  3<j'nnd  unge- 

k  hrt    d     g  öS        S   te  1   gt  der  grössere  Winkel  gegenüber  und  nragekehrt. 

4)  D    kt  m  h         n  Winkel,  i.  B.  ß  veränderlich,  y  kon- 

t     t   (  1  }    d    V       d    nng  an  a  je  gleich  der  negativ  genommenen 

■\        dnn         ß    }      t  t   a-hß  +  y  =  180«  sein  muss),  femer  die  Seite  a 

ktt  dldtet  f;  =  t       ^blb  bdniitß 

dhl      Dkt  bff         äbtl      pt       Wkl        d       n 

hsed  ädt      Iwsn«      b  bte^\klgwln 

t hrlgmlsh  d        n         hl       ai  dt 

wastlsod  jk      tettdA      1         athQbdVrädrug 

ö  und     f     d  es      r  II  (    in  der  Nähe  von  90")  zu  Eigen?  [c  verändert 

h  ka  m    b        b     &        t    che  Deutung  an  dei  Hand  der  FißTir,  Port- 

t      g  d      W    b  tum  j^  his   zum  stumpfen   Wmkel,  zu  beachten, 

daas  Wmk  1    mit  wachsendem  Winkel  zunimmt,   so  lange  der 

^    L  1    wi    h      0        d    0      st,  bei  90  0  wie  scbm  angedeutet,  nur  noch 

11g  wdd     ^>kl>90o,  «tumpf,  so  nimmt  ^m  wieder  ab, 
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■von  90"  aus  sehr  langsam,  bis  fQi  den  Grenzfall  180**  der  sin  wieder  =  0 
geworden  ist,  wie  es  für  den  Winkel  0"  war. 

3)  Projektloiia-Satz.  Die  letzte  der  Gleichungen  (2)  giebt: 
asinß  =  b.sm  [ISflo  —  (^  +  )■)]  =  &  sin  (ß  +  y) 
—  bsinßcosy  +  b  cos  ß  sin  y, 
oder,  wenn  mit  smß  dnrchdiTidiert  wird: 

a  =  b  cos  y  +  eos  ß  sin  v  =  6  cos  y  h — -. —  sin  y  cos  8 

'       smß  smy 

—  b.COSy  +  G.COSß. 

Es  ist  also  weiter  (durch  cjklische  Vertauschung) 
I  n  =  b  cos  y  -\-  c  cos  ß, 
(3)  )  b  =  cco8(t-{-acosy 

\  c  =  a  cos  ß+b  cos  a,  in  Worten : 

Projektions-Satz. "^j  Eine  Seite  des  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe 
der  Produkte  aus  je  einer  der  andern  Seiten  und  dem  cos  des 
Winkels,  den  diese  Seite  mit  der  ersten  bildet-  einfacher  und 
unmittelbar  klar:  Jede  Dreiecks  te  st  „le  cl  Ipr  Summe  der 
Projektionen  der  beiden  ande  a  Se  tui  auf  s  e  DaVe  t 
jedoch  fdr  den  Fall,  dass  der  eine  von  den  zwei  W  nkeln  an  der  be 
trachteten  Seite  stumpf  ist,  die  P  ojefctun  se  ne  zweien  S  henkel 
strecke  (Seite)  negativ  zn  nehme 

Man  lese  diesen  Satz  auch  unm ttelba  aas  der  P gur  fu  de 
zwei  verschiedenen  Fälle  d^s  spitz      nd  stumj  fw  nkl  gen  Dre  eck    ab 

Zusätze  mm  Projektionssatz  1)  Re  1  t  nkl  ges  D  e  e  k  Ist 
a  =  90",  so  ist  cos  a  =  0,  also  b  —  acosy,  c  =  a  ms  f^. 

2)6  =  «,  oder  ß  =  y,  gleichschenkliges  Dreieck,  giebt  o  = 
2  &  MS  ^  wie  bekannt  (§  9,  2). 

3)  Ist  jü  >  V  unii  sind  beide  spitz  also  eos  ß  <  cos  y,  so  ist,  da  auch 
6 >  c  ist,  um  so  mehi  l  eoiy'^  c lOs p     m  Weiten 

Mit  den  vorstehenden  Grleichungen  (1)  bis  (3)  k  nnten  alle 
Dreiecksaufg iben  gelost  werdpn  Man  stellt  iVpr  lehufs  bequemerer 
Rechnung  mch  weiteie  T  imeln  aut  he  ii  h  s  mtlich  aus  ihnen  ab- 
leiten ld>.sen 

4)  Pythagoräi scher  iSatz  im  beliebigen  ebenem 

Dreieck.  Eliminiert  man  aus  je  einer  Simts-  und  Cosinus-Formel 
(2)  und  (3)  einen  Winkel,  so  erhält  man  z.  B.  aus 

asiny  ~  csina 

acosy  =  b  —  ccosa 
durch  Quadrierung  nnd  Addition: 

a*  (sin^  y  +  cos^  y)  =-.l,^  —  2bc  .cos  a -h  c^  (sJM^  a  +  cos^  u)     oder 
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I   «3  —  ^3  +  pä  —  2  ft  c  .  cos  a  und  durch  cjkl.  Vertausctung 
(4)  Im  —  c'^  +  a^  —  'iea.coaß 

{  c^  =  a^  +  b2~2ab.  cosy;  in  Worten; 

Pythag'Oräischer  Lehrsatz  im  schiefwinkligen  Dreleclt  oder 
Co«ln4(S-Satz  (weil  er  den  cos  jedes  der  drei  Winkel  in  den  Seiten 
ansdrückt)  3^) ;  Dag  Quadrat  einer  DreiecksBeite  ist  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Seiten  vermindert  um 
das  doppelte  Produkt  aus  der  einen  von  ihnen  und  der  Projektion 
der  andern  auf  sie.  Das  von  der  Quadratsumrae  abzuziehende  doppelte 
Produkt  wird  an  sich  negativ,  ist  also  dann  zu  addieren,  wenn  der  in 
der  Formel  Torkommende  Dreieckswinkel  stumpf  ist. 

Auch  diesen  Sata  leite  man  aus  der  Fignr  ab. 

Zusätze  zum  Cos-Satz;  1)  Ist  a  =  90»,  eos«  =  Ü,  so  ist  a^  = 
b^  +  0^,  Fjth^oräischer  Leliraatz  im  rechtwinkligen  Dreieck. 

2)  Ist  6  =  c,  ^  =  y  (gleichschenkliges  Dreieck),  so  ist  «^  =  2  ö^  — 
2&2cosa;  oder  «a  =  262  (1  — eoa  «)  =  463«»^  "  a  =  26sin|  wie  be- 
Itamit  (§  9,  2,  Seite  72). 

5)    Tangentenformel  in    Seiten  und  liViukeln. 

Molltv^de»<^^   nnd    JV^^ersche   Cileicliangen.    Eliminiert 

man  anderseits  aus  je  zwei  sich  entsprechenden  Formeln  (2)  und  (5), 

Z.  B.  aus       b  sin  tu  =  a  sin  ß  ,  csina  =  asiny 

und  , 

0  cos  a  =:  c  —  ff  cos  ß  c  cos  a  ■=  o  ^  a  cos  y 

eine  Seite,  so  erhält  man; 


t&a  =  -^- 


— ;  durch  ojkl.  Vort. 


(5) 


'Sy 


;  —  h  cosu 
csinß 


csma        _ 
[    ^^  ~  h  —  ccosa    ~    a  —  ceosß 
Diese  „yaw^ew^eM-Formeln"  ia  Seiten  und  Winkeln  sind 
mittelhar  aus  der  Figur  ahzulesen. 

Durch  Addition  und  Subtraktion  je  zweier  Gleichungen  (2),  z.  B. 


der  zweiten  und  dritten,  nämlich 


=  asmy 


{b  +  e)tintt  =  a{si»ß  +  smy)  oder 

2(6-c)»i«|«i.|-2o.i«t:'-. 

oder  vorniog.  (V)                 ; 

oder  vermöge  (1') 
,^e,„|  =  ,..i=^ 
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Man  erhalt  damit  und  weiter  durch  cyltlische  Vertausch iiii^  die 
wichtigen  Gleichungen: 


cos  „  =  «  siu  — 


Mollweide  sehe 
Gleiolinngen.  ^'') 


fÖT-C) 

ih  —  c] 

(.  +  «) 

io-n) 

{a  +  b) 

(«  -  ft) 

Die  Gleichungen  (6)  heisseii  nach  ihrem  Entdecker  die  3I0II- 
«ce/rfe  sehen  Gleicbungeu.  Sie  sind  sehr  leicht  zu  merlcen,  wenn  man 
beachtet,  dasa  selbstverständlich  rechts  lauter  halbe  Winkeldifferenzen 
stehen,  und  dass,  wo  links  die  Summe  zweier  Selten  steht,  rechts 
eine  Winkelfunktion  stehen  muss,  die  nicht  negativ  werden  kann; 
dies  ist  der  cos  der  hal- 
-/X  heu  Winkeldifferenz.  Also : 
links  Differenz  der  Sei- 
ten, dann  rechts  Sinus 
(links  Minus,  rechts  Si- 
M4fs);linksSumme, rechts 
Cosinus  der  halben  Win- 
keldiffcrenz. 

Um  Gl.  (6)  aus  der  Figur 
abzulesen,  sei  (Fig.  50) 
AD  =  ÄE  =  c  gemacht 
Würden,  so  dass  CS  = 
{b  +  c),CD  =  {h~c)isi. 
J  Damit  wird:  BE±BD, 

der    Winkel    CEB=  "' 
Z.  ABB  =  90«  —  I  =.  '^  ~^y- ;  femer 


2iCBI)  =  2i.BCF=ß 
CF=  GE.sin  ^  -=  BC.cos-'7"- 


und  somit 
BG^BF^CD.ros^=BC.sü 


i-v 
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(  (ö  —  (1)  cos  - 


rsta  zwei  Gleichungen  (6), 


Man  kann  sich  die  'Mollweidachwa  Giei'hungpn  auch  so  merken; 
Sie  sind  nichts  anlres  ■ils  der  Smws  Sata  angewandt  auf  die 
Dreiecke  OBh  und  GB1>  Konstruiert  man  ein  Dreieek,  in  dem  zwei 
"leiten  gleich  einer  Seite  dea  ursprünglichen  und  gleich  der  Summe  der 
beiden  andern  Seiten  des  ursptunghchen  sind  wahrend  dei  Gegenwinkel  jener 
ersten  Seite  die  Hälfte  ihres  GegenwinkPls  im  urspiungkchen  Dreieck  ist,  so 
ist  auih  der  Gegenwiniel  der  zweiten  Seite  in  dem  neuen  Dreieck  aus  den 
Winkeln  des  urapr Anglichen  hetannt  er  lat  gleich  10"  -i-  der  halben 
Diflerenz  der  TWei  andern  Winkel  im  uisprnnglichen  Dieieok.  (Sind  oben 
im  Dieietk  0  B  T  die  Seiten  ü  B  =  n,  CE  =  h  +  e,  der  Winkel  in  E  gleich 
^,  so  ist  der  Winkel  in  E  gleich  900  +  ^-^j.  Ebenso  fftr  Dreieck  CBD; 
ist  BG^a,  GI)=l-c  mid  Winkel  in  1)  gleich  900  +  |-,  so  ist  der  Winkel 
in 'B  gleich  n  ■  Anwendung  des  Smiis-Safeäes  auf  beide  Dreiecke  giebt 
<!ie  zwei  ersten  Gleichungen  (6). 

Das  Dreieck  CBF  zeigt  noch,  dass  a  die  Hypotenuse  eines 

rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  dessen  Katheten  {h  +  c)  sin  -^  und 
(b  —  e)  cos  I  sind,  d.  h.  dass  a-^  =  {b-\-  lif  sitfi  |  +  (^  —  cf  cos^  | 
ist;  der  der  Kathete  (l>  —  c)cos-'  in  diesem  wichtigen  recht- 
winkligen Dreieck  CBF  gegenüberliegende  Winkel  ist  ■  ^ 
Die  zuletzt  angeschriebene  Gleichung  geht  auch  unmittelbar  aus  Qua- 
driernnj  und  Addition  der  zwei  ersten  Gleichungen  (6)  hervor: 

a^  cos^  — v-^  +  ffl^  sin^    „  '  =a^  = wie  soeben  angeschrieben. 

Vgl.  auch  unten  Gleichucg  (8), 

Zusätze  zu  den  Mo Hiüeiie sehen  Gleichungen;  Sie  liefern  weder 
für  das  rechtwinklige  noch   für  das  gleiehachenklige  Dreieck  Neues   oder 

Bemerkenswertes:  ist  ct  =  900,  sXsa  sin-^  :^  cos-^  — -^y%,  so  wird  [b  +  c) 

=  a  1/2" cos  tZ,  (&  —  c)  =  «  y^sm  ^^,  wie  auch  aus  der  Figur  abau- 

B  —  y 
lesen  ist;  im  gleichschenkligen  Dreieck  mit  h  —  c,  ß^y  =  0,  eos  —^  =  1, 

giebt  die  erste     2  6  sin  -^  —  '^    ■"'«  bekannt. 
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Ans  den  rormolii  (6)  erhält  man   dnrch  Division  je   zweier  2U- 
sammeD  gehöriger : 


(b~c)cos^ 


und  durch  cykl.  Vertausch. 


2  Sfeper  sehe 

^     Gleichungeti.  ^sj 


Diese  Gleichungen  heissen  JTepej-sclie  Slelelinngcn  oder  Ana^ 
logien  (d.  h,  Proportionen);  in  Worten  lautet  der  Satz: 

Die  Summe  zweier  Dreieck  sseiten  verhält  sich  za  ihrer 
Differenz  wie  die  tg  der  halben  Summe  der  Gegenwinkel  zur  tg 
ihrer  ha,lben  Diifereaz, 

Man  kann  die  Jfe^er  sehen  Gleichungen  auch  einfach  direkt  aus 
dem  iSMMfs-Satz  erhalten  (wie  sie  denn  älter  als  die  Mollweide  süitta 
sind);  es  ist  nämlich 

somit  auch 


ß-^ 


2  sin 


sin  ß  —  stn  y 


,J-r„,ß^ 


¥ 


Endlick  können  auch  diese  Gleicliungen ,  ähnlich  wie  die  Moll- 
«jeide sehen,  aus  der  Figur  abgelesen  werden.  Es  ist  nämlich  nach 
rig.  50:  EC:DC  =  Sl':I>(i  oder  (4  +  c) ;  (S -c)  =  B2.' :  B  J?  = 

OF.agj:CJ'.te'^=ctg~:lg^-^    oder     (S  +  e):(S-c)  = 


6J     (i<oiiioin«tri«iche   Funktionen    der    (halben) 
"Winkel,  in  den  Seiten  ausgedrückt.  Der  bisherige  Formelapparat 
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liefert  noch  keine  bequeme  Auflösung  das  Dreiecks  für  den  Fall,  dass 
die  drei  Seiten  gegetien  sind.    Diese  erhält  man   auf  folgendem  Weg; 
Führt  man  in  die  erste  Gleichung  (4)  den  halben  Winkel  durch 
cos  a  =  2  co3^  -g-  —  1     und 
cos  «  =  1  —  2  sin^  -„-    ein,  so  wird 

fl2    =     (b    _    C)2    +    4  ft  C  J*irt2    -g. 

Diese  Formeln  sind  zur  logarithmiscben  Rechnung  schon  geeigneter 
als  (4),  weil  ihre  rechte  Seite  nur  aus  zwei  Summanden  besteht. 

Aus  (8)  ergieht  sieh  leicht  wieder  der  Satz  in  den  Bemerkungen  au 
der  geometrischen  Herleitung  der  Molbveicle  sehen  Gleichungen,  S.  227. 

Die  Gleichungen  (8)  kann  man  in  folgender  Form  schreiben: 
ibc sm'^  "^  =  a^  —  (6  —  cf  =  {a  - 


4hc  cos^  y  =  (?n 
Setzt  man  nun 


^■) 


•c). 


M  +  &  +  C  =  2  S,     39) 

also  s  gleich  dem  halben  Dreieckaumfang,  so  wird 
(_a  +  64-ß)  =  2(s-a) 

(a  +  b~~c)  =  2{s  —  c),      also 
b  c .  mfi  -  -  =■  {s  —  b){s  —  c)    ;     bc.  cos^  -^  =  s{s  —  a)  oder 


^-f- 


(s-6)(s-c) 


und 


«        «  2  -,/ 

2SJK-2-CÖS-H-  =sma  =  i—f/  s(s— a)(s  — &)(s  — c). 

tfan  erhält  damit  die  folgenden  vier  ITormolgrnppen  (9)  bis  (13): 
2       f         bc 

=  L  -  7  /  >*i>^  —  c) 
2       f         ab 


« 

.^.. 

-b)(s- 

-c) 

1 

bc 

ß 

-^r^ 

-c)(«- 

~a\ 

ca 

-y 


»)(»-» 
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230     §  23.    Goiiiometrische  Funktionen  der  (halben)  Winkel  in  den  Seiten. 
(11)  l  si'. 


Die  Gleichungen  (11)  kann  man  einfacher  so  schreiben: 
Setzt  man        1'=  -y/Jis  ~  a)(s~b)~(s~—c)    ;    m  =  -j^- 
(so  dass  also  F,   ■ 


("■) 


I  ans  der  Planimetrie  bekannt  ist,  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  vorstellt;  was  ist  m9  vgl.  den  übernächsten  §  26), 
1  wird: 

sma  =  m.a,       smß^m.b,       siny  =  m,G  (H") 

Die  wichtigsten  Gleichungen  dieser  Qruppe  ei^eben  sich  aber 


änrch  Division 


(12) 


ihöriger  (9)  and  (10),  nämlich: 


Maltipliziert  man  in  den  Gleichungen  (12)  Runter  der  Wurzel  Zähler 
und  Kenner  bei  der  ersten  mit  (s— a),  bei  der  zweiten  mit  (s — ft), 
hei  der  letzten  mit  (s  —  c),  so  erhält  man,  wenn 

08')  ,..;/5^MEEME3 

gesetzt  wird,  die  bequeme  Form: 
(13)  (ff| 


1      -,As^d}is-b){s-c)_     ■> 


2      .«-cf 


(s-<i){s~l>){s-c)_ 


t& 


In  den  Formeln  (9)  bis  (13)  ist  als  Vorzeichen  vor  den  Wuraeln 
stets  -I-  zu  denken,  weil  ein  Dreiecks winkel  stets  zwischen  O'^  nnd 
180^,  der  halbe  aUo  stets  zwischen  0^  und  GO*"  liegt;  es  sind  also  sin, 
cos,  ig  jedes  halben  Dreieckswinkels  (und  ebenso  sin  eines  ganzen 
Dreieckswinkels,  Gleichungen  (11),  stets  positiv. 

Geometrische  Herleitung  der  Gleichungen  (13),  Bedeu- 
tung von  r.    Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  mit  F 
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§  24.    Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecka. 


SO  ist,  wie  aus  der  Planimetrie 
bekannt  ist  (ygl.  oben  ll'J 

Ist  ferner  r  der  Radius  des  In- 
kreises ,  so  ißt  ancli  2  J'  = 
r(a  +  J>-t-c)  oder 

F  =  r.s,  somit 

-c)oder 


rs  =  V^s-a)is-m- 

(141  _yis-a)(s-_^U^_c) 

Damit  ind  die  Orleicliungen  13)  direkt  der  Fig  1  zu  entnehmen 
und  es  7  gt  si  li  zugle  ch  dass  d  e  strfcke  lie  die  m  allen  drei  vor- 
k  mmende  ij  adratwuizel  lef  rt    nctts  i   1  e      st  als  der  Radius 


%  24.     Bereclinaug  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 

Unter  den  gegebenen  oder  gesücliteti  Stücken  des  Dreiecks  seien 
wieder  zunächst  nur  die  Seiten'-«,  6,  c  und  Winkel  «,  ß,  y  des  Dreiecks 
verstanden.  Das  Dreieck  ist  durch  drei  von  einander  unabhängige 
Stücke  bestimmt;  [unter  diesen  muss  demnach  mindestens  eine  Seite 
sein,  da  mit  zwei  gegebenen  Winkeln  der  dritte  bekannt  ist.  Man 
hat  also  die  folgenden  HauptfftUe; 

I.  Gegcl)en  sind  eine  Seite  imd  zwei  Winkel, 
II.         „  „     zwei  Seiten  nnd  ein  Winkel, 

III.         „  „     die  drei  Seiten.*") 

Der  zweite  Fall  bietet  zwei  verschiedene  Aufgaben  dar, 
je  nachdem  nämlich  der  gegebene  Winke!  der  von  den  bei- 
d.en  Seiten  eingeschlossene  ist  oder  der  einen  dieser  Seiten 
gegenüberliegt.  Man  hat  also  vier  FuEdamental-Dreiecksauf- 
gaben;  für  alle  diese  Aufgaben  liefern  die  im  vorigen  |  entwickelten 
Formeln  unmittelbar  die  Auflösung,? 

I,  Gegeben  sind  eine  Seite  nnd  zwei  Winkel,  z,  B.  «,  ß,  y. 
Der  dritte  Winkel  ist  unmittelbar  ebenfalls  gegeben,  deshalb  ist  es 
gleichgültig,  ob  beide  gegebene  Winkel  oder  nur  einer  von  ihnen  der 
gegebenen  Seite  anliegen. 

Es  ist  (^^1800  — (|?  +  ^)  und 


yGoosle 


2S2 


§  "+      Dre  e  k  -i 


S"ite  und  de    W  i  kein 


Mm  gewol  ne  sich  daran  lip  Propo  t  on  des  S  i  a  Satzes  sdwip 
jede  andore  ah  solche  zu  sprechen  wahrend  das  aus  ihr  gesuchte 
Stuck  sog'le  ch  nied^rgeBChrieben  wird  man  achreihe  '  glen,h  (spr  ch  b 
zu)   (   mal  (sprich  wie)  si;  S  lurch  fspiich  7u)  0         *  ) 

Zur  Berechnung  ist  zu  bemerken  dass  man  i  achdem  die  Zal  len 
für  die  zwei  gegebenen  Wmkel  uberemandprge setzt  amd  den  äntt^n 
auf  einmal  abliest  Cohne  zuerst  die  Summe  der  hPiden  anzua  hreiben) 
Ferner  lat 

log  b  =  (lug  a  +  E  log  ä  t  a)  +  i  j  i      3 

log t  =  (log  a  -i-  Blog  sin  a)  -h  loy  sin  y , 

die  in  der  Klammer  stehenden  beiden  Logarithmen  sind  also  dem  log  b 

and  logc  gemein  seh  aftlieli  und  folglich  nur  Einmal  zu  schreiben;  dem 


%o  = 

Ehgsi„,  = 

'»9si»(i  = 

hffa  = 

Mlogsina  = 

logsiny^ 

!oj/»  = 

lote  = 

ist  daher  das  nnten  angewendete  wieder  bei  weitem  vorzuziehen,  weil 
es  einfacher  ist  nnd  durch  weniger  Sehreibarbeit  weniger  Änlaas  zu 
Eeehnungsfehlern  bietet;  vgl.  die  Rechnungen  am  rechtwinkligen  Dreieck 
(§  8)  und  am  Kreis  {§  10). 


Beispiel  1.    Es   sei  gegeb 
5«  47'  40" ;  was  sind  («),  b 
u  =  3042,5  m 

j'  =  450  47'40" 

an   «  = 
nd  c? 
Binß 

Esma 
siny 

3042,5  m,  ,^  = 
(5.stellig). 
9.87  450, 
3.48  323  U 
0.00  122  '  \e 
9.85  543    1 

=  48"  30'  20' 

«  =  85'>42'0" 

b  =  2285,3  m 
c  =  2187,2  m 

b 

sina 

b 
Esmß 
siny 

3.35  895 
3.33  988 

9.7081  1 

0.0337  '  L 
9.7795    ) 
1.3750 
1.4464 

Beispiel  2.     (Vierstellig). 
6  -  42,97 
«  =  300  42- 

ß  =  iia«  18' 

r  =  370  0' 

«  =  23,72 
c=^  27,95 

a 

1  der  Aufgabe:   Irgend  welche  Bedingang  für  die 
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ä  2i,    Dreieck  a 


fei  Seiten  und  dem  eingeachlosseiien  Winkel.     233 


gegebene 


n  Stücke  ist  niclit  vorhanden,  ausser  der  selbstverständlichen,  dasa 
ne  der  zwei  gegebenen  Winkel  <  180^  sein  ranss, 
Maji  suche  aber  hier  sogleich  durch  möglichst  verschiedene  Annahmen 
Bechenschaft  za  erlangen  über  die  Schärfe,  mit  der  die  andern  Seiten  za 
finden  sind;  %.  B.  «  klein  (also  iß  +  f)  nahe  bei  1800),  was  ist  ober  b 
vnA  e  zu  sagen?  (Trigonometrisch,  dann  geometrisch).  Oder  a  nahe  bei 
1800  (also  (,3  +  y)  klein)?  Oder  «  nahe  bei  900  und  fi  sehr  klein.    U.  s.  f. 

II".  Gegeben  sind  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel,  z.  B.  b,  c,  «.  *^) 

1.  Wenn  die  dritte  Seite  allein  verlangt  ist,  so  kann  man 
die  erste  Formel  (8)  in  §  23.  zur  iogarithmischen  Rechnung  einrichten. 

1)  Es  ist  a  Kathete  in  einem  rechtwiukl^n  Dreieck  mit  der 
Hypotenuse  (&4-c)   und   der  zweiten  Kathete  ^Yhccos-A,  nämlich: 

Setzt  man  demnach  p  =  2\bccos-^,  so  wird 


a^j/{h-^c 


^P)  (6  ^ 


-P)- 


Beispiel:  In  einem  Dreieck  sind  zwei  Seiten  375,440  und 
278,  201  Meter,  der  ¥0n  beiden  eingeschlossene  Winkel  —  61°40'  29",8; 
was  ist  die  dritte  Seite  des  Dreiecks?    (Sechsstellig). 


«  =  fil0  40'29",8 
b  =  875,440 
c  =  278,901 

b 

2.57  4541 
2.44  4359 

hc 

|-  =  S00  50'14",9 

VVc 
2 

2.50  9450 

6  +  0=658,641 
j.  =  55i,989 

9.93  3804 

6  +  c-(-jj^  1208,630 
ft  +  c      p—      98,652 

P 

2.74  4284 

a=    345,303 

1.99  4106 

"a 

5.07  6400 
2.53  8200 

Man  könnte  zur  Ausrechnung  der  Y        auch,   statt   der   Zer- 
legung in  Snmme  mal  Differenz,  einen  Hilfswinkel  einführen,  z.  B.  setzen: 
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234     §  24.    Dreieck  b 


i  Seiten  nnd  dem  eingeselilos 


-  und  würde  damit  erhalten : 


SMM  =  — ^ 

a  —  (ö  -j-  c)  cos  /i     oder    =  2^/  bccosY^iff  f- 
Jir  das  obige  Beispiel  wäre  dann  die  Eechnung  so  (E-stellig); 


a  =  «in  iO-  80" 
b  =  315,i4 
c  =  278,20 

c 

2.57  454 
2.44436 

6c 

1"=^  30"  50' 15" 
6 -f-c  =  653,64 

COSy 
2 

2.50  945 
9.93  380 

li  braucht  nicht 

angeschrieben  zu 

woröon. 

«  =  345,30. 

0.30103 

2^fVcC08i 

(b+c) 

3.74428 

sin/i 

9.92  894 

COStl 

9.72  286 

a 

2.53  820 

2)  Selbstverständlich  kann  man   auch  die  zweite  Formel  (8)  in 
§  23  zur  logarithmischen  Eechnung  einrichten.    Es  ist  nach  ihr : 

a~j/{J}  —  c)^  +  4  ö  e  sin^  -g-, 
also  u  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dteieclts  mit  den  Katheten 
Q>  —  c)  und  2y bcsin-n-      Nach    der    früher    beim    rechtwinkligen 
Dreieck  aufgestellten  Vorschrift  für  diesen   Fall  (vgl.  §  8,   iV.  Fall) 
erbSlt  man  mit 

2'\/hcsiii-2  h  —  r    "'''''    2V'"'S'*^"2 


unter  Beachtung  der  Lalandesc 
Für  das  vorige  Beispiel  erhält  m 
5 -stellig) : 


in  Regel  stets  das  richtige  Resultat. 
I  damit  fulgende  Rechnung  (ebenfdUa 
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fei  Seiten  und  dem  eingesehlos 


a  =  610  io'  80" 
ft  =  375,44 

e  =  278,30 

b 

2.57  454 
2.44  436 

bc 

6.01  890 

f^sonoi' 

2 

2.60  945 

6  —  c  =  97,24 

J.  braucht  nicht 

aufgeschrieben  zu 

werden. 

a  =  Si5,30 

9.70  978 

Zähler 
Nenner 

2.52  026 
O.Ol  794 

1.98  784 

tgX 

0.53  242 

a 

2,53820 

Diese  drei  Eechnungsarten  für  a  sind  ziemlicli  gleichwertig.  Bei 
allen  könnte  man  statt  der  Zerlegung  oder  statt  des  Hilfswinkela  auch 
Additions-  nud  Subtraktionslogarithmen  verwenden.  Die  Keohnung 
nach  der  ursprünglichen  GleiehnLg,  nämhch  (4)  in  §  23,  Cösi«MS-8ata : 

a  =  Vft-  +  c2-26.,fös« 
ist  etwas  umständlichei,  set  es,  dass  man  äie  Quadrattafel  mit  zu  Hilfe 
nimmt  oder  nicht. 

Determination  Jei  Aufgabe  Aus  dem  letzten  Ausdiuik  für  a 
könnte  man  ablesen;  Bedingung  der  Möglicbkoit  ifi^ -i- ch'^  ihceosa; 
aber  dies  trifft  ja  für  ganz  belnhige  Strecken  {absolute  Zahlen)  h  und  e 
nnd  für  beliebige  Winkel  «  zu  Ähnlich  für  die  übiigeti  Formen  für  a;  die 
in  2)  zeigt  a  auf  den  ersten  Bhck  als  stett  mOglitb ,  die  erste  Form  in  1) 
aber  ebenso,  da  [6  +  cl«  =  6^  +  3  ?,  e  +  c^  und  2  cos^  a  stets  <  1  ist  (Grund  1), 


also  46 


r 


e       &t  1  ke    nl  also  k 
(&ncll  h  n  «<lbi 


—    t  ts  < 
Bes  h    nknng  nnt  rw    f 

Man  SU  1  e  at  r  anei  1  gle  ch  w  ede  du  ch  ve  c!  ed  e 
Zahl  uannahm  n  e  n  U  te  1  über  1  e  Gena  ^ke  t  des  best  mmten  n 
ye  seh  d  neu  F  lle  zu  ew  nne  n  d  da  E  gebn  s  g  omet  ci  zu 
deute  Was  st  z  B  ub  de  bcha  fe  on  u  sage  w  nn  l  and  c 
nal  ezn  gl  ch  b  nd  u  d  «  kle  n  st  A\  e  n  b  ch  180  nShe  t  ?  (In 
diesem  Fdll  nähert  sich  (,os«  dem  Wert  — 1,  also  ( — 2bci.osa)  dem 
Wert  -i-26c  und  a  =  'S/b'^  4- c^  —  2  6  c  cos  «somit  dem  Wert  (ö+e)); 


3.  Erste  vollständige  Lösung.    Siod  dagegen  auch  die  Winkel 
verlangt,  so  kann  man  einen  davon  zuerst  und  mit  seiner  Hilfe  nach 
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6     I  24.    Dreieck 
II  Sinus- 


i  Seiten  und  dem  eingeachlos 


die  dritte  Seite  berechnen.    Aus  Gl.  (Ö)  §  23  ergiebt  sicli 

I 1  .    n         &  ^^ii  <* 

A     llltül  '»""r-sS.«' 

mit  ß  findet  sich  dann 
(      _  ft  sin  u 

<  oder  vermöge  der  Torigen  Gl. 


D  e  V  rstel  nden  ( \  1  g  n  nd  auch  v,  ader  unmittelbar  der 
F  ir  'i2  au  ent  el  men  D  e  F  gur  ze  gt  n  als  Hypotenuse  in  einem 
reol  twmtl  gen  De  ck  m  t  den  Katl  ten  ö  a  und  (c  —  6  cös  «) ; 
der  Cegenwiokel  der  zuerst  geiannt  Kathete  ist  ß.  Die  Aufgabe 
ist  also  zu  ickgeful  rt  aut  d  e  Anfl  sung  e  nes  rechtwinkligen  Dreiecks, 


dessen  Eatl  eten  1"  kannt 
ver  tli  dl  ch     t 

Be  sp  el  (we    b  u 


n  t  anch  i 


!s  ßechnungs  sehen 


«  =  61  40  iff 
ö  =  875,44 

c  =  278,30 

bco^a 

1.2b  075 

cosa 
1) 

9.67  621 

hcosa=  178,136 

9.94461 

c  — h  cos  a  =  100  fl6i 

bsina 
c  -hcostt 

2.519151 

|3  =  73«9'18" 

O.Ol  905 

{t  =  4&l0l2) 

a  -  345,30. 

tciß 

0  51  888 
2  53  S20 

Durch  Einführung  eines  Hilfswiükelä  kann  man  die  i  erstehende 
■  zur  logarithmi sehen  Bechnung   noch  etwis   bequemer   em 
richten  (das  Aufschlagen  von  ö  cos  «  ersparen) 


Setzt  man  nämlich 

<o*  = 

-^,  so  wird 

ctg'. 

csinv 

G-h  cos  tt      e  cos  c 

OSf 

csm-f 

sin  a  sin  'y 

csin 

cosn      smC«  — *) 

!  also  hienach  gegeben  durch: 
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ig. 


i  Seiten  und  dem  eingescilossi 

,    ,       sina  sr  ■■ 
sm  (u  - 


t)  '  sin  ß 

Diese  Auflösung  führt  am  bequemsten  zum  Ziel,  wenn  für  die 

Seiten  nicht  die  Zahlen,  sondern  deren  Logarithmen  gegeben  sind; 

besonders,   wenn  zugleich  auch  der  Dreiecitsinhalt  gebraucht  wird,  zu 

dem  ohnehin  die  Logarithmen  von  6,  c  und  sin  a  aufausclilagen  sind; 

vgl.  später.    Tgl.  übrigens  auch  die  Bemerkung  am  Schluss  von  II  »■ 

in  i. 

Beispiel.    Das  obige,  4-stellig: 


&  =  376,4 

c  =  278,2 


a  =  345,2 


9.9446 
2.5745 
7.5557 


9.9446    s.  oben. 
0.6906 


0.0190 

2,5191    s.  oben. 


2.5381 


ä.  Zweite  vollständige  Lösung  mit  Benützung  der  iVepcj- 
sclien  und  MoUiveidesciim  GEleichungon.  Diese  Auflösung  ist  un- 
mittelbar zur  logarithmischen  Rechaung  geeignet  und  symmetrischer 
als  die  erste,  da  hier  die  beiden  fehlenden  Winkel  gleichzeitig 
und  gleichartig  bestimmt  werden. 

Es  ist  nach  der  Nepersch^n  Gleichung  (7)  (§  23): 


Damit  sind  ß  und  y  bestimmt,  nämlich 


{b  +  c)  sin  Y 


In  dem  Ausdruck  für  tg  2 l  ist  nicht  die  erste,  unmittelbar  aus  den 

Ifeper  sehen  Gleichungen  folgende  Form  mit  ctg  —  si&hm  gelassen,  son- 

cos-^- 
deni  dafür  — -  geschrieben,  mit  Rücksieht  auf  die   Anwendung  der 
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238     §  24.   Dreieck  aus  zwei  Seiten  uad  dem  eingesohlossenen  Wintel. 

Mollweide  scksB  Gleichungen   (Gl.  (6J,   g  23)  zur  Berechnung;  von  a. 
Uach  diesen  Gleichungen  ist  nämlich: 
oder 


(ft  —  c)  CO»  ^ 


(b  +  c)  sin  j 


Es  wird  dahei  wieder  nicht  die  eine  und  andere  dieser  Gleich- 
UBgen  verwendet  oder  beliebig  eine  yon  beiden,  sondern  die,  die  sich 
ohne  nähere  Überlegung  !3a«li  der  Lalandescken  Regel  ergiebt.  Man 
hat  sich  zu  erinnern,  dass  a  die  Hypotenuse  eines  Teditwinkligen 

Dreiecks  mit  den  Katheten   (Ii  — c)cos-"    und  (&+c)sm-^    ist 

(vgl.  §23, 8.227),  in  dem  der  Kathete  (6 -c)f05|  der  Wintel  ^^ 

gegenüberliegt.  Die  AnflQsung  ist  damit  auch  hier,  wo  alle  Stncte 
verlangt  sind,  und  zwar  in  symmetrischer  Form,  zurückgeführt  auf  die 
Auflösung  eines  durch  seine  zwei  Katheten  bestimmten  rechtwinkligen 
Dreiecks.  Es  braucht  damit  (vgl.  §  8,  IV.  Fall)  zu  dem  unten  angewandten 
EechnangsBcbema  keine  weitere  Bemerkung  gemaclit  zu  werden;  man 
beachte  nur  noch,  dass,  wenn  6  >  c  auch  ß  >  ^  ist,  oder  bei  6  <  e  die 


,  wenn  man  die  Buchstaben  nicht  umtauschen  will,  neg 


V  wird. 


Auf  die  Eectnung  nach  der  .Ea^dWe  sehen  Eogel  hat  dies  aber  keinen 
Einfluss.  Diese  zweite  vollständige  Auflösung  ist  wegen  ihrer 
Symmetrie  die  beste  und  schönste,  wenn  für  b  und  c  die  Zahlen  ge- 
geben sind.  *^) 

Beispiel  1)  (das  obige;  i 


a=    61°  W  so- 
ft =  375,i4 

b  -c 
cos^ 

1.98  784 
9.93  380 

ö  +  c 

2.81  534 
8.70  978 

l~c=    97,24 
&  +  <i  =  658,64      . 

1  =  30«  50'  15" 
^-+J  =  59o    9' 45" 
^^  =  13»  59'  32" 

{b  —  e)  cos  1 

1.92  164 
O.Ol  308  j 
2.62  612  1 

ff  =730    9' 17" 
j.  =  450]0'13" 

</^ 

9.39  662 

a  =  845,30 

a         i  a.33ö:;u 
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■n   vorstehenden   vollständigen 


y  =  124°  7'  40" 

«  cos  y 

1.26036« 

b  =  27,590 

cosy 

siny 

9.74900» 
1.51  136 

«cos  ^  =  —  18,212 

9.91792 

i-acosy=      45,802 

f.  sin 

h  —  ÜCOSy 

1.42  928 

a  =  80»  23'  56" 

0.06  422  1 

(■(?  =  25«28'24") 

1.66  089  i 

ig^ 

9.76  839 

1.72  511 

y  =  124°  7'  40" 
(t  =  32,461 
b  -  27,590 

y 

COSg 

0.68  762 
9.67  070 

a  —  b=   4,871 
a  +  &  =  60,051 

a-t-h       1  1.77  852 
sin^       '  9.94  619 

^  =  620    8' 50" 

j,sin  a  —  ß 
(«  +  &)sm| 

0.35  832 

^^  =  27'>  56'  10" 
^^=    2"  27' 47" 

0.00040  1 
1.72  471  ! 

a  =  30"  23'  67" 
f?  =  250  28' 23" 

'.^7^ 

8.63  361 

c  =  53,103 

" 

1.72  511 

Determination  der  Aufgabe.  Selbstverständlich  gilt  die  am 
Schluss  von  1.  gemachte  Bemerkung  (stets  eine  Lösung  und  nur  Eine 
Lösung)  auch  für  die  Auflösungen  it.  und  3. 

4.  Wenn  die  Logarithmen  von  ft  und  e  statt  6  und  c  selbst 
gegeben  sind  und  man  braucht  nur  die  fehlenden  Winkel,  so  kann 
man,  wenn  man  nicht  h  und  c  aufschlagen  und  dann  naeli  Ä.  oder  3., 
der  ersten  oder  zweiten  voUständ^en  Auf  lösung  rechnen  will,  nach  der  am 
Schluss  von  3.  angegebenen  Abänderung  der  ersten  vollständigen  Auf- 
lösung rechnen.  Man  kann  aber  die  Aufgabe  auch  so  auffassen:  durch 
Einen  Dreieckswintel  ti  ist  auch  die  Summe  der  beiden  zu  suchenden 
gegeben;  durch  die  beißen  Seiten  &  und  c  ist  nach  dem  ÄiMiss-Satz 
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ferner  auch  das  Verliftltnia  der  sin  dieser  beiden  Winkel  gegeben.  Man 
hat  also  zwei  Winkel  ß  und  y  zu  bestimmen  aus  gegebener  Summe  und 
gegebtnem  Sjüms -Verhältnis  (vgl.  §  20,  1;  ferner  später  die  ÄuflSsniig 

der  SnfUiU!<  s^'hfl  Vierecksanfgabe)  ^— -^  —  90"  — — :     ^— ^  =  -  ■ 
2  2       sm  y      c— 

8—  y 
Die  Antlüsung  lantet  (vgl.  die  angegebenen  Stelleü) ;  es  ist  — h — 

zu  bestimmen  ans  tg~-—^^etci—,- 

Mit  Hilfe  der  .ßea;  sehen  Tafel  (5-stellig  und  4-stellig)   für  log 

mit  log  X  als  Argument  wird  also  die  Auflösung  sehr  einfach  und 

rechnerisch  etwas  schärfer  als  die  folgende.   Ist  diese  Tafel  nicht  zur 

Hand,  so  setzt  man  (vgl.  ebend.}:  tgX  =  —  und  erhält  tg^-^  =  dg~- 

tg{X  —  45").    Dabei  ist  i.  als  positiver  spitzer  Winkel  zu  nehmen.    Ist 

&>c,  so  ist  S.>45<',  also  tg{l--ih^)  positiv  und  -~-  posiÜT,  wie 

es  sein  soll,  —  Sind  nicht  nur  die  Winkri  p'  und  y,  onndern  auch  a  zu 
bestimmen,  so  musste  man  noch  den  S»;ifs-hatz  anwenden;  wenn  ö 
und  c  logarithmisch  gegeben  «md  (aber  nur  dannl)  stellt  selbst 
mit  Berechnung  von  a  diese  Auflosune:  keinen  Umweg  vor, 

Beispiel  (das  zuMzt  berechnete,  tunfstellig  andeie  Bezeichnung 
als  oben).  In  einem  Dieieck  find  die  Logarithmen  zweier  Seiten  1.72  Öll 
und  1.51136,  dei  von  diösenfeaitpn  PingpfchlossGneW!iikelist25°28'24". 
Was  sind  die  beiden  andern  Winkel' 

1)  Mit  Benützung  der  Tafel  log— — -. 


Vgl.  oben;  au  beachten,  dass 
die  Bezeichnung  der  Winkel 
und  Seiten  geändert  ist.  Be- 
merkenswert ist,  dasG  diese 
Eechnnng  1)  etwas  schärfer 
ist  als  die  folgende  Eeoh- 
nung  2), 


=  1.72  511 
=  1.51 136 

=  25' 28' 24" 

b 

1.72  511 
I.Öl  136 

<" 

X 

0.21  375 

2  = 

120  44' 12" 

x  +  \ 

9.38  245 

P  +  7 

2      " 

77»  15' 48" 
460  51' 50" 
124»  T 38" 
SO»  23'  58" 

0.64  583 

'■/-^ 

0.02  828 
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2)  Mit  dem  Hilfewinkel. 
logh  =1.72  511 
log  c  =  1.51 136 
«  =  25°  28'  24' 


=  120  44' 12' 


A  =  58»  33' 46' 
A  — 45»=  1303; 


2      " 


ß  =  124"  7'  3& 


I  1.72  511 
1.51136 


ctff^  0.64583 

(tf(A— 45")     9.88244 


Die  Überein  Stimmung  mit 
dem  oben  stehenden  Resul- 
tat ist  so  groas  als  5-stel- 
lige  Tafeln  erwarten  lassen. 


11"  Casus  iiul  Iffi  US     Gegeljeu  sml  zwii  Seitii 
der  (ileeeui™il.el  dei  eiueu  z  B        / 

E     st    cl    n  aus  d  r  Plan  me     e  bekaußt     la      m  u    n  d 
Fall  {alle  n      ter  1  n  t  r  Tdllen)  entweder 

zwe     e  sei  ed  ne  Dre  e  ke    & 

nu    E  n  D  B  B  k  oder  eii  11  h 

ga    k  n  Dre  eck 
erhalten  kann    D   ■?     u     &  ol     aturl  1  au  1  an  t      n  m  t 

Auflösung  a  ^e 


1    Wenn  nu    die  diitte  Se  te      gesucht    st     &     kann  man 
diese  a      1     q  a  1  at  sei  en  Gle  chnng  {C 1    (4)  '^  23j 

c  —21     osa  +  d  —     )  =  0 
bestimmen,  nämlich 


c  =  &  cos  «  +  Vi^  cos^  a  - 


=  bci 


tV{a  +  h sin ,x){a  —  h sin a)   ; 
man  erhält  zwei  brauclibare  Werte  von  c,  also  zwei  yersehiedeue  Drei- 
ecke, wenn  die  beiden  l^uizeln  c  po'itiv  ausfallen;  nur  Bin  Dreieck, 
wenn  eine  der  Wurzeln  negativ  sich  eigiebt,  nnd  kein  Dreieck,  wecn 
die  beiden  Wurzeln  ima^mli  ^ind 
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1,    Dreiecfe  aus  zwei  Seiten 
«  =  61"  80- 29" 

und  dem  Gegenwinkel  der 
&cosa      12.12  542 

a  =  420,30 
b  =  310,15 

SM« 

9.63385 
2.49157 

6sw«  =  279,956 

9.95  552 

a  +  bsinct  =  700,2ö6 

Ö  SJ»  « 

2.44709 

a  —  isiMa=  140,344 

2.84  525 

6  cos«  =  133,481 

2.14  720 

V       =^  313,489 
=  44b  <)7 

(       1 .  (      ) 
1  ~ 

4.99  245 
3  49t>22 

Das  untere  Zöichan  vui  dei  Quadratwurzel  w  irds  eine  negative  Seite  i, 
ergeben  In  der  Phat  ist  der  gegebene  Winlfl  der  Gegenwinkel  der 
grösbern  der  gp^ebenen  Seiten  lomit  wie  aus  doi  Planimetrie  bekannt 
ist   die  Auflösung  eindeutig    a   audi  nuten 

Man  künnte  n  diesem  ersten  Pill  die  dritte  Seite  r  allein  ver 
langt  nach  dsi  angegebenen  Gleicbung  auL-h  ao  rechnen  das&  man  dis 
Wuiael  als  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dieiecks  mit »  als  Hypotenuse 

,      bsma 


und  6 


c  ala  andrer  Kathete  bestimmt 


wird  >'fl2  —  b" Bin" i  =  ai  X  und  also  =}>coiot  +  a cos L 
Dieser  Hilfswinkei  A  ist  nun  aber  nchts  anderes  als  der  Dreiecks- 
wmkel  ß  und  man  wirl  damit  auf  die  TOllst^ndlge  Auflösung 
dws  Dreiet/ks  geful  t  bei  dei  au  sei  ler  Iritten  Seite  duth  die  ^Vinkel 
verlangt  sind   s    2 

ä  Vollständige  Auflösung'  Sind  auch  d  e  Winkel  veilangt, 
so  bestimmt  man  diese  wiedei  zuer  t  und  m  t  hier  Hilfe  die  fehlende 
feete     Natl    dem  6  n  sSatz  ist 

i     M  -  ^*?*  "- 

Pur  den  Winkel  ß  erhält  man,  da  er  durch  sin  bestimmt  ist,  im  all- 
gemeinen zwei  im  Dreieck  mögliche  Werte,  einen  spitzen  Winkel  ß' 
und  den  stumpfen  Winkel  (180"  — ,3'). 

Determination.  Es  können  hier  nun  folgende  vier  verschiedene 
Fälle  eintreten: 

1)  Keiner  der  beiden  Werte  von  ß  ist  möglich. 

2)  Beide  Lösungen  fallen  in  Eine  zusammen. 

3)  Eeide  Werte  sind  möglich  und  verschieden. 

4)  Nur  Ein  Wert  ist  möglich,  der  andere  unbrauchbar,  höchstens 
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kann  in  diesem  Fall  die  zweite  Lüsnng  eine  uneigentliche 
werden,  nSmlich  das  Dreieck  eine  doppelt  zn  denkende  Strecke. 
Man  erhält  folgende  Determination  der  Aufgabe: 
Der  I.  Fall,  keine  Lösung,  tritt  ein,  wenn  bsina.'^a,  ist, 
da  sinß<il  sein  mnss.     Dieser  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn 
«-<&,   d.  h.   wenn  der  Gegenwinkel   der   kleinern  Seite  ge- 
geben ist. 

Der  Sata,  dass  im  Dreieck  der  grossem  Seite  der  grössere  Winkel 
gegenüberliegt  nnd  dass  nur  Ein  Winkel  ein  Stampfer  sein  kann,  liefert 


Der  II.  Fall,  beide  Lösungen  in  Eine  zusammenfallend, 
tritt  ein,  wenn  h  sin  «  —  «  ist.  Das  Dreieck  ist  dann  ein  rechtwink- 
liges mit  h  als  Hypotenuse, 

Ist  endlich  &  8inet<^a,  so  hat  man  die  Fälle  HI.  und  IV.; 
jedoch  kann  auch  unter  dieser  Bedingung  keine  Lösung  sich  ergeben. 

m.  Fall;  o<6,  also  auch  a<.ß,  d.  h.  der  Gegenwinkel 
der  kleinern  Seite  gegeben. 

III*)  Ist  a  <  90^,  so  sind  beide  Lösungen  möglich. 
III'')  Ist  K>90''.    so  erhält  man,   da  «<f{  sein   muss, 
keine  Lösung. 

IV,  Fall;  «>J,  also  auch  «>^,  d,  h.  der  Gegenwinkel 
der  grössern  Seite  gegeben. 

Die  Lösung  ist  stets  eindeutig,  was  auch  «  sein  mag,  da 
nur  der  spitze  Winkel  ß  zulässig  ist. 

Der  oben  unter  4)  angegebene  Fall  der  zweiten  uiieigentlichen 
Lösung  tritt  ein,  wenn  a  =  b,  A.  h.  das  mögliche  Dreieck  gleich- 
schenklig ist. 

ZuBaiumenstellnng.  Gegeben«,  i,«  und  zwar  bsina<,a, 
so  dass  nicht  die  Aufgabe  von  vorn  herein  unmöglich  ist. 

Ist  »<&,  a,  h,   der  Gegenwinkel  der  kleinern  Seite   ge- 
geben, und  u<iW>,  so  erhält  man  zwei  Lösungen;   ist  aber 
«>90'>,  so  erhält  man  keine  Lösung. 

Ist  «>'',  d.  h.  der  Gegenwinkel  der  grossem  Seite  ge- 
geben, so  erhält  man  stets  eine  Lösung  und  nui:  eine  Läsang. 

Man  kann  diese  ganze  Determination  auch  unmittelbar  aus  den 
untenstehenden  Figuren  ablesen: 

1.  Konstruktion.  (Fig.  53  und  54,  in  denen  die  oben  unter- 
schiedenen Fälle  I,  II,  III^  und  II1^  und  IV  angedeutet  sind).  Plani- 
metrisch  wäre  so  zu  verfahren;  An  der  Seite  CA  =  b  ist  in  A  der 
Winkel  NÄC=a  angetragen;  der  zweite  Schenkel  J.1*^ dieses  Winkels 
wird  von  C  aus  mit  der  gegebenen  Seite  a  als  Halbmesser  eines  Kreises 
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eingeschnitten,  um  die  Eckt  L  de»  Dieiei.k<(  zu  eilialten.  Ista>Ö, 
&.  h.  also  der  gegebene  Winkel  dar  (Jegenwinkel  der  grösaern  Seite,  so 
erhalt  man  ia  jedem  Fall  Einen  und  mr  Einen  biauchbaren  Punltt  B. 
(IV.  in  Fig.  53  sowohl  als  in  54),  I  in  Pig  53  entspricht  a<6sM»«, 
kein  Dreieck  möglich ;  hei  II.  ist  «  =  &  sim « ,  Dreieck  hei  B  recht- 
winklig; III«.  zwei  brauchbare  Lösungen;  III".  (Pig.  54)  keine  Lösung. 
cc  <  9o°. 


i^r.';.^/.^(a.  =  t) 


\lV",  (a  ,~i>) 

Dni  Kunitrnktun  gemäss 
liest  man  also  aus  diesi'n  znei 
Figuren  die  Bedingungen  m  der 
Form  von  Anforderungen  an  die 
Laugen  ^un  o  ab,  die  vorhanden 
sein  mus-en,  damit  ein  bestimmter 
^  Pall  vorliegt  I'it  u  spitz 
{;(«<90*',  Pig.  5a),  in  welchem 
Pall  allein  es  sich  um  zwei  ver- 
schiedene brauchbare  Lösungen 
handeln  kann,  so  sind  die 
Grenzen  für  a,  innerhalb  deren  diese  zwei  verschiedenen 
Lösungen  vorhanden  sindi  innere  Grenze  (von  C  aus)  a  ^h  sin  a, 
der  Bogen  um  C  berührt  AN,  die  zwei  Dreiecke  fallen  in  Em  recht 
winkliges  zusammen;  äussere  Grenze  (von  C  aus):  a  =  b,  das  eine 
der  beiden  Dreiecke  zieht  sich  zu  einer  doppelt  zu  denkenden  &tiecke 
zusammen,  das  andere  ist  gleichschenklig.  Innerhalb  der  Innern  Grenze 
(a<6sm«)   giebt  es  keine  Lösung;    ausserhalb   der   äussern  Grenz« 
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stets  nur  Eine  Lösung.    Die  Zone  der  Doppeldeutigkeit  ist  in 
Fi^.  53  schraffiert. 

2.  Konstruktion  Auch  der  zweite  zur  Konstruktion  zur 
Verfügung  stehende  Weg  (Pig  55  und  Tig.  56)  muss  selbstverständlich 
auf  dieselbe  Determination  fuhren:  beschreibt  man  über  BG=a 
einen  Kreisbogen  der  den  Wmkel  a  als  Peripheriewinlcel  fasst  und 
durchschneidet  diesen  Bogen  duich  einen  aweiten,  um  C  als  Mittelpunkt 
und  mit  ö  als  Halbmes^pi  beschriebenen,  so  können  wieder  die  4  oben 
aufgezählten  Fälle  emtrptpn  Der  Bogen  über  a  ist  >  oder  <  als 
ein  Halbkreis,  je  nachdem  «  <  90"  oder  a  >  90»  ist  («  =  90»  würde 
als  Bogen  über  B  C  einon  Halbkreis  geben). 


et  <  50° 


Ferner  ist  leicht  zi 
dass  der  Durchmeasei 


Winkel  a  giebt  Centriwinkel  2  et, 

-^oder  ^^  =  2m 

sm  a  smn  ' 

Man  liest  also  hier  die  Bedingung 
in  rorm  einer  Anforderung  an  & 
ab:   Ist  «  stumpf  (Fig.  56),  so 
d     kann  nur  ö  <ti  in  Betracht  kom- 
men (in",  ö  >  «,  ist  unmöglich) 
und  man  erhalt   stets  Eine  und 
spitz   (Fig.  55),    so  erhält  man  mit 
Lösung  (IV) ;  von  &  =  a  an  (2.  Grenz- 


nur  Em«  Losung  \X\  )  Ist  « 
6  <  «  stets  Eine  und  nur  Eine 
fall,  ein  gleichschenkhges  Dreieck  und  eine  doppelt  zu  denkende  Strecke) 
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bis  zu  ö  =  ■-; —  (=  Durchmesser;  im  letzten  Fall,  dem  2.  Ctrenzfall, 

berührt  also  der  Bogen  um  C  den  Kreis  über  B  C  und  das  Dreieck 
wird  in  B  rechtwinklig)  ist  Doppel doutigkeit  (zwei  brauchbare  Drei- 
ecke) vorhanden,  wie  wieder  durch  die  Schraffierung  hervor- 
gehoben ist;  jenseits  des  1,  Grenzfalls:  d.  h.  mit  fc> -r— -istkein 

Dreieck  mehr  mDgUch  (Fall  I).  Man  erhält  demnach  {wie  schon  an- 
gedeutet ist,  selbstverständlich)  genau  dieselbe  Diskussion,  wie  oben  bei 
der  1.  Konstruktion  und  bei  der  Zusammenstellung  S.  243. 

Schluss  der  Berechnung  des  Dreiecks.   Ist  nun  ^  bestimmt 
und  sind  zwei  Werte  von  ß  möglich  (die,  wenn  ß'  den  spitzen, 
vom  ÄiwMS-Satz  gelieferten  Winkel  ß  bedeutet,  sind ;  ßi  =  fi'  und  ß^  — 
180»  — i!?),  so  liefert  der  Projektioas-Satz ; 
c^  =bcosa  +  acosß'      und      c^^bcosa-h  »cos (180"  —  ß")      oder 

•>)  =  (.«..»+««<,.  f. 

Statt  dieser  Gleichung  könnte  man  auch  verwenden  den  Sinus- 
Satz,  d.  h.  im  Fall  zweier  möglicher  Winkel  ß: 
asmia  +  ßj) 


sma 

oder 

,  =  180»—?,  «  +  (?, 

=  180" 

■.»i»(if±ii) 

dai^i^i?,  a  +  ßi  =  a  +  ß'\  j?3  =  1800— |S',  «  +  ^2  =  1800  +  «—^  ist: 

«s  !  sin  « 

Ein  unmöglicher  Wert  von  ß  gäbe  sich  auch  ohne  die 
vorstehende  Diskussion  an  einem  negativen  Wert  von  c,  den 
er  bei  Rechnung  nach  einer  der  zuletzt  angeschriebenen 
Gleichungen  zur  Folge  hätte,  zu  erkennen.  Man  lese  mit 
Kücksicht  hierauf  auch  nochmals  aus  jeder  der  Gleichungen  für  c  die 
oben  angeschriebene  Determination  der  Aufgabe  ab: 

Gegeben  «,  6,  a;  ist  a  >  ö,  d.  h.  der  Gegenwinkel  der  grössern 
Seite  gegeben,  so  erhält  man  stets  eine  und  nur  eine  Lösung;  ist 
a<&,  d.  h.  der  Gegenwinkel  der  kleinern  Seite  gegeben,  so  giebt 
es  entweder  keine  oder  zwei  Lösungen:  der  Bereich  der  Doppel- 
deutigkeit   ist    (vgl.   Fig.    53    und    Fig.    55)    angegeben    durch 

^^>&>a.     Die   zwei  Grenzfalle^^  =&     und     b  =  a    ent- 
swia  sm  a 

sprechen  dem  rechtwinkligen  und  gleichschenkligen  Dreieck. 

Beispiele      1     (s    oben   heil)).     «  =  640  30' 29",  «  =  i20,30, 

6  =  310,15.    Ea   ist  der  Gegenwinkel   der   grössern   Seite   gegeben, 

also  jedenfalls  iint  Lo  ung  und  nur  Eine  Lösung  (Fall  IV). 
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a  =^  640  80'  29'' 
a  =  420,30 
6  =  310,15 

ff  ^  ff  ^  41"  45'  56' 


Seiten  und  dem  Gegenwinkel  der  e 
2.12  542 


3  =  1800  — ff'unbranoh- 
bai,  da  a  >  ff  sein  mnas, 
Lösung  eindcTitig  {Ge- 
genwinkel  der 


6co5ß  =  133,48 
acos(i  =  313,49 


(y  =  74018' 35") 


9.63  385 
2.49  157 
9.95  552 
7.S7  644 


9.82  S53 


Wenn  man  die  Rechnung  von  c  nach  dem  Sinus-äaiz  machen 
will  (vgl.  den  Schluss  der  obigen  Eechen Vorschriften),  so  sieht  das 
Schema  f 


2.66  804  "^  ftuf   einmal    oben    ablesen! 
Addiere  log  sin  a  und  loga 

7.33196,  s'ehteibe  aber  die 
Ergänjnng  wie  neben. 

Diese  zmeite  Eechnnng  för 
c  ist  um  eine  Kleinigkeit 
kürzer  als  die  obige  erste. 


«  =  640  30' 29" 
«  =  420,30 
&  =  310,15 

6 

2.49  157 
9.95  553 
7.37  644 

Auflösung  eindeutig, 

sinß 

9.82.353 

der  grossem  Seite  ge- 
geben ist. 

dn{tt+ä) 

2.66  804  ■ 

ff  =.410  45'  56" 

=  siny 

9.98  224 

«  +  (3  =106016' 25" 
e  =  446,97 

" 

2.65  028 

2)  c  =  46,40    ft  =  60,10    y  =  102»  47'  20". 
Die  Auflösung  ist  unmöglich,  da  der  Gegenwinkel  ;■  der  kleinem 
e  c  niolit  stumpf  sein  kanu  (Fall  IIl^). 

8)  CT  =  320,74    &  =  1942,35    a  =  42"  43'  30 '. 

Es  giebt  keine  Lösung,  da  bsina1>a  ist  (Fall  I). 

4)  6  =  47,39    c  ^  45,40    y  =  42»  42',5  {yierstellig). 

Der  Gegenwinkel  der  kleinern  Seite  ist  als  spitzer  Winkel 
es  giebt  also  zwei  Lösungen,  wenn  hsiny<ic  ist.  Dies 
also  sind  m  der  That  9  Losungen  vorhanden  (Fall  111='). 
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b  =  47,S9 
c  =  45,40 

)'  =  420  42',5 

öcöS)' 

1.5419 

6 

9.86  62 
1.67  57, 

ß'  =  450  4',2 

.sin  Y  l  9.S3  14  j 

Erstes 

Dreieck  i  Zweites  Dreieck 

sJM|3  1  9.85  00 

=  45M',2 

ß,,  =  134055',S 

ßi 

c        1.65  71 
cosß'j  9.8490 

(«1 

=92<'!3',7) 

(,r2=:20  21',7) 

hcosy 
ccosß. 

=  34,825 
=  +  32,07 

hcoSy  =  34,82ä 
&COS  ^2  =  —32,07 

ccosö'i  1.5061 

iL 

=  66,89 

öa  =  2,76 

und  «2  (mit  BenUtiunff  des  fhnus- 
Sfltzes)  Tgl    da»  Bei=piel  1) 

III.    Gegelien  sind  die  drei  Seiten  a,  b,  c. 

Die  Tocmela  (9)  Ijis  (13)  in  §  23  geben  nnraittelbar  d 
I  besten  eignet  sich  mr  Bereclinung  die  Formel  (13). 


Setzt  D;an  nämlich 


f^ 


«)  (1  - 


■6)  (>-«)_ 


-     und  r  der  Eadins  des  Inkreises  ist, 


Bechnangsproben;    (1)    (s  —  «)  +  (s  —  6)  +  (5 — c)  = 

(2)  s.ts^.ls^.ls^  =  r. 

(3)  -1+1+  5=90». 


Determination   der  Aufgabe.    Die   für  die  Seiten   \ 
Zahlen  nnterüegen  nur  der  Bedingung,  dass  die  Summe  je  zweier  von 
ihnen  grösser  als  die  dritte  sein  mu^s. 

Beispiele.     1)  Die  S  Seiten  eines  Dreiecks  sind  250,04,  360,72 
und  432,18;  was  sind  die  Winkel? 
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§  24.    Dr. 

«  -  260,04 
5  =  360,72 
c  =  482,18 

eck  ans 

den  drei  Seiten.                          249 
2.71728 

(s-S) 
(s-c) 
Es 

2.43  366 
2.20  615 
1.96  080  ,.,  j„  ,.„..,  „„  „  • 

23  =  1042,94 

s  =  621,47 

'■28  2",.i    „1  ...,„„„  l„ 

(  8-0  =  271,43 
1  S—S  =  160,75 

r 

3.87  338 1,1.  I.J,  ..,  .B.n  E.ti.1, 

1  s-e=   89,29 

'4 

9.50  303  ™; .T  "r™."  'S*"™ 

Pro»«:       s  =  021,47 

|-=170  39'49" 
|-  =  28    16    0 

9.73  054^^"°  '"*'■  "«"'"^    '*^'"'  ^'■"' 

BUCH  log  eis    Y  ,   !o!/  dg  —  , 

i  =  44     4  10 

» 

2.71  723  "'»f  =  V^  •«»■?=■— '} 

PwbBir 

I.j4.i.i       Prob.:  89«  69' 69' 

B=35qj'38",^=5G03rfl",p!aos'sr' 

2)  Was  ist  der  grösste  Winkel  im  Dreieck  mit  den  Seite 
4,  5 ?    Die  läng&te  Seite  sei  a;  es  ist  2 s  —  12  oder  s  =  6 ;  s  —  a 


■^^^'^i-z^'^m-' 


s—b  =  2,  s-c  =  3;  also  (öl. 

y  ^-^  =  1    oder    -^-  —  45*^,  a  =  9ü",  wie  bekannt;  oder  auch  (61,  H) 

sm  «  =  ^  Vs(s-tt)Cs"— fc)(5-^)  =  g^  Ve  .  1 .  2  .  3  =  1,   also 

a  =  90''  u.  s.  f. ;  oder,  schiiesslich  hier  am  einfachsten : 
&a  ^_  (,B  _  fflü      3a  +  4E  „  53 


2ÖC 


2fec 


=  0,  «  =^  90«. 


3)  Wenn  nnr  Ein  Winkel  verlangt  wird,  kann  man  überhaupt 
daran  denken,  bei  einfachen  Zahlen  nach  der  zuletzt  angeschriebenen 
Gleichung  rechnen.  Was  ist  z.  B,  in  dem  Dreieclt  mit  den  Seiten  38, 
62  und  53  der  cler  letzten  Seite  gegenüberUegende  Winkel  (vierstellig)? 
Antwort:  Es  ist 


382+623— 53^ 

382  =:  1444 ) 

623  =,  3844  [Qnadr. 

2479 
E  2 
E38 
^62 
cosx' 

3.3943 

"■^"■^         2.38.62 

s:  =  58  150',2 

5288  1  'i'^*«l- 
532  =  2809  ) 

8.2076 

(schärfer  58n5',5} 

2479 
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250     §3     Eeiehn   ig  ii 


sLliicfwinkiiaen  Dreieck    Hölien. 


Ersjait  will  aVer  duich  diH--e  Epchnuns  kaum  etwas  so  dasa 
es  in  jedum  Fall  bei  dpr  Anwendung  einei  der  Gleichnniten  (i2|  oder 
(IS)  (oder  gelcgentlicl    mch  (i)    (10)   (11)1  sein  1 


\\ie  am  Suhlu^s  von  ^  8  und  am  Antdng  des  ^  9  für  das 
rechtwinklige  Dreieck  so  =<  1!  hior  am  Scliluia  dea  die  „Aufl  sung' 
der  schiet winkligen  Dreiecke  behandelnden  g  24  die  dnngenic  Auf- 
forderung nicht  fehlen,  sieh  diese  vier  Aufgaben  duruh  e  ne  Reihe  von 
Zahlenbeispielen  geläufig  zu  machen  Wenn  einige  Eechnung^ubung 
erlangt  ist,  ändere  man  auch  wiedei  diu  Bezeichnungen  ab 

Anhalt  für  Rechenübnngen  bietet  die  am  Schluss  dieses  Ka- 
pitels 1  als  Anhang  gegebene  Zusammenstellung  von  zusammen- 
gehörigen Stücken  ebener  Dreiecke,  die  auch  die  Zahlen  für  die 
Flächeninhalte  (vgl.  den  folgenden  §  25)  und,  wenigstens  für  einige 
„rationale"  Dreiecke  auch  sonstige  Stucke  (s.  ebenfalls  §  25)  ent- 
hält. Über  solche  sogenannte  rationale  Dreiecke  vgl.  die  Notiz  am 
Schluss  der  ersten  Abtheilucg  jener  Zusammenstellung. 


§  25.     Berechnung  weiterer  Stücke  im  schiefwiukligeu 
Dreieck. 

1)  HÖheu  des  Di'eieclts.  Die  Höhen  seien  bezeichnet  mit  h' 
(auf  a),  li"  (auf  6)  und  /('"  (auf  c);  zur  kürzesten  Seite  gehört  die 
längste  Höhe  (Grund?)  n.  s.  f.  Man  liest  unmittelbar  aus  der  Figur 
ab  (siehe  §  23,  3„  ÄmMS-Satz): 

{/*'    =  b  sin  y  =  c  sin  ß 
h"  ■=  o  sin  a  =  a  sin  y 
h'"  =  a  sin  ß=  ö  sin  a. 
Beachte  in  diesen  Formeln  die  cjklische  Tertinschung. 


Anmerkung  ^ind  die  Huhan  lus  den  drei  beiten  n  6  t  z 
ist  also  unmittelbar  kein  Winkel  gegeben)  so  teLhnet  man  am  l: 
Flächeninhalt  F  nich  Gleichung  (hj    s   u     aus  d^n  drei  Seite  i 


SJ?* 


s.  f 


1  kinn  auch  die  Abschnitte  leiwenden 


rechnen 
stfn  den 
nd  dann 

I  die  dcl 


Fnsspnnkt  einer  Hf  he  die  Gegenseite  teilt  Sie  sen,n  mil 
net,  p'  und  q'  auf  a  unl  zwar  j)  an  6  ;  an  c  an'tisse 
z.  B,  p'  und  g'  zu  bestimmen  aus 

ji'  +  9'   =  a  ;  (f  —  q']  a  =  b^  —  c'^ 


womit  p' 


ind  ä'  bekannt  sind, 
h'  =  Vib +  p"i'lf- 


Damit 

■7)  -  yjs" 


dann  auch  h'  bekannt  durch 

-  q')        (Eechenprobe). 
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Man  wird  den  angegeljenen  Weg  jedenfalls  benützen,  wenn  man  nur  Eine 
Höhe  und  zugleich  den  ESisspnnkt  dieser  Höhe  braucht, 

2)  Plächenmhalt  des  Dreiecks.    Er  sei  F=-^  =  -^  = 

^-^,  so  hat  man  also  nach  (1): 

!2  F  =  aJ>  sin  y  =  b  e  sin  «  =  c  «  sin  ß 
F  =  -^ab  sin  y  =  jbe  sin  a  =  jc  a sin  ß. 

In  Worten:  Die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  ist  je  gleich 
dem  Produkt  zweier  Seiten  nnd  dem  sin  des  von  ihnen  ein- 
geschlossenen Winkels. 

Dieser  Satz  (2)  eignet  sich  nnmittelbar  zur  Rechnung:,  wenn  zwei 
Seiten  und  der  zwischeniiegende  Winkel  gegeben  sind, 

Ist  eine  Seite  und  zwei  Winkel  gegeben,  z.  B.  a,  ß,  y,  so  ist  nach  (2) 


2f=ac.sj«(3  = 


(3) 


&^  SJK  j^  mi  «      e^  si»  a  * 


mn  {ß  -+-  y)        sin  {y  ■+■  a)        sin  («  H 
Man  kann  diese  Gleichung  in  eine  andere  Form  bringen,  welche 
vielfacher  Anwendung  föhig  ist,  sieb  aber  allerdings  nicht  so  unmittel- 
bar zu  logarithmiseher  Rechnung  eignet;  es  ist 
a^sinßsiny 

2F=  -^—^ ■ 3—. —  oder 

sm ßcosy-i-  cos ß etn y 

__  «a  ^  ft2  ^  c2 

'  -'  ~  ctQ  ß  +  ctq  Y~  ctg  y  +  ctg  a^  ctg  a  -h  ctg  ß 

N    h  (3)   [  a     (4)]      t        rechnen,  wenn  eine  Seite  und  die 
W    k  1  g     b       uid 

S   d  be  t  d  d     Gregenwiakel  der  einen  gegeben,  z.  B, 

c    b  {  Igt         (  )      samm  n  mit  der  in  §  24,  11"  1,  für  c  auf- 

g   t  Ut      Gl    h 


0  l=ö  (ö  +]'{a-^bsma)(a-bsina}\ 

D    Gl    1     g     t  1        i  t      n  Bedeutung,  aber  doch  anKufiihrec, 

wl       dmDpjl      ]       dW  rzel  die  (in  diesem  Fall  allein  mög- 

1  h  h  d  )  D  pp  Id  tigkeit  'zum  Ausdruck  kommt.  Die 
G  t  t  d  W  1  t  (  ~  Bä  sin^  a) ;  man  kann  anch  aus  dieser 
Inl   It  f  m  1       d     d     D  k        n  von  g  24  II»> ,  3,  ablesen. 

S    d      dl  h  d    d      St     des  Dreiecks  gegeben,  so  ist  nach  (2) 
u  d        h  (11) 

I  ^     h  y.  oder 

(6)  F  -  y.s(s-a){s--&)T/=-"^, 

wie  auch  aus  der  Planimetrie  bekannt  ist;  (vgl.  g  23,  nach  Gl.  (11)), 
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;  25.    Halbmesser  des  Umkreises  im  schief  winkligen  Dreieck. 


Will  man  den  Inhalt  des  Dreiecks  sjmmetiisch  in  allen  sechs  StQcken 
des  Dreiecks  anattrücken,  so  erhält  man,  indem  man  alle  die  drei  Gleidrangen 
(2)  mit  eicander  multipliziert: 

(7)  8FS  =  a^'bS,ßsmasinßsmy  oöpt  3  J^  =-^i^fB  <?  sin  a  an ß mt  y 
e  na  Fomel  de  w  ede  n  cht  toh  \  akt  scher  Pedeutu  g  abc  wegen 
h  er  Form  nd  als  Grenzfall  e  ner  später  zu  1  egprechanden  isreometi  s  hen 
Anfgibe  a  7iiluh  en  at  In  zur  Reehn  mg  ngee  o-  ete  F  n  Ic  t  d  elbe 
Aufgabe  die  &le  chrnig 

,^j  P^  a  +'>   +e      

^  '  iictj     -hctqß-^ctjy 

Man  1  te  endh  h  t  Benutzung  le  Cle  hange  [Ij  ancl  noch  folgende 
Formel  für  den  Dre  e  Isi  I  alt    n  den  d  e  Hol  en  an  „  d  ucit  ab    feetzt  i  an 


=  lf(s  +  S'  +  P')' """■"* 


'/iil- 


-i-) 


[ln%l  gie  in  (C)] 

3)  Halbiiiessei  H  äes  Umkieise«!  Wenn  luii  finem  Diei 
eck  nur  eine  Seite  und  ihr  Oegenwiiikel  bekannt  ist  so  ist  damit  schon 
obgleich  das  Dreieck  noch  nicht  be&timmt  it,t  der  Halbmßsser  des  Um 
kreises  gegeben  als  Halbmeiaer  eines  Eieisei  dai  über  jener  Seite  ah 
Sehne  be=(.hrieben  wiid  und  den  gegebenen  A^inkel  fasst  Vgl  ^  24 
Aufgabe  !!•'      In  der  That  gilt  folgender  Satz 

Dei  gemeinsame  Weit  des  Veihältnisses  emei  Dieiecks 
Seite  zum  sni  ihres  Gegenwinkels  ist  gleich  dem  Dniohmessei 
des  Umkreises   d   h 


(10) 


-  2^. 


sin  ß      sin 
Es  ist  nämlich  (Fig.  57) 

2i£MC=2a  (Centriwinkel  auf 
demselben  Bogen  wie  der  Peripheriewinkel 
IIÄC=<'),  also  2iBMI)  =  a  und: 
BD 


li  = 


oder 


femer  mit  dem  Wert  tod  Si 
dass  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  gegeben  sind: 
abc 


BM=  -~~  ,       d.  h. 

wie  oben  in  (10). 

Aus   der  Gleichung  S  =  -^~-    folgt 
t  a  aus  Gleichung  (II)  g  23  für  den  Fall, 
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§  25.    Halbmesser  des  Inkreises  im  sohiefwinkligen  Dreieck.      253 

Aus  (11)  endlich  ergiebt  sicli  nnmittelbar  der  Satz; 

(12)  I  2, Rh"  =ca 

'  -IB'N"  =  ah  oder  in  Worten: 

Das  Eechteck  aus  zwei  Dreiecltsseiten  ist  gleich  dem  Eecht- 
eek  aus  dem  Durchmesser  des  Umkreises  und  der  Höhe  auf 
die  dritte  Seite. 

Will  man  R  in  allen  sechs  StOoten  des  Dreiecks  ausdrücken,  so  wirl: 
a  +  6  +  c 

(13)  "  - 1 TZ T"  ■ 

•     '  S  cos  ■^-  a  cos  -^  ß  cos  —  y 

a        8        y 
Dieser  Formel :    s  =  iEcos  -^cos  ^ cos ^  analoge  Fonneln    mit    (s  —  o), 

(s  —  6),  (s  —  c]  kann  man  in  grosser  Zahl  aufteilen ;  z.  B. : 


(14)  {      s-b  =  4Bec 


^iSt 


slsin- 


Man  drücke  auch  die  Höhen  in  ß  aus,  z.  B. 

h'"  =  2B  Bin  et  sin  ß      [vgl.  (12)]  u.  s.  f. 
Es  giebt  hier  eine  Menge  von  Beziehungen ,   deren  Aufstellung  praktisch 
nicht  wichtig  ist,  aber  zur  Ühung  im  tri^nometrischen  Rechnen  am  Dreieck 
gute  Dienste  leistet. 

4)  Hallimesser  r  des  Inlti-eises.  Für  den  Halbmesser  des 
Inkreiaes  ist  unmittelbar,  wenn  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ge- 
geben sind: 

(15)  r  =  j  oder 

(16)      ,._ysT"-~«)y~6)(s-c)^7/(^-«0(s-fc)(.^-'^) 

(vgl.  Gleichung  (14)  §  23). 

Wenn  eine  Seite,  z.  B.  a,  und  die  Winkel  des  Dreiecks 
gegeben  sind,  so  erhält  man  zunächst  aus  (13)  %  23 


s  (9)  I  23  ist  aber 
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254      §  25.    Halbmesser  der  Ankreise  im  schiefwinkligen  Dreieck. 


I.  ^  sin  4      6  sin  -^  sin  ^      c  sin-^  sin  ^ 


rjm^  ,^mil  •:jin_r^ 

'■'-'>  "-     2li    ■        °~     2*    ■  2/6 

6)  Halbmesser  »■',  *-",  »^"  der  Ankreise.  (/  ist  der  Halb- 
messer des  Ankreises  an  der  Seite  a,  r"  an  !),  r'"  an  c).  Aus  Kg,  58 
folgt 

2  J'^  &r'  +  c)-'  —  ffl /=)•'(—  a  J-  ö  -f-  ß) ,         also  ist 

l-  .  ^  («/Ütliilf^^  .  ,gi.  damdieaieich.  (16). 


Ebenfalls  direkt  ans  der  Pigur  abzulesi^n  oder  dcrcli  UmformTiiig 
aus  den  Torigen  zu  gewinueii  sind  folgende  Furmeln: 
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§  25.    Halbmesser  der  Ankre 


ii  schief winklig-en  Dreieck.       255 


Nach  (18)  ist  zu  reclmeii,  wenn  dia  drei  Seiten  g'egebcc  s 
ist  aber   das  Dreieck   dnrct  eine  Seite  und   die  Winkel  gegt 
so  erliäit  man  für  /,)■",)■"'  die  (17)  entsprechenden  rormeln: 
ri  nfia  P.  cos  L 


Für  diesen  Fall, 
man  zur  Rechnung  yon  * 
Seiten  Ö  nnd  c  rechnen 
anwenden : 


line  Seite  a  und  die  Winkel  gegeben,  kann 
,  r",  r"'  auch  nach  dem  Simts-S&tz  die  andern 
ind  dann  die  Gleichungen  (20)  in  der  Torrn 


(21)  jl^.. 
endlich  erhält  i 

(22)  r., 


t  —  &)  —  r"'  {s  —  c),  somit 
-(s-.5)  +  (a  — c)_  1 


T=  F^. 


'  •'    ■'     -    s     (s-a)    (S-&)    (s-c)~ 

Für  4)  und  5)  gilt  in  noch  höherem  Masse  als  am  Schluss  Ton 

die  daselbst  gemachte  Bemerkung;  von  weitem  Formeln   seien  daher  j 

einige  wenige  zu  Übungen  angeschrieben ;  i^) 


(23) 


=  (.-«)*■" 


■  £; 


24)    F  - 


/r' 


y,' 
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(2ö)     a  6  0  =  ^  (r'  4-  r")  (r"  -^  ^"')  (r'"  h-  ,■') ; 

,.>'V"  =  ?  Viele  Beziehn  g'e  1  efe  t  1  e  Betricht  ng  les  Dreiecks  ff  0"  0'" 
und  der  Dreiecke  0'  0  0  \i  f  i\  nmt  n  ai  ausser  Seiten  und  Winkeln 
noch  andere  Stücke  des  D  ei  cks  h  zu  so  Te  ehrt  s  t  die  Zahl  der  For- 
meln ins  Unübersehljare    z   B   ist  fCr  die  Höhei 

,28)  '-.i  +  i  +  i  (211    i  =  -i  +  i  +  i«...w., 

'     '  r        h       h"      }  ^  r  h       h        h'" 

(30j      TT  =  y  [ TTT  +  -T-]  f    ^on  einiger  Wi  ht  gkeit  sind,  irie  schon 

ans  dec  Planimetrie  bekannt  ist    I  e  Bez  el  u  gen  z    s  1  e        r,  r",  r"'  und 

dem  Umkreishalbmesser  S    Z    B   1 1 

(31)    .  =  4S.™|-.i.^™^,        1.2,    ,    =4i...f„4o«|..B.t 

(aus  diesen  beiden  Gleichungen  liest  man  wieder  mit  2  R  =  --  ■  ■■  -  =  -■:  ■-□ 

=  — ^ — die  Gleiehnngen  (17)  und  (20)  ab  oder  umgekehrt); 

<33)     !■■  - r=  4 Ä si»a    -  u.  s,  f. ;        (34)    F  =  4rßcos -^ cos -^- cos -i-. 

Es  Msat  sich  aligemein  folgender  Satz  aufstellen :  Bezeichnet  man  neben 
den  seither  gebrauchten  Stücken  mit  p,  p',  y",  ji"'  die  Ausdrücke  (4  M+r), 
(iJi  —  r-),  (4fi_r"),  (4Ä  — r"'),  so  erhalt  man  aus  jeder  Formel  am 
Dreieck  eine  neue  richtig'e  Potmel,  wenn  man  die  in  jener  vorkommenden 
Elemente  «,  ß,  y;  a,  b,  c;  s,  {s  — a),  (s  —  h),  (s—c);  F;  B;  r,  r",  r",  /"  ; 
p,  p\  p",p"'  ersetzt  durch:  — «,  (1800  — ß),  (igoo  —  jr);  a,  —  h,  —  c; 
s,—(,s  —  a),  {s  —  b),  (s  —  c);  -F;  —B;  r,r',r",  r"';  — p,  —p',  —p", 
—p"'.    Man  kann  diesem  Sata  eine  noch  allgemeinere  Fassung  geben.  *6) 

ö.  Wintellialbierende  nnd  Sohwerlinien.  1)  Die  Strecken  der 
Winkelhalbierenden  zwischen  den  Dreiecksecken  und  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  seien  mit  w',  jo",  w/"  hezeicbnet  (w'  halbiert  den  Winkel  « 
u.  s.  f.),  forner  seien  die  durch  die  Winkelhalbierende  auf  a  entstehenden 
Abschnitte  mit  «i ,  a^  hezeichnet  (oj  an  6 ,  o^  au  c  anstossend) ,  ebenso 
fci,  Bg  auf  h  und  Cj,  Cj  auf  c 

Es  sind  folgende  Sätze  zu  beweisen : 
(35)  a, :  og  =  i) ;  e,       6j :  6g  =  c ;  a,       v^■.c^  =  a:h\ 


(36) 
<S7) 
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Aus  (38)  sind  die  Längen  von  w',  vi",  w'"  zu  berechnen,  wenn  die 
drei  Seiten  gegeben  sind.  Sind  eine  Seite ,  z.  B.  a,  und  die  Winkel  ge- 
geben, so  erhält  man. 

■in?     _      »"C     .  ..,_      e»»g  !»•? 


(39) 


^^;  in  der  That  ist 


im  Dreieck  dn  i^  +  ß\  =  sin  (^ -\-  y\  u.  s.  f. 

Sind  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben ,  z.  B. 
B,  c,  a,  so  sind,  um  ii/  zu  berechnen,  am  besten  zunächst  die  Winkel  ß  und  y 
zu  suchen  (Tgl.  §  24,  II»,  2)  und  damit     w'  =  —    ■■   ■  ■—-  = — i-^ 

n.  s.  t.  wie  oben.  y^        j  \2        j 

2)  Die  Verbindungsstrecten  der  Ecken  mit  den  Mttel- 
punkten  der  Gegenseiten  {Schwerlinien  des  Dreiecks)  seien  (',  i",  C" 
(Bezeichnung  in  derselben  Art  wie  oben);  dann  ist; 

(41)  2  f'ä  =  63  -)-  c^  —  —  u.  s.  f.    Hieraus  sind  die  Schwerlinien 

zu  Technen,  wenn  die  drei  Seiten  gegeben  sind.    Umgekehrt  wird: 


(42)  a  =  —  ■[/2  (("8  + i"'2^  —  ('S  u.a.  f.  für  die  beiden  andern  Seiten. 
Weitere  Falle;  Zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben,  z.  B, 
6,  c,  K,  wie  ist  f  zn  bestimmen?  Wie  sind  die  t'  u.  s.  f.  zu  bestimmen, 
wenn  eine  Seite  und  die  Winkel  gegeben  sind?  Pei'ner  wird  für  den  Drei- 
eokainhalt  aus  den  drei  Schwerlinien 

(43)  -^  =  T  Vi(*  — (')((— f')  {(  —  ('") '  "^«°"  =  =  T  ^f  +  *"  +  *'") 
gesetzt  wird. 

Sind  «i,  «2  die  Teile,  in  die  «  durch  t'   zerlegt  wird  («i  an  6,  «2 
an  c  anliegend),  so  ist 

_^.sinr  _        _SL.sinß 

/  sin ai -.sin «2  =  sin y: sin ß 

(44)  }  sinß^:sinß^  =  sina:smy 
[  siHj'i  :sM!^2  =  siwß:simß 

(Analogie  an  dem  Satz  über  aj,  a^  u.  s.  f.  bei  den  Winkelhalbierenden  ti/ 
u.  s.  f.  in  1)). 

Für  die  durch  Schwerlinie,  Winkelhalbierende,  Höhe  aus  einer  Ecke 
auf  der  Gegenseite  gebildeten  Abschnitte  kann  man  zusammen  merken:  die 
Abschnitte,  in  die  a  zerfällt 
durch  die  Schwerlinie  C  aus  A  Terhalten  sich  n 


Winkelhalbierende 
Habe 


tpßi^ügß-.ctgy) 


yGoosle 


ä  25;  Inhalt  des  Dreiecks. 


§  26.     Ubungen  zu  §  25. 

In  diesem  §  Süllen  nur  eine  Anzahl  Ton  Rechen  Übungen  zu  den 
Formeln  des  letzten  g  yereinigt  werden. 
1)    Inhalt  des  Dreiecks. 

1)  Ein    Dreieck    hat    die   Saiten   250,04.  360,72,  432.18 
(s.  g  24,  III,  Beispiel  1).    "Was  ist  der  Inhalt  F?  (Gl.  6).  Was  sind 

die  Höhen?  (Ffir  diese  ist  h'  = i:.  s.  f.,  vgl.  Zusatz  zu  Gl.  (1)). 


Zn  beachten  ist  (wenn  die  Be- 
zeichnung der  Seiten  ganz  be- 
liebig gewählt  ist)  bei  den  Höhen 
nur,  dasa  ras  grossem  Seite  die 
kleinere  Höhe  [zur  grössten 
Seite  also  die  kleinste  Höhe)  ge- 
hört.    Man   rechne    auch   mit 

log  —  =  7.44  306  n.  s.  f.  de» 

Dreiecksinhalt  nach  (9). 


a  =  250,04  m 
b  =  8G0,72  ni 
c  =  482,18  m 

is~a) 
(s-h) 
[s—o 

2.71  723 
2.43  366 
2.20  615 

2  s  =  1042,94 

1.95  080 

s  =  521,47 

F2 

9.30  784 

S  —  a=  271,43 

F 

4.65  392 

s  —  &==  160,75 
s  —  c=    89,29 

2F 
h 

4.95  495 
2.39  801 

Prob«  5  =  521,47 

2.55  717 

^4ha50a73iim 
/,'  =  860,53  ni 
h"  ^  249,91  m 
K"  =  208,59  m 

h' 
h" 
h'" 

2.55  694 
2.39  778 
2.31  929 

2)  Dasselbe  Dreieck  ist  gegeben  durch  die  zwei  Seiten 
250,04,  360,72  und  den  zwischeuliegenden  Winkel  88«  8'  20"; 
was  ist  der  Inhalt?  (Gl.  3).  Ebenso  wenn  gegeben  ist  die 
Seite  360,72  und  die  Winkel  35°  19'  38"  und  88«  8'  20"?  (Gl.  8). 

a  =  260,04  n 

&  =  360,73  n 


2.39  801 

&  =  360,72 
«  =  350 1^  38" 
}  =  SS«   8' 20" 

b 

2.55  717 

2.55  717 
9.99  977 

Siny 

5.11434 

4.95  495 

«  +  ^'=123027' 58" 

9.99  977 

2  2^=90  146 
J' .=45  073  qm 

2F 

4.95  495 

S)  In  einem  Dreieck  ist  eine  Seite 
zwei  anliegenden  Winkel  sind  34«  28' 
der  Inhalt?  (4-stellig.) 


=  10,00  I 
.nd  73"  U 
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Übungen  zu  §  25;  Inhalt  des  Dreiecks. 


c  =  10,00 
«  =  Mn  38' 
ß  =  ISO  12' 

2.0000 
9.7527 
9.9811 

K  -)-  ß  ^  1070  40' 

0.0210 

2^^ 

2 

1.7548 
0.3010 

F  =  28,43  qm 

J" 

1.4538 

oder  mit  der  Tafel  tler  natürlichen  Werte  der  gonio metrischen  Zahlen 
(nach  Gl.  (4)): 


rf^u  =  1,4568 
äg  ß  =  0,3020 

2.0000 
0.2452 

d, 

+  c*i)^^  1,7588 

2J' 

1.7548 

2  P  =  56,86 
F  =  28.48  qm 

Im   0  1  g  nd  n  Fall  eines  rnnden  c  kann  n 


a2F  =  - 


ctga-hctgß 

au  h  unmttelha    1  r  Keciproken-Tafel  entnehmen  (wenn  keine  heson- 
d        1       t         d   nt  als  solche  die  Spalte  tg  und  cotg  der  natürlichen 
n    m  t      1   n  Z  1  len). 

4)  Was  ist  der  Inhalt  eines  Dreiecks,  in  dem  eine  Seite 
18  cm,  eine  zweite  24  cm  lang  ist  und  in  dem  der  Gegen- 
winkel der  ersten  Seite  30"  10'  beträgt?  (VierateUig.) 

Der  Gegenwinkel  der  kleinern  Seite  ist  als  spitzer  Winkel  ge- 
geben ;  möglicherweise  sind  also  zwei  Lösungen  (zwei  Dreiecke)  ■ 

hauden.    Nun  ist  der  Durehmesser  d 


18 

«30010'  ' 


oder,  da  smZfi^  =  -t  ist,  nahezu  36  cm, 


ge  der  zweiten  ge- 
gebenen Seite  &  also  zwischen  a  und  2  B,;  es  sind  also  in  der  That 
zwei  Lösungen  möglich.  Vgl.  %  24,  II''  Pig.  55  nebst  Test  dazu. 
EechnuHg  von  F  unmittelbar  nach  (5)  würde  geben :  {mm  Vergleich 
ist  unten  auch  die  Sechnung  nach  der  vorigen  Aufgabe  beigefügt,  die 
bequemer  und  kürzer  ist.  Wenn  nicht  nur  der  Inhalt  gebraucht  wird, 
wäre  ohnehin  nach  der  zweiten  Methode  zu  rechnen). 
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§.  36.     Übungen  zu  §  25:  Inhalt  des  Dreieckä. 


«  =  18  cm 

hcosa 

1.3170 

ß  -  30(1 10" 

b 
sina 

9.9368 
1.3802 

t^i«K  =  12,063 

9.7012 

a  +  &sm«=  30,063 

bsina 

1.0814 

a  — ösma=    5,937 

(a+  bsma) 
ia~bsma) 

1.4780 

1 .  Dreieuk 

2 .  Dreieck 

0,7736 

&  cos  K  =  20,748 
+V~= +13,360 

bcosu  =  20.748 
-  V"=  -  13,360 

(        )(         ) 

2.2516 
1.1258 

{    K=^'i^ 

1       j^  =^  7,388 

i       i: 

1       i, 

1.0814 

2J'i  =  411,5 
_F-i  =  205,7  nein 

2  7^2=^89,10 

0.8685 

2  Fl 
2-F2 

2.6143 
1.9499 

«  =  18 
&  =  24 

K  =  30"  10' 

1.3802 
9.7012 
8.7447 

1 .  Dreieck        1               2 .  Dreieck 

sinß 

9.8261 

^^=^'=^42«   4',3'       i^a^lSO"— 1^'  =  137<'55',7 

a 

1.255S 

«+|3i=720  14',3 

ab 

2.6S55 

2^1=411,5 
F-,  =205,7  m 

2  7*^=89,10 
F3=44,55qcm 

9.9788 
9.3145 

2J''j 

2/; 

2.6143 
1.9499 

Statt  sin  y^  und  dn  y^  in  2  J*  j  =  a  &  sin  y^  und  2F^  =  ah  sin  y,^  ist 
geschrieben  si«  (u  +  j?,)  und  [a  +  ß^,  was  ja  unmittelbar  damit 
identiscli  ist. 

5)  Poljgonfläche  durch  Drei- 
ockszerlegung.  Die  Punkte  Pj,  Pj, 
Psi  -P4  sind  die  in  der  angegebenen  Eeihe 
folgenden  Ecken  eines  Vierecks  und 
dieses  ist  (vgl.  Fig.  59)  bestimmt  dnrch 
Messen  der  Winkel  zwischen  den  Strahlen 
OPi,  OF^.  OP3,  OP^  in  einem  Punkt 
0  und  der  Entfernungen  OP^,  OP^, 
OPs,  OP^.  (Es  sind  also  für  die  Punkte 
aten  gegeben).    Es  sind  gemessen  worden: 


P  Pol 


■coordir 
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die  Richtungen:     J»iO.F2=    30°   i',2  1  O l*!  =  58,10  ni 

,  „  J'iOJ'g^    04=58',!    0^2  =  73,88  „ 

,  „  -Pi  O  J*4  ==  100=  27',5    0^*3  =  73,90  , 

ferner  die  Entfemung-en :     {  0 1*4  =  50,22  „ 

Was  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecifs?   (Fünfstellig).     Zerlegung  in 

die  Dreiecke  mit  0  als  gemeinschaftlicher  Spitze, 


Winkel 

Dr.  PiOPa 
SOH',a 

Dr.  Pg  0  Ps 

Dr.  Pg  U  P4 
3&0  2ff,4 

Dr.  I\  OF^ 
1000  27'.5 

9.69  988 
1.76  418 
1.86  853 

9.75  749 
1.86  853 
1,86  273 

9.76  385 
1.86  273 
1.70  088 

9.99  272 
1.70088 
1.76  418 

2Fa 

3.33  259 

3.48  875 

3.32  746 

3.45  778 

2Fi,= 

2150,7 

8081,4 

2125,5 

2869,3 

somit  ■2F  =  2150,7  +  3081,4  +  2125,5  —  2869,3  =:  4488,3  qm     oder 
F  =  2244  gm  =  22  a  44  gm. 

Praktisch  wichtig  siad  von  den  Inhaltsformeln  des  Tongen  §  vor 
aUen  (2),  sodann  (6);  ans  (2)  abgeleitet  (3),  allenfalls  auch  (4).  — 
Spezieller  Fall  fnr  (2):  Rechtwinkliges  Dreieck  mit  a  als  Hypotenuse: 
«  =  900,  sinvt  =  i,  2F=be. 


Von  grosser  Wich- 

'  smfi  ~  siny  ~ 
nem  Dreieck  mit   den  Seiten  3,  4,  5  der 
Das  Dreieck  ist  bekanntlich  rechtwinklig,  also 

auch  §  9,  S.  71).     In  der  That  giebt  die  fiir  jedes  Dreieck 


3)  Amlei-e  Stttcke  des  Dreiecks. 

tigkeit  ist  der  Satz  in  3, 
6)  Was 


Dmkre 

iJ  =  f(s. 

giltige  Gl.  (11),  E  =  ^,  Mer  B 


.4.5 


-  =  2,5. 


7)  1 


3.4 

ichtig:  Inkreishalbm.  r  =1/  ^ — — =— 

I.    Was  ist  in  dem  in  I)  S,  258  berechneten  Dreieck 


rundü?   Aus  den  dort  bereits  angeschriebenen  Zahlen  lässt  sich  un- 
mittelbar ablesen  (vgl.  auch  g  24,  III.  S.  248  und  249): 
logr  =  l  93  669         log  2i  =  2.33  486 
r  ==  86,436  m      ,       M  ^  216,20  m. 
8)  In  einem  Dreieck   ist  eine  Seite  360,72,   ihr  Gegen- 
winkel 56032' 0",  die  zwei  andern  Winkel  sind  35«  19' 40"  und 
88«  8' 20";  was  ist  Umkreis- und  was  Inkreistalbmesser?  (Das 
Dreieck  ist  dasselbe  wie  in  7);  vgl,  g  24.  111). 
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Ubung'en  zu  §  35; 

a  =  380,72 
«  =  560  82'    0" 
ß  =  350 19'  40" 

^-  =  880  8' 20" 

Umki-ei 
Hsma 

*| 

Ecos| 

und  Inkreis  dos 

2.63  590 
0.07873 
2.55  717 

Probe  1800  o'  0' 

9.48  206 

1  =  170  39' 50" 
1-  =  44»    4'  10" 
^=.380  16'    0" 

9.84  231 
0.05  515 

Wie 
balbm 
selben 

[nicbt 
unddi 
sind? 

1.93  669 

2B  =  432,41 
JE  =  216,20 
r  =  86,44. 

s,  oben. 

Eind  die  Ankrois- 
sser  r'  r"  t'"  dos- 
Jreieoks  zu  berech- 

iin  die  drei  Seiten 
vie  oben  eine  Seite 

Winkel)  gegeben 

9)   In   einem  Dreieck   ist   eine  Seite  100  m,    ihr  Gegen- 
winkel lO^O'O";  was  ist  iler  ümkreisdurchmessor  2JJ?    Was 
ist  ferner  2S,  wenn  der  öegenwinkol  17000' 0"  ist? 
100        2.00  0 

Antwort:  In  beiden  PälleD  2E  = 


sin  WD' 


9.23  967 


_2Ä=_575,8f 

Allp'emein  Bui  gegebener  Dreieckseite  a  und  den  Gegen- 
winkeln «  oder  (1800  _  „j  dieser  Seite  erhält  man  denselben  Umkreis- 
halbmesser  wie  ans  der  Geometrie  bekannt  ist  (Sata  vom  Kreisviereck; 
die  Summe  zweier  gegenüberliegender  Winkel  ist  180").  Mit  mo900 
wird  2if>'i  mit  (/ —  lO"*  (reclit winkliges  Dreieck)  wird  2Jf  =  a; 
mit  n  <  90°  ist  dei  Teil  des  Kreisumfangs,  der  die  dritte  Dreiecksecke 
enthält  grosser  mit  ix  p-  JQo  kleiner  als  ein  Halbkreis;  vgl.  auch  §  24, 
IIb   Seite  24 -> 

10)  Ein  Dreieck  ist  einem  Kreis  von  86,44  m  Halbmesser 
so  umschrieben,  dass  zwei  Dreieckswinkel  56«  32',0  und  880  8,'3 
werden;  was  sind  die  Selten  des  Dreiecks?  (vgl.  8).  (Vierstellig.) 


Nach  (17')  erhält  man  mitfe- 


r  die  Seiten  aus 


rsmy 
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^  25;  Ankreishaltmesser. 


r  -  86,44 
«  =  560  32,0 

sinl. 
■2 

9  6754 
9.4820 

f{  =  350  19',7 

9.8423 

4  =  280  iß'^o 

0.3010 

-^=440   4',  2 

2Ä 

9.3007 
1.9367 

r:2'k 

smß 
siny 

2.6360 

Probe    90ö0',0 

9.9213 

«  =  360,8 

9.9998 

c  =  432,3 

b 

2.5573 
2.3981 
2.6358 

11)   Dasselbe   Dreieck   wie   Jn  1),  2),  7),  8),  10)  sei   c 
^linemal  dnrch  die  drei  Seiten 

a  =  360,72,  b  =  2.50,04,  c  =  432,18, 
das  zweitemal  durcli  eine  Seite  und  die  Winkel; 

a  =  360,72,  a  =  ö6«  32'  0",  y  =  88«  8'  20"  (ß  =  35^  19'  40") 
gegeben;   wie   bereclinen   sich  in  jedem  Fall   die  Halbmesser   < 
Ankreise?    (Fünfstellig.) 


a  =  360,72 
b  =  250,04 
c  =  432,18 

(s-6) 

2.71  723 
2.20  615 
2.43  366 
1.95  080 

2  s  =  1042,94 

Zu  der  zweiten  Reohnunc  (S.264) 

s  ^  521,47 

]pi 

9.30  784 

ist  zu  bemerken,  dasa  die  Rech- 
nung nach  der  Kweiten  Form  der 
Gleichungen  (20)  etwas  bequemer 

..s  —  a  =  160,75 

F 

4.65  392 

S_ö  =  271,43 
,  3~c=    89,29 

2,44  777 
2.22  026 
2.70  312 

wäre :  ntau  muss  awar  im  ganzen 
ebeusoYiele    sin    und   cos   auf- 

Probe s  =  521,47 

halben  Winkel),  aber  es  stehen  je 
zwei  davon  auf  derselben  Seite ; 
dafür  ist  die  hier  benützte  Rech- 

r' ■-=  280,40 
r"  =  166,06 

r'"  =  504,80 

nung  (mit  Hilfe  Ton  6  und  c) 

-^ 

1,93  669 

symmetrischer. 

Probe;  Ji's 

9,30  784 
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inkel halbierende  a.  ; 


«  =  360,73 

c 

2.63  567 

ß  =  3&»19'40" 
7  =  880   8' 20" 

Esma 
sinß 

9.99  977 
2.55  717 
0.07  873 
9.76  212 

-^^-280  16'    0' 

1  =  17f'39'50" 

b 

2.39  802 

iL  =  440    4' 10" 

cos— 
cosl. 

»4 

9,94  485 

Probe;  90"   0'   0" 

r'  =  280,40 
/'  ^  166.06 
r'"  -^  504,80 

9.85  643 

*■ 

9.78  031 

ai' 

6*' 

2.17  833 

cF 

2.41  598 

CÖS^  — 

9.88  970 

COS^l 

9.95  806 

cos^X 

9.71 286 

r' 

2.44  778 

r" 

2.22  027 

,.'" 

2.70  312 

12)  Berecline  für  dasselbe  Dreieck  wie  in  11),  bei  deiiselbeo 
zwei  veracHeaeneii  Daten,  dio  Länge  der  winkeltalbierendea 
Strecken  und  die  Länge  der  Schwerlinien. 

Wenn  a.  h,  0  g'eg'eben  sind,  erhält  man  w',  w",  to"'  numittel- 
bar  ans  (38);  für  f,  t",  f"  erhält  man  zanäohst,  wenn  man  die  Gleich- 
ung (41)  anschreibt,  (jua^riert  und  paarweise  subtrahiert: 

f2  —  if"i  =  ^(c^  —  ffi2),   n  —if^-^  {«2—  &2),  ('"2  _  ("2  --   I  (b2_c2)  ; 

wie  sind  hieraus  (',  f,  t'"  ku  berechnen? 

Wenn  a  und  die  Winkel  gegeben  sind,  so  erhält  mau  w', 

iv",  w"'  unmittelbar  aus  (39)  Tind  (40);   für  t'  kann  man  «j  und  «g 

nach  (43)   ansrechnen  (aus  «1  4-  «3  =  «  und  sin  «j :   sm  ic^  =  c :  b 

—  siny.  sm  ß)  und  dann  tf  ans 

a  siny      a  sinß 

r  —  - -7 — 7  =  77-^ ;   entsprechend   für   ;  , 

2  sma       2  stn  a^ 

und  t'",  nachdem  log  h  und  log  c  durch  den  Ämts-Satz  bestimmt  sind. 
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Stoff  zu   weitem  Übungen  im   Sinn  dieses  %  bietet  z.  T.  auch 
die  ZusammenstelltiDg  von  Dreiecken   im  Anhang  dieBss  1.  Kapitels. 


§  37.    Weitere  Aufgaben  und  Sätze  über  äas  ebene  Dreieck. 

In  diesem  §  sollen  zunächst  eine  ßeilie  von  Drei  eck  sbestimmun  gen 
behandelt  werden,  hei  denen  nicht  lanter  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks 
gegeben  sind,  sondern  auch  Zusammensetanngen  dieser  Stücke  oder 
andere  Bestimmungsstücke,  zur  Übung  im  Gebrauch  der  für  das  ebene 
Dreieck  aufgestellten  Formeln.  Die  hier  ausgewählten  Aufgaben  sollen 
nur  als  Beispiele  der  beliebig  grossen  Zahl  ähnlicher  Dreiecksberech- 
nungen  dienen.    Man  anterlasse  nicht,  neben  die  trigonometri 


Lösung,  wo  es  möglich  ist,  di 
rechtwinkligen  Dreiecken  der 
haltapimkte  gegeben.     Ebenso 


Igebraische  zu  stellen;  bei  den 
Nummer  sind   dafür  einige  An- 
ist es  ¥on  grossem  Wert,  die  Auflösung 


durch  Konstruktion  mit  der  durch  Eechnung  zu  vergleichen. 
Endlich  ist  eine  sorgfältige  Diskussion  des  Resultats  nie  zu  unter- 
lassen und  die  Übereinstimmung  der  Determination,  die  man  auf  al- 
gebraischem, geometrischem  und  trigonometrischem  Weg  erhält,  her- 
zustellen. Zunächst  sei  zum  rechtwinkligen  Dreieck  zurückgekehrt 
(vgl.  §  8  und  9,  1). 

1>    Rechtwinkliges  Dreieck. 

1)  Von  einem  rechtwinkligen  Dreieck  ist  gegeben  die  Hy- 
potenuse a  und  die  Summe  i  der  beiden  Katheten;  das  Dreieck 
zu  berechnen. 

6S  +  c2  =  „2 

i  +c  =1        oder 

(i>  -+-  c2  =  (2,       also 

2  6  <!  =  P  —  «a       nnd 
(b  —  cä)  =  2  «2  —  Z2, 
&— c  =  l/2«a  — ;3. 
Aus  (ö  -+-  c)  und  (ö  —  c)  erhält  man  b  und  c. 
Bedingung  der  Möglichkeit  der  Aufgabe:    2(t2>iB  oder  a"l/2'^i. 
b)  Trigonometrische  Lösung: 

■■'  n::°g 

l:=b-i-c  =  aisinß  +  cosß)  =  ay2 sin (45n  -f- ß} ;    somit 
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Hieraus  bestimmt  sich  ß  und  damit  6  und  o  aus  (1). 

Bedingung  äer  Möglichkeit:  o  ^2"  >i,  gemäss  (2);  also  ebenso 
wie  bei  a),  wie  es  sein  muss.  Mit  «"/'S  =  J  folgt  ans  der  algetaaisohen 
Lösung  6  —  e  =  0  und  damit  übereinstimmend  aus  der  trigonometrischen 
ß  =  450. 

2)  Gegeben  sei  die  Hypotenuse  a  und  die  zu  ihr  gehörige 
Hflhe  h. 

bc  —  ah      findet  sich 
ö  +  c  =  (/«a  +  2"^,    6  —  c  =  V^^^^^ä; 
■womit  b  und  c  bestimmt  sind,    Bedingung  der  Möglichkeit  ist: 

■oS  —  2  a  fc  >  0  oder  "ö"  >  ^'  "'*  ''"'^^  geometrisch  unmittelbar  klar  ist. 

Oder :  Es  seien  x  und  y  die  Abschnitte,  in  die  die  Hypotenuse  dviich 
die  Hohe  geteilt  wird,  so  ist 

X  -h  y  =  a      und      tcy  —  hß,  woraus 
a;  —  1/  =  l/flS  _  4  fts, 
somit  a;  nnd  ?/  bestimmt.     Bedingung    der   Möglichkeit    wie    oben. 
Ferner  ist  dann  b  —  Y ax ,      c  =  Yäy, 

b)  Trigonometrische  Lösung.     Es  ist 

a  —  hctgß-hhtgß—     .  ,    woraus    Mw  2  ö  =  — 

stnip  a 

Bedingung  der  Mflgliehkeit -^  >  ft,    wie   oben.     Damit   ist   nun    2fi 

bestimmt  und  also  auch   h  =  asinß,      e  =  acosß. 

3)  Gegeben  die  Summe  i  der  beiden  Katheten  und  die  Höhe/». 

a)  Algebraische  Lüsung.  Es  ist  2F=ah  =  bc,  somit  hat  man 
zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

„2  =  S3  +  eS  =  (6  +  c2]  — 2i)G  =  ia  —  SdA     oder 

a^  +  Zah  —  l^^O      ,       woraus    a  =  —h  +  yW^'lK 
Damit  ist  dann  auch  bc^ah  bekannt  und  b  und  c  sind  also  aus  ihrem 
Produkt  und  ihrer  Summe  wie  gewöhnlich  zu  bestimmen. 

b)  Trigonometrische  Lösung.    Es  ist 

,      ^  h  k         ,smß  +  cnsß 

cos  ß      mnß  smß  cos  ß 

woraus    ß    eu    bestimmen    ist:       Mit    sin  ß  +  cos  ß  =yi  +  sin  2  ß       und 
smßcosß  =  ^sin2  ß,    also 

yi  +  sin2ß  __l_ 
sm?.ß"        2h 
erhält  man  für  sin2ß  eine  quadratische  Gleichung,  aus  der  sioh  ergiebt 


y  Google 


md  Sätze  über  dds  u^litwinklige  Dreieck.     2CT 


Man  lann  diese  Formel  leicht  zur  logaritliriis  lien  Rechnung  Ijeqaem 
einrichten,  übrigens  auch  mit  Hilfe  der  ÄdditionBlogxnthmen  direkt  benutzen. 


Um  für  diese  wieder  einmal 
bereelinet  (wersteüig): 


n  Beispiel  zu  geben,  ist  hier  das  nachstehende 


3.3819 
4.3082 

c=  96,94 

e 

1.9865 

6=  45,65 

Esmß 

k 

Ecosß 

0.37056 

(1  +  f) 

8.9287 
0,0350 

1.61595 
0.0435 

h 

4,8433 
2.1716 
1.6159s 

b 

1.65946 

Probe  =  149,59 

a 

2.0300 

{1  +  n) 

9.4443s 
0.1066 

Wie  lautet  nach  den  beiden  vor- 

h+v- 

2ft 

Bi2 

2,2782 
1.9170 
5.6918 

mination  der  Aufgabe?    Wie  ist 
ferner  diese  Aufgabe  durch  Eon- 

,in2ß 

9.8870 

4)  Gegeben  die  Differenz  der  beiden  Katheten  Ö~c  =  d  und 
Radius  B  des  Umkreises  (oder  also  die  Hypotenuse  o  =  2  B). 
a)  Algebraische  Lösung,     Es  ist 
«  =^  2  B,     also 


(,a  +  c2  =  4  ü 


26c 


-.iSS~di 


womit  (&  +  e)  und  also  auch  b  und  e  bestimmt  sind 

Bedingung    der   Möglichkeit   anscheinend    8 

genügt  diese  nicht?    In  Wirklichkeit  3B>(i 

b)  Trigonometrische  Lösung.    «  =  2i?,  ferne 
d^b-c  =  asinß-acosß  =  -a  y'2"eos  (41 


somit 


«(450  +  ^)  = 


«1/2 


>7 


Bedingung  der  Möglichkeit  wie  oben.  Da  (6  —  c)  =  d  gegeben, 
ist,  d.  h.  ß  >  45*',  so  ist  (45»  +  |^  im  zweiten  Quadranten  und 
tos  (450  _|_  f{)  negativ,  wie  es  sich  oben  ergeben  hat. 

5)  Gegeben  der  Flächeninhalt  F  und  die  Hypotenuse  a. 

a)  Algebraische  Lösnng.    Es  ist  Produkt  und  Qnadratsumme  dei 
Katheten  gegeben;  man  sucht  also  deren  Summe  und  Differenz. 

b)  Trigonometrische  Lösung.    Es  ist 

f  =  -i  «  sm  3  .  (( cos  |S  =  -^  o^  s,jj  2  S,        woraus 


_4J' 


.  f. 
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6)  Gegeben  der  Plächeninhalt  F  Tind  der  Winkel  ß. 
Unmittelbar  ans  der  rorig-en  Aufgabe  folgt: 

^n2ß 

7)  Gegeben  die  Hypotenuse  a  und  die  Differenz  der  beiden 
spitzen  ■Winkel  {ß~y)  =  S. 

Die  Moüweide sehen   Gleichungen    [§  2S,  (6)]   liefern   für  das   recht- 
winklige Dreieck: 

(6  +  e)  sin  Ab"  =  a  cos  '^^  ;  [6  —  e)  cos  450  =  a  sin  '^^  ,    also 

(&  +  c)  =  a  t/2  cos  -^  ;    [b  —  c)-  «1/2  s*«  -,  womit  h  und  c  bestimmt  sind. 

3>  Schiefwinkliges  Dreieck. 

1)  Ein  Dreieck  za  berechnen  ans  der  Summe  der  drei  Seiten 
la  +  b-j-c]  =  2s  und  iwei  Winkeln. 

Mit  zwei  Winkeln  ist  anch  der  dritte  gegeben.    Ferner  ist  nach  dem 
Sinus-Sata : 

a:b:e:  =  sin  a:ai>iß:siny,       also  auch 

dnfache  Umformung  sich  ergiebt: 


2)  Gegeben  eine  Seite  a,  ein  anliegender  Winkel  |3  und  die 
mme  der  beiden  andern  Seiten  (6  +  c)  =  i. 

Erste  Anflüsung:  Nach  der  ersten  MoH twiJe sehen  Gleichung  ist: 


n.  y  und  a  erhält  man  dann  ans  der  2.  Molhoeide  sohen  Gleichung 
&  —  c  =  a ,  womit  6  und  c  bestimmt  sind. 


äite   AnflEsnug:     Es   ist    13^  =  ?/^ 
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^^  2  ""K^"  s(3  — cl  ^^'      ^^'°      ^''l'^"^^^^'     ■^""   '^*   bekannt 
g_  _J2_,      g. —  a— — ^— i  iiis,n  komnit  damit  wieder  wie  oben  auf 

Znr  Berechnung-  von  b  und  c  kann  man  selbstverständlich  auch  den  Simis- 
Saia  anwenden;  zum  Schluss  erhält  man  als  Pi'obo  (6  +  c)  =  l. 

8)  Gegeben  eine  Seite«,  ihr  Gegenwinkel  «  und  die  Summe 
der  beiden  andern  Seiten  (ö  +  e)  =  l. 


Sach  der  vorigen  Anfgabe 


l 


(--h   ]  =  -sin-- 


Hieraus  ist  y  zu  bestimmen  und  dann  (6  —  c)  mit  Hilfe  der  Mollweide- 
schen  Gleichung. 

4)  Gegeben  eine  Seite  a,  ein  anliegender  Winkel  ß  und  die 
Differenz  der  beiden  andern  Seiten  (ft  — c)  =  d. 

Gana  ebenso,  wie  bei  der  zweiten  Auflösnng  von  (2)  erhält  man ; 

tg  -^  = ^  'S"  2  ■    '^^^  7  findet  sich  sodann  aus  der  We^ej-schen  Gleichung 


5)  Gegeben   eine    Seite   a,    die    Differenz    der    anliegenden 
nkelCi^-j'j^Öund  die  Summe  der  zwei  andern  Seiten  {b  +  c)  =  l. 


Nach  Aufg.  (2)  ist         -  =  - 


6)  Gegeben  eine  Seite  a,  die  Differenz  der  anliegenden. 
Winkel  (ß  —  y)  =  8  und  das  Verhältnis  der  zwei  andefn  Seiten 
b_  _ 

Es  ist  tg'    „      =  ^ tg^—^    — 1  *S"¥'  ^'"'^^*  ß  '"'^  7 

Iwstinmit  sind.  Dann  finden  sich  b  und  e  mittels  des  Siitws-Satzes  oder 
indirekt  aus  (ft  +  c)  und  (6  —  c)  mittels  der  Mollweide  sehea  Gleichungen. 
Wenn  logm(=hgJ>  —  loge)  gegeben  ist,  so  rechnet  manP"*"^  mitteis  der 
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Tafel  log =-  in  der  Äea;solien  Logarithmentafel  oder  mittels  eines 

winkele,  Tgi.  §  20,  Ih. 

7)  Gegeben   eine  Seite  a,   die  Summe  l  der  beiden   a 
Seiten  und  die  auf  a  gefällte  Höhe  h'. 

Es  ist        2  F  =  6  csina  —  ah',    somit    b  e  —  —. —  . 
Ferner        a2  =  fca  -|-  c^  —  2  ö  c  eos  «  =  (ö  4-  e)2  —  2  b  c  (1  i-  cos  «) 


oder 


(l  +  a){l~a) 
Endlich  (ß  —  y)  und  (6  —  6)  mit  Hilfe  der  MoHwetde  sehen  Gleichungen. 

8)  Gegeben  eine  Seite  a,  der  Gegenwinkel  «:  und  die  zu  a 
gehörige  Hohe  V. 

Nach  der  vorigen  Aufgabe  ist     6c=-.  -  =  — ,    ferner 

«2  =  (i)4-c)2  — 'J6c(l  +  cosa),  oder  Q)  +  ef  =  a^-\-ih  ccoißl;  ebenso  wird 
{&_cj3  =  a2  — 46csma|,  Tgl.  §  23,  öl  (8);   also 


[1)  6  +  c  =  ^a^  +  2  a  A  cfs  I  =  « |/ 1  +  ^  c(s  I 

(2)  &-e  =  ^flä-2aftti,2-  =  «/l-^(fff 
Zur  logarithmischen  Eechnung  erhält  man  mit 

(3)        t5*  =  /-J'ciö|-;  (4)       smxp^y'^'tg^ 


Bndlich  (ß  —  y)  ans  der  Mollweide  sehen  Gleichung. 

Ans  (2)  erhält  man  als  Bedingung  der  Möglichkeit 

a  >  2  ?i  (jr  -^  ^  womit 


li=    47,85 

(^g) 

9.71  72I5 

ti/^qi 

9.43  443 

etg~ 

-|z=    57°  40' 90" 

9.80 131 

2fc 

1.97  635 

^a 

7.65  677 

*?! 

0.19  869 

sin3t(j 

9.83  181 

sin^ 

9.91  59O5 

6+ e=  248,58 

(6  +  c)  !  2.39  546 

cosip 

&=  186,74 
e=    61,84 

2.34  323 
9.75  832 

'^^^-32'^19'40" 

(6-c) 

2.09  655 

fc^=.17  38  23 

COS-g- 

Ea 

9.72  816 
7.65  677 

^=49'>58'  3" 
^=14  41  17 

^'«-? 

9.48  148 
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9}  Gegeben  der  Halbmesser  r  des  Inkreises  und  zwei  (die 
drei)  Winkel. 

Es  ist  {a-a]  =  rctg^,  (s-h)  ^  rctg'^,  (s  -  c)  =  r  ctg -^ ,  ferner 
(s  —  a)  +  (s — &)  +  (s  —  c)  =  s  und  somit  n,  &,  c    gefunden. 

10)  Gegeben  der  Inhalt  F  und  zwei  Winkel  ß.  y. 

Es  ist     2i..--,-i!^_  =  a.4'^^.a]soa=/7j^4^^ 
di?  ß  +  ctgy  sm  [ß  +  j-)  f  sm  ß  sm  y 

Der  Sinws-Satz  liefert  sodann  b  und  c. 

11)  Gegeben  ein  Winkel  h,  die  von  seinem  Scheitel  aus- 
gehende Höhe  h'  und  die  Summe  (&  +  c)  =  ;  der  den  Winkel  ein- 
schliessenden  Seiten. 

«        2  ah' 
Nach  Aufgabe  (7)  ist    t&^^p—^^- 

Durch  Änflöaung  dicier  in  a  ciuadratischen  Gleichung  könnte  a  direkt 
bestimmt  werden.  Zur  Eechnung  hequemer  ist  die  Einführung  eines  Hilfs- 
winkels; setzt  man  nämlich 

l  —  pcosip    ,        a  —  p mKp,      so  wird 
:w2y 


-TT.pd'l"^"- 


Der  Hilfswinkel  bestimmt  sich  demnacii  aus  der  Gleichung 
ig  2  (j)  =  —  (jr  "s"      und  dann  ist      a  =  ltg^i; 
weitere  Auflösung  mit  Hilfe  der  Möil%eeide  sehen  Gleichungen. 

12)  Gegeben  ein  Winkel  a,  die  von  seinem  Scheitel  aus 
gehende  Höhe  ft'  und  das  Verhältnis  ^  =  ^  der  den  Winkel  ein 
schliessenden  Seiten, 

Es  ist  ^^  -  90'  -  I ;    ferner    ig  tl^  =  ^^  ctg  |  =  ^^^  etg  | 

Damit  sind  ß  und  y  bestimmt,  und  dann  h  =  --.  ~,   e  —  —. — ^- 
Zur  Rechnung  Tgl.  die  Bemerkung  bei  6). 

13)  Gegeben  eine  Seiten,  der  gegenflberliegende  W^inkel  c 
und  die  Länge  vi  der  Halbierungslinie  von  er. 

Nach  Fig.  60  ist; 

£^^''^^-  +  iS-/''l  =  '''  ^■''■°'^' 

hat  die  Winkel  ß  nnd  y  zu  bestimmen  ans ; 


Wie  bei  allen  ähnlichen  Aufgaben  (vgl.  §  20)  wird 
man  zum  Ziel  gelangen,  wenn  man  neben  das  gegebene 
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Iß-f-y        I  a\ 

-■"ä--  =  e   =  90 "  —  ö-     als  an  bestimmen  stellt 
■  w  ■  =  <p ;    aus  beiden  Gleicbungen  ergiebt  sich  zunächst 
ß  =  s  +  (f,    ^  =  e  —  <p,    dh    man  hat  den  Wmkpl  •{  zu  bestitnmon  a 
1  1  a  , 

—:—7 r  H ; r  = Oller    aUS 

stn(s  +  cp)      «HIB  — q;)      ,^  ^^„^ 

sin  {e-(f)  +  sin  (s  +  qi)  =  -^--  sin  {e  -\-  cp)  sin  (e  —  (p)     oder : 

■2sinecos(p^ {cos  2  b  —  eos  2  ip)  =  —  "     ^  (cos  2  <p  -  eos  ^ 

Hun  ist    sine  =  cos-^,  also  geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 

2 cos ip  =  —^-. —  (cos 2qi  —  cüs2e)  =  -^-. —  (cos^  qj  —  cos^ s), 
d.  h.  man  erhält  für  costp  die  quadratische  Gleichung: 


cosS  (f)  —  2mcos(p  —  oos^ e  =  0      oder      co  cp  =  m  +  V'mä  +  cos^ e- 
s  Zeichen  —  vor  der  Wurzel  ist  ubn'w'nB  nicht  branohbar,  weil  cos((i  — 

■     „      nicht  negativ  sein  Itann;  die  Auflösung  ist  also  Eindeutig.    Kit 
sind  ß  und  y  bekannt  und  damit  6  und  e  zu  rechnen.  Den  Ausdruck 


J-r 


■filr  cos  qo,   nämlich  cos  «p  =  m  -f-  Yrnf  ■+■  cos^  e  =  m  -t  \^  +  siiß  ^  ^^^^ 
man  ganz  bequem  mit  Benützung  von  Additionslogarithmen  rechnen. 

Bedingun      1      Milkt  +V      +        -<1        1 

l_2m>si«^|     ; 

D           t  h     }  A  fg  h    h  t    Q  d     PI          t          te    1     f  lg  nd 

F    m          g  w        B  hmth  t      lingt    D      h        n      f  d     H  Ih   rungs 

In     d      ggb          W  kl    SAG  g      bn      P     kt  J?           G    ad          u 
ah       d       d       wh      dShkld     Wmk  1    f  11    d   St    kB 

Ib         G  hltew         tdÄfgbmmfahtndh 

gmthKtkt  lD{Vglhtdb         Bhng) 

M     b  t     ht  Eontrolle  der  vorstehenden  Rechnung  auch 

nid      E  11  d        1  hschenkügen  Dreiecks  («/  die  Höhe  auf  a);  in 


n  Fall  ist  «>'  =  -^ ,  also   w'  sinu  =  a cos^ -^  und  r. 


vfsina 
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=  i-cos^-^;  es  ist  also  in  diesem  Falle  |in2_|- sina,  was  unter  der  Wunel 
bei  cos <f)  steht,  gleich  —  cos*  -^  +  sitfi  '5  —  ^~ ^^^^  "2  "'"  "i"  ^"^^  2  " 
[l— I  eosa|]^=  {1-»«F,  somit  cos  (p=nn-  (1— >b)=1,  d.  h.  (p  =  ^^  =  0, 
wie  es  in  diesem  Pall  sein  soll. 

Beispiel.     a  =  WO0\  W  =  (J  =  100in  giebt;  w  =   -^-  sina  —  = 

y.|-l/3  =  -^y3;M»-|  =  si»300  =  |-.    also    Vm^  +  s*»s |.  =  y^  ^  ^ 

^yV?"  und  co8<p  =  j(y3  + vT),  alsoAuflösungunn]öglich(flOsqi>l); 
wie  ist  das  geometrisch  unmittelbar  zu  sehan? 

M)  Gegeben  {a  +  c)  =  l,  (h-he)  =  m  und  derWinkelj'.  Voraus- 
gesetzt sei  dabei  !>»!,  d.  h.  o>6  und  also  auch  t>^- 

Die  JHoHweid«  sehen  Gleichungen 


-  c)  +  (b  +  g)  _ 


^y(«-(^)^ 


(^tf)-_<*_il^  =  l"_ii^Z^\     woraus 
cos  2" 

In  dieser  Gleichung  kommt  als  unbekannt  nur  der  Winkel  y  [«  —  (^)  vor, 
der  aus  ihr  mittels  §  19,  8,  1)  bestimmt  werden  kann.  (Form  s»nq>  + 
pcos'p  =  q). 

Eine  etwas  andere  Lesung  von  der  Gleichung  (1')  aus  ist  folgende;  denkt 
man  sich  ein  Dreieck  konstruiert,  das  1  und  m  als  Seiten  enthält,  die  den 
Winköl  y  zwischen  sich  haben,  bezeichnen  ferner  t/  und  ß'  die  Winkel,  die 
l  und  m  in  diesem  Dreieck  gegenüberliegen,  so  ist  gemäss  den  Nepei- sahea 
Gleichungen,  wenn  man 

(2)  tg>i>  =  j elg  -i-         setzt, 

(3)  a'  —  ß'  ^^        und  ferner  ist       "'  +  1^'  ^  9Q0  — |-,       somit 

(4)  a'  =  900  —  .?--!-  q) ;  ß'  =  901  —  i.  —  qi       bekannt. 

An  Stelle  der  Gleiehnng  (1')  kann  man  die  folgende  schreiben: 

Hammer,  TrigouomeWIe.    2.  Aufi.  lg 
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cos-i(a-|3)  +  2«i»/ 

setzt  man 

,.'-^   --/. 

so  erhält 
(5) 

man  l<tkM  aus  der  letzten  Gleichung: 

dn  i/i  =  2  «m  i  sin  '^-^-    Aasserdem  ist 

0  =  ^^  —  ^^^,  also 

(6) 
erhält  ma 

t!  =  a'  -hfp           ß  =  ß'  ~ip  bekannt;   schliesslich 
n  c  gemftss  (1)  aus 

(7) 

l}^^)cos^ 

«(qs-hiC) 

Bedingung  der  Möglichkeit;  Gleichung  (5)  liefert,  da  a' ~  ß" 
>  0  ist  (o  >  6  vorausgesetzt) ,  stets  einen  spitzen  Winkel  ifi.  Ausserdem 
musa  aber,  wenn  der  aus  (6)  sich  ergebende  Wert  von  ß  zulässig  sein  soll, 
^<ß-  sein,  d.  h.  es  muss  sein  sin «' < 2 ssw /i'     oder    i<2m. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  notwendige  Bedingung  auch  hin- 
reichend ist.  Wie  ist  aber  o  zu  reoiinen,  wenn  l  =  in  ist?  (c  +  a  =  c  +  b, 
oder  a  =  &,  «  =  (J,  d.  h.  das  Dreieck  ist  gleichschenklig ;  ff  und  ijj  werden  0). 

Beispiel  (fünfstellig): 


j-^eso  40'  30" 

c 

2.08  528 

QOft 

^_|_q,-ft'-620U'U",7 

«1=218,71 

0.73  617 
9.92439 
1.42  472 
7.33  347 

0.19  018 

900- 

l  —  m-  26,59 

l  +  w=i6i,01 

cp^  5  30  15",s 

|-=:-!2  5015 

„=67  44  27 
j3=46  35    3 

tgf 

8.94  837 

c= 121,70 

sinq, 

sin^ 
2 

8.94  667 
9.73  421 
0.30  103 

fl=I2:J,60 

\p=  5S015,e 
qi-M;j=10  34  42 

b=  97,01 

sm^> 

8,08  191 

15)  Die  Seiten  eines  Drei, 
.oben  h\  h",  h"'  gegeben  sind. 


Auflösung:  Setzt  ni 


,„ünd^=-'(^'+S"+^"'), 
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so  wird  F=    -  -- ■   -  (vgl  Gl.  (9)  in  §  25)  uod  damit 

a  =  2-F^',  Ö  =  2JP§",  c  =  2Fy".  Beweis  leicht  mit  Benütanng  des 
Ausdiucbs  der  Fläche  F  in  den  drei  Seiten. 

16)  Wenn  in  einem  Dreieck  ein  Winkel,  z.B.  a,  sich  wenig 
von  ISO't  unterscheidet,  so  unterscheidet  sich  die  Summe  seiner 
Schenkel  tp-¥  c)  wenig  von  der  dritten,  dem  Winkel  gegenüber- 
liegenden Seite  o.  Wie  ist  diese  Seite  a  am  bequemsten  zu 
rechnen  und  wie  die  beiden  Wiukel  an  ihr? 

a)  Pur  a  hat  man :  a^s^lß  +  c^  —  2  &  e  eos  «,  oder,  da  «  wenig  von 
1800  verschieden  sein  soll,  mit  «  =  ISO«  — e  ,  e  =  1800  — a  (e  klein): 
„a  =  62  +  c3  +  2  ft  c  cos  e  =  63  +  cä  +  2  6  c  —  2  6  c  (1  -  cos  e)  =  (6  +  cS)  — 
4  6c  sitß  -i-,  also 


=  7/(6  +  0)3  — 4ö<:sma-|-  =  (6  4-c)7  ' 


"|/l  —  r  "wenn  a"  em  so  klemei  echter  Bruch  ist,  dass  j.2  gegen  i  nicht 
mehr  in  Betracht  kommt  für  die  anzuwendende  Genanigkeit^stufe  dei  Eech. 
nung,  =1  — 5"  setzen,  denn  eeistl  — -„-     =1  — j-j--j-,   wobei   aber 

nach  dem  eben  Ausgesprochenen  hier  dia  letzte  Glied  rechter  Hand  gegen  x 
nicht  mehr  m  Betiacht  kommen  soll     Man  kann  also  in  (1)  setzen ; 

(2)     o=-l6+c)ri  -  ,,-  '^—sstrß^^\}>+C)—-T-^sitfi^  oder  endlich 

auch,  wenn  man  beachtet,  dass  sm-^={ 

dass  hier   ( —  j    gegen    —    nicht  mehr  in  Betracht  kommt : 

Ist  e  oder    -  eine  runde  Zahl  (auf  1'),  so  dass  man  sin-^  unmittelbar  in  der 

Tafel  findet,  so  wird  man  die  Form  (2)  vorziehen ;  rechnet  man  den  kleinen 
Übersehuss  d  von  (6  +  e)  Über  n  aber  mit  dem  Eechensohieber ,  so  ist 
(2')  bequemer. 

Dasselbe  Resultat  erhalt  man  auch  so:  Setzt  man  in 

«2  =  6'i  4-  c2  +  2  6  e  cos  e    für  con  a  die  Beihe : 

cos  e  —  1  ^  -„    -)-)-...,  wobei  man  beim  zweiten 
Glied  abbricht,  da  «3  gegen  *  nicht  mehr  in  Betracht  kommen  soll,  so  hat  man : 

„3  ~  62  -i-  c2  -H  2  Z.  <;  fl  —  -i-  (-  Y)  =;  (6  +  c)2  —  6  c  [  *  Y,  also 
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=  /< 


=  7/  (6  +  c)a  -  & 


^ih  +  c)- 


obeo. 


Beispiel. 
&  =  812,487 
c  =-  247,501 

*  =0045'0" 

h  +  c^  559.988 
d  r=      0,04T 


»9.941 


=  312,487.  c  =  247.501,  «  =  178t>3i>'0"(e=lö80' 0"). 

Die  Länge  Ton  a  fällt  also  hier,  trotz- 

2.4948  ''^'"  ^^^^  derBreehnngswiiikel  zwischen 

2.3936  ö  nndc  um  l-^-Ovon  1800abweicht,iiur 

e)  7.2518  um  47  mm  kürzer  aus  als  (6+c).    Der 

obig'e  Ausdruck  für  d=^ifi+c) — a  zeigt, 
6  ^339—10    dass  d  für  kleine  Winkel  e  proportional 

s3  wächst,  z    B.  wäre  für  e  =  30  die 

^  e?*)!  Diffpienz  rf  4mal  so  gross  als  neben  be- 

reihnet  füif  =  -j-0  4mal  kleiner  als 

Diese  Aufgabe  ist  ia\  manche  ^.r^ktische  Anwendungen  in  der  Geo- 
däsie wichtig.  —  Der  Vorteil  solcher  Äntlflsnng'en  m  der  Nähe  der  Qrenafälle 
ist,  ansser  der  Veremfachnng  der  Eechnung  an  5il.1i,  der,  dass  man  selbst 
für  scharfe  Eechnung  nur  Logarithmen  mit  wenigen  Ziffern  branoht  (oder 
den  Kechenschieber  anwenden  kann)^5j 

b)  Nun  die  Winkel  /9  und  j  Es  ist  gegeben  die  Summe  der  Winkel; 
ß  +  y=  180«  —  «  =  *  =  l*»  30'  0    =  5400    umi  ihi  Sim^s- Verhältnis  -^ 


_312^ 
""  247,5' 


Waram  ist  hier  der  Schluss  gestattet; 


/'  ^  5400" 


■  312,6  +  247,5  " 
247,5 


5400' 


■  312,5  +  247,5  " 
1  für  die  rerlangte  Genanigkeitsstnfe  (  —  1"  und   (  — 1"   gegen 
1  vernachlässigen    kann ,    ist   die   oben    gemachte    Annahme 


31^2^ 
"560,0 

247,5^ 
"  560,0 " 


ß-'  =  3018" 

ß" 

3.47  905 

,3-00  50'  13" 
y  =  00  39'  47" 

312,5 
E  560,0 
5400" 
247.5 

2.49  485 
7.25  181 

Y  =  2387" 

2.39  358 

/' 

3.37  778 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  ,3  +  j*  =  1«  30'  0"  und     .    '    =         ' 

mit  Benützung  des  Hilfswinkels  oder  der  Eexsshen  Tafel  für  hg  ^i 

(Tgl.  zu  beidem  §  20,  1)  und  Anm,  nach  8))  giebt  (unter  der  Voraussetzung, 
dass  bereits  log  6  und  log  c  bekannt  seien)  und  ebenfells  mit  fQnfstell^er 
Rechnung: 
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A  =  380  2^  46" 

*?i 

9.89  873 

2^  =    00  45'    0" 
'^7^-    00   5'ir 

otit(450+J.) 

8.11  696 
9.06  471 

'»^ 

ß=    00  50' 13" 

y=    0U39'47" 

^  =  00  45'    0" 
^^  =  00   5'  13" 

9.89  873 

1  -sc 

1+3^ 

9.06  470 
8.11  696 

;3  =  00  50-  13" 

ttzl 

7  1R1fifi 

I  s  i 


r  B  li  Taf  1  t  1  a  B  ehu  g  f  li  B  quemlichkeit 
de  Bing  tw  nVrtI  ah  td  Bei  n  harfer ,  sobald 
tg  =  x    n  ä     Hah  1     t  (l  3  m  A     Hh       n0zB99....  oder 

0  Ol  )  1  b  t  d  Int  p  1  t  n  b  fa  {■i'^  +X)  ht  bequem 
b  a  ht  f  l  h  au  h  bt  ha  f  g  m  ht  u  w  d  wa  um?  Warum 
hätt    üb    huitf     d     l    d  n  1  t  t     S    hn     ffn  t  11        Rechnung 

gaögt 

Man  versuche  auch  ander«  ähnliche  Aufgaben,  die  sich 
Grenzfällen  nähern,  auf  solchen  Wegen  aufzulösen.  Später 
werden  sich  in  den  DifEerentialformeln  yielfach  unmittelbar  bequemere 
Formeln  finden. 

3)  Eiaige  weitere  Sätze  über  das  schiefwinklige  Dreieck. 
Die  folgenden  Sätze ,  die  zum  grössten  Teil  von  der  Planimetrie 
her  geläufig  sind,  sollen  trigonometrisch  bewiesen  werden: 

1)  Satz  Tou  Stewart.,.  Verbindet  man  in  dem  Dreieck  ABG 
einen  beliebigen  Punkt  Z>  auf  B  C  durch  die  Trangyersale  A  D  =  d  mit  .d 
und  sind  die  Abschnitte  B  ß  =  ai,  C  D  =  «j,  so  ist 

a,  62  +  «a  c^  =  a  {äß  ■+■  «i  113),      Ist  Winkel  ADB 
=  6,  so  ist  aus  den  beiden  Dreiecken  ADB  und  ADC: 

^  ßä  =  d^  +  Oi^  —  2  «j  d  .  eos  Ö 

TiTI  62  =  d2  +  032  +  3  Bj  d  .  eos  ö,  also 

j  (dß  +  fli^  —  c2)  =  öl  (63  —  d2  —  asjB)  oder 

Ol  63  +  og  c2  =  (i2  („j  +  oa)  -I-  Ol  oa  {«1  +  a^) 
=  [ä^  +  ai  ag),  w   K  b   w 

Zusätze :      a)   Ist   die   Transyeis'ile   d   die 

■"  Winkellialhierende  «/,  also  mit  den  Bezeichnungen  von 
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§ 

27.    Weit 

re  S 

ätze  über  das  schiefwinklige 

Dreieck 

§  25,  e 

wo  «': 

.  etwa  «a  =  a',  «i  =  a"  (dort  stGsst  «i  an  6,  a^ 

a"  =  b:c  sich  verhält,  so  wird  aus  der  angeschr 

a' :  (a'  +  a")  =  6 :  (6  +  c) ;   «" :  («'  +  «")  =  c 

ebenen 

)  zu  setzen, 

Proportion: 

oder 

a 

-t- 

'  a         h 

Tl 

und  da  nach  Stewart  allgeme 

nist:  n 

o^  +  a"l^ 

=  a(d^ 

-f-n 

a")    oder 

d^ 

+  a-a-  =  -c^+--i'i-c 

0  wird  hier 

lo'S  = 

6 

e^  +T^ 

-m 

-a'a"  =  be-a'a". 

Dies  ist  die  Gleichung  (37)  in  §  25.  Man  lese  diese  Gleichung  auch  direltt 
aus  der  Figur  (z,  B.  60)  ab:    Es  ist  &=  — -- }_ii,  c= V-^     ^ '  ; 

a'  =  — ^ ,  a"  =  — -. — g—  ;     hieraus  findet  ma,n  sofutt :      hc  —  a'  a"  = 

b)  Ist  die  Transversale  d  die  Schwerliiiie  (',  also  cq  =  a^  =  -^  ,    so 

wird  -^  (6«  +  c2)  =  n  ('(■^  +  ^]     oder    62  +  c^  =  2  C^  +  "^  (vgl.  Gl.  (41) 
in  §  25);  schreibt  man  die  andern  Gleichungen  ebenfalls  an: 

ca  -1-  «a  =  2 1"2  +  -^ ;  o«  +  6^  =  2  i"'a  +  -^ ,  so  erhält  man  durch  Kom- 
bination dieser  drei  Gleichungen  auch  leicht  die  Gl.  (42)  in  §  25. 

2)   Zieht    man    durch   die    Bclce    A  die 

I   Trangyersalen  A  T)  und  .^  E  so ,    dass   Winkel 

BAD  =  CAE=e       ist,  so  ist 

6S :  <^  =  (0  D  .  0  E) :  (B  £ .  B  D). 

Mit  den  Bezeichnungen  der  Figur  ist; 

CD__  lsin(a~6)i  sin ß    CS  _  bsine:mif 

■     B'E^  csinia  —  s):sinv  '  BD  ''  csinf.sinfi' 

CD    GE       }ß 
«Iso  ^^.-^^  =  ^.w.  z.  b.  w. 

3)  Satz  des  Geva.  Sehneiden  sich  drei  Ecktransversalen  eines  Drei- 
ecks in  Einem  Punkt,    so  sind  die  Produkte  je  dreier  nicht  z 
!  Scitcnabschnitte  einander  gleich. 
Es  ist  (Fig.  63) 
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~^  2/\30M=B0.0M.sinö\Zl\G0M^C0.0M.sinB 
2^GON=GO.ON.sinn2£^AON^AO.ON.smS 
2l^ÄOP  =  AO.OP.sini\2/\BOP=BO.OP.skil, 

(BOM).{CON).(AOP)  _ 
^  (COM).(AON).{BOP)~ 

auch,  da  die  Dreiecke  im  Zähler  mid  Nenner  je  paar- 
weise gleiche  Höhen  haben, 
BM.GN.AP=CM.AN.BP. 


■■   1     und     folglich 


Zusatz  1.  Ebenso  ist  die  Verallgemeinerung  des  voistehen- 
Satzes  zu  beweisen:  Schneiden  sich  heliehige  m Ecktrana^ersalen  eines 
r  Seitenzahl  «  in  Einem  Pnntt,  so  sind  die  Pro- 
dukte der  nicht  ziosammenstossenden  w  Abschnitte  der  Gegenseiten  einander 
gleich. 

Zusatz  2.    Bezeichnet  man   die  Halbmesser   der  Umkreise  nm  die 
Dreiecke  B  OM,  COM;  C  0  N,  AON;  AOP,  BOP  (Fig.  63}  in  dieser 


Bei hen folge  mit 


B"(, 


ß',,   R'\, 


0  ist  J 


,.Bc  = 


Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Seiten 
BC,  GA,AB  eines  Dreiecks  ABG 
in  den  Punkten  D,  E,  F,  so  ist  das 
Produkt  der  drei  nicht  aneinander- 
stossenden  Abschnitte  der  drei  Seiten 
gleich  dem  Produkt  der  drei  andern. 
.  /\BDF  _BD.DF 
_^  ^  ^  'E'OD^  ~  CD .  DE 

(da  beide  denselben  Winkel  D  ent- 
halten, dessen  sm  in  Zähler  und  Nenner  sich  also  heraushebt);  ferner 
AG  E  D      GE.  ED  ,„,.  ,  ,  ,   .   ^  -     ^  ■;,      j       ,i,  >       ,    {sAFE 


AF  .FE 


(Winkel  bei  S 


1  und  im  andern  ergänzen  sich  z 


1800, 


BF. FD  ^ 
so  dass  ihre  sin  ebenfalls  gleich  sind). 

Die  Multiplikation  der  drei  Gleichungen  gicbt 
_  BB.DF.OE.ED.AF.FE_BD.GE.AF  , 

'^  ~GD  .DE.AE.EF.BF.FD~  GD.AE.BF'  ^'  ^'  '  "' 
Znsatz.  Auch  dieser  Satz  ist  zu  verallgemeinern;  er  gilt  für 
ein  ganz  beliebiges  Polygon:  werden  die  Seiten  irgend  eines  Vielecks 
(«-Ecks)  von  einer  Geraden  geschnitten ,  so  ist  das  Produkt  der  nicht  zu- 
sammenstossenden  Abschnitte  auf  allen  «Seiten  gleich  dem  Produkt  der 
llhrigeu  n  nicht  zusammenstossenden  Abschnitte  der  Seiten. 

5)  Aus  dem  Satz  des  Oeva  folgt  unmittelbar  der  weitere,  ihm  analoge: 
Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
^  B 0  mit  den  Ecken  A,  B,  C  des  Dreiecks ,  so  ist  (vgl.  Fig.  63) ,  wenn 
<*!'  "a;  ßii  ßi':  fi'  '/i  '^i^  Teile  sind,  in  die  die  Dreieckswinkel  a.  ß,  y  zer- 
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legt  werden  (K],  ßi,  y^  je  in  verschiedenen  Dreiecken  mit  0  ab  Spitze): 

smui  .smßi.  dn  yi      . 

sin  a^.Bmßü-  siny^" 

Zusatz.    Auch  dieser  S&ix  ist  zn  verallgemeinern;    Verbindet  man 

.j,  (Fig.  65)  einen  beliebigen  Punkt  0  in  der 

Ebene  eines  nEcks  mit  den  Ecken  Ä,  B, 

C...K  dieses  n  Ecks  (der  Punkt  O  braucht. 

nicht  notwendig  im  Innern   des  Vielecks 

au   liegen,    wenn   nur   der   folgende  Aus- 

I    druck    ,  TeUe     der    "Vieleckswinkel "    ent- 

'    sprechend  abgeändert  wird)  und  sind  <Xj,a^; 

ßi'  ßz'  hl  7i'' ^i<  "z  ^is  Teile,  in  die 

die  Polygon  Winkel  u,  (i,  y,...x  durch  die 
Verbindungslinien  0 A,  OB,...  OK  zer- 
legt   wi'iden    («i.   ^,.    Xi,  ...Mi    in  ver- 


schiedenen Dreiecken  mit  der  Spitze  0),  s 


«^_ 


Der  Beweis  des  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  fortwährenden  An- 
wendung des  Sinm-S&tzes  auf  die  Dreiecke  AO  B,  BOG,....  KO  A. 

Der  Sitz  ist  wichti"  als  Schlussaatz  für  Pin  trigonometrisches 


)  D     D        k     t    5)       t  tt  t 
1  Z    It  m       m  D         fc   d 

mdÄ„      dA„?^      d.}   ,    h  ^ 


tt  Ib     f  lg    d      b  t     1 
Hl  f  d     b  t 

li   Ab    h    tt     ml     1 


d      Hb     dur  1    I     gm        1   ftl   1      D     h    h    tt  p    kt      t  dt  w    1 

d     Pdl.td     bd      Abhttd      Ib      Hl       tk      tat. 

7j  D     D      h    h    ttsp     kt  IT  d     H  h  D       k     d     M  tt  1 

\     ktMA       mdD        kbhb         Er  ddDhhtt 

pktrid       Slwh        (ShwpktdD       k)l  F 

G      1  d  t  RO  =  OT        £a  h  t     B  w 

b)D      K         d      Id      Ulbrugiktd      dr      St        m 
D        k        thait       gl     1     ii     P     p    kt      1      H  h  n       d    halb     t   di 
1  Äbtntt?^A       1        dd       Hh       (N  KisjAh 

h  f    h  t      B  ?    U       f 

^  Ebtbkttw         h  feSÖdhd 

Zhld       It        eahb  Gl     ig  dtttlB 

thtgd         fdik  ddAkr  ibhdPkt 

d  Ab  g        D    llbng       all    d        ^  t  d     W    t        Üb     g 

kmpkthBlt        hb  g        tV  fd  0 

Z      mm  t  11t    h  h  P  lg     a  g  f  h  t      in 

)  W  dl  gl     h  t      b    1     tt  11 

Büh         pktdik  (Rl  dD        kttil 
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D     eck  kntr       t      dwn         udÄln  Eaiin     des  In-  und   des  Um- 

k  d  nDekb        im  t       =2i'R'. 

D     S  t  n  d     n  u     D        k      nd  (  gl   §  33,  Fig.  51  und  §  25,  4): 

a  i  7 

a  =      tg  —  =—  =      tg-^  =    —1)      c'  =  r  ctg -^  =  s  —  c, 

also  iat  s'  =  -^  (s  —  a+  s  —  b  -{-  s  —  c)  =  -^■ 

s'  —  a'  =  a  —  -y,      s'  —  b'  =  b  - — k-,      s'  —  c'  =  c  — 5-,  aomit 


»-4 


,/4(,_4)(._4)  („_..)• 


2f'B' 


_{s-a){8-V)(s-c)_ 


10)  Die  Halbmesser  der  vier  Kreise,  die  dureh  je  drei  der  vier  Mittel- 
punkte der  die  Seiten  eines  Dreiecks  berührenden  Kreise  (Inkreis  und  An- 
kreise) gelegt  werden  können,  sind  einander  gleich;  jeder  ist  gleich  dem 
Durchmesser  des  Umkreises  des  Dreiecks. 

11)  In  den  zvrei  Neben  winkelräumen  eines  Dreieckswinkels,  z.  B.  a, 
seien  die  zwei  Ankreise  gezogen  (Halbmesser  r"  nnd  r"');  das  Produkt  aus 
dem  kleinsten  vorhandenen  Abstand  dieser  beiden  Ej-eisum&ige  und  dem 
grössten  Abstand  (beide  Strecken,  auf  der  Halbierungslinie  der  "WinkellSOo — «, 
sind  nm  2  r"  -j-  2  r'"  verschieden)  ist  gleich  dem  Quadrat  der  dem  betrach- 
teten Winkel  gegenüberliegenden  Seite  (hier  also  =  o^). 

12)  Ist  in  einem  Dreieck  M  der  Mittelpunkt  des  nmbeschriebenen 
Kreises  (Halbmesser  R),  0  der  Mittelpunkt  des  Inkreises  (Halbmesser  r), 
sind  ff,  0",  0"'  die  Mittelpunkte  der  Ankreise  (Halbmesser  r',r",r"')  und 
bezeichnet  man  die  Strecken  MO;MO',M  0",  M  0"'  mit  d ;  d',  $',  d'",  so  ist ; 
d^  =  B{R—2r);  d'2=.Ä(fi  +  2r'),  d"^=R{li+^r"),  ^"3=  M(Ii+2r"-). 
Die  Summe  der  Quadrate  der  vier  Abstände  d  ist  also  gleich  dem  dreifachen 
Quadrat  des  Umkreis-Durchmessers. 
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Anhang  zu  Kapitel  1. 

Um  Gelegenheit  zu  Eechnuagsübung-eii  zum  §  24  und  zum  Teil  anch  zu 
den  folgenden  §§  dieses  Kapitels  1  des  II.  Abschnitts  au  geben,  sind  hier 
(wie  am  Schlnss  des  Eapitela  2  des  I.  Abschnitts  für  rechtwinklige  Drei- 
ecke 11.  8.  f.)  die  Stücke  (Seiten,  Winkel  und  im  allgemeinen  Flächenin- 
halt) einer  Anzahl  von  ebenen  Dreiecken  znsammengestelit.  Über 
die  Eechnungagenauigkeit  Tgl.  die  Bemerkung  vor  der  eben  genannten 
Zusammenstellung  im  Abschnitt  I;  die  Angaben  für  F  sind  selbst- 
verständlich auch  dort ,  wo  sie  scheinbar  runde  Zahlen  sind ,  nur 
Näherungen,  die  bei  einer  gewissen,  der  Rechnung  entsprechenden 
Stellenzahl  abgebroclien  sind,  mit  Ausnahme  der  rationalen  Dreiecke, 
vgl.  unten.  Für  einzelne  Dreiecke  im  ersten  Teil  der  folgenden  Samm- 
lung ist  statt  F  der  Umkreiahalbmesser  B  angegeben;  für  eine  Anzahl 
von  rationalen  Dreiecken  (s,  unten)  sind  statt  der  Winkel  die  Zahlen 
für  Um-,  In-  und  die  Ankreishalbmesser  angegeben.  Im  zweiten  Teil 
5  (Dreieclte  für  II'^)  sind  nur  die  Seiten  und  Winkel 


1)  Schiefwinklige 

Dreieciie  für  die  Fäll 

e  I,  n« 

imd  III. 

Hr. 

.      1       6 

.       1         a 

ß 

r 

F 

1* 

29,24 

30,18 

1,654 

ss-sg- 

123<'23',7 

2°37',3 

20,14 

3 

37,002 

40,234 

10,977 

65  13  41 

99    8  43 

15  37  S6 

200,505 

3' 

57,n6 

81,03 

104,87 

33  53,5 

50  46,3 

96  89,, 

2296 

4 

128,076 

164,393 

147,054 

48  10    4 

73    0  56 

58  49    0 

9006,2 

5 

134,03 

348,91 

306,03 

35  33  28 

52  45    8 

101  51  24 

16880,8 

6 

140.836 

349,465 

175,648 

33  17  42 

108  29  54 

43  12  24 

12026,8 

7* 

148,73 

193,05 

219,4 

41  39,7 

59  37,9 

78  42,^ 

14080 

8 

324,487 

190,990 

170,744 

76  28  54 

55  49  18 

47  41  48 

15854,4 

9" 

235 

105 

229 

SO 

26 

74 

8BtelI.Log. 

10* 

235,0 

104,6 

339,4 

80    0 

26    0 

74    0 

4-  ,       , 

11 

285,000 

104,607 

229,384 

80    0    0 

26    0    0 

74    0    0 

5-  ,       « 

12 

261.057 

225.811 

285,880 

60    2  19 

48  23  35 

71  34    6 

27901,9 

18 

268,044 

196,948 

315,862 

57  88  40 

38  22    0 

88  59  20 

36250 

14 

321,80 

385,34 

267,58 

55  36  33 

81    8  56 

48  19  36 

E  =  194,99 

15 

369,68 

286,72 

231,40 

90  23  10 

50  51  40 

38  45  10 

33173 

16* 

401,9 

477,7,5 

417,6 

52  49,6 

71  17,3 

55  52,a 

79490 

17 

402,678 

852,467 

408,900 

63  54  34 

51  49  30 

64  15  56 

65415,7 

18 

412,64 

499,50 

377,58 

58  59    0 

78  16  24 

47  44  36 

76276,7 

19 

426,37 

580,56 

375,49 

47  11  44'  92  33  15 

40  15     I'R::.290,569] 

30 

569,14 

409.42 

268,76 

112  27  20 

41  40    9 

25  53  31 

50844     j 
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Nr. 

« 

l 

0 

«   '   (i 

7 

. 

21* 

671,27 

650,28 

437,34 

73°17',4 

68=  6',i 

38»36',5 

136200 

22* 

1025,1 

624,7 

718,90 

99  12,2 

36  59,n 

43  48,8 

221700 

23 

1203,92 

890,76 

540,32 

112  18  16 

48  18  49 

ai  S2  5S;E=650,25\ 

24 

1249,17 

3992,87 

2287.05 

22*43  12 

112  16  42 

45  0  6  1S21850 

25 

2292,87 

1975,20 

2109,80 

69  57  4A 

52  27  32 

60  34  44[  1971950 

26 

3099,60 

2320,84 

2398,18 

71  54  12 

45  22  d', 

62  43  llj  3196770 

27 

3228,77 

1408,74 

2416,60 

112  27  Vi 

23  46  49 

43  45  58  1572570 

28 

3963,2 

2399,8 

3233,9 

88  6  4( 

37  14  4{ 

54  38  40  8878400 

29 

7844 

5216 

Q70O 

118  S6  5 

Qfi  Ol  Ifl 

'>5  2  S9  8792600 

30*t) 

130 

m 

58  7 

67  '"'^ 

m 

t)  Anmerknng  Das  1  täte  Dre  ecl  S  |  ist  e  g  rat  onales 
Bohiefwinkliges  Dre  e  k  wai  rend  be  aUe  Torhergehencien  D  e  eoten  die 
Zahlen  für  FNähe  ungswette  s  nd  st  d  e  Zahl  4C0  für  das  1  tzte  Dreieck 
streng  richt^.  In  it  onale  '  scb  efw  nkl  gea  Dre  ecken  s  d  d  o  Zaiilen 
für  die  Seitenlangen  a,  b,  e  und  zugleich  der  Flächeninhalt  F 
rationale  Zahlen.  Dass  damit  dann  auch  die  Höhen,  derlnkreishalhmeaser, 
der  Umkreishalbmesser  rationale  Zaiilen  werden,  folgt  aus  ah  =  2F, 
rs  =F,abc  =  iF.Ii.  Man  erhält  solche  Dreiecke  durch  Zusammenlegting 
zweier  rechtwinkliger  rationaler  Dreiecke  (vgl.  die  Bemerkung  bei 
der  Zusammenstellung  rechtwinkliger  Dreiecke  am  Schluas  des  Kapitel  2  im 
I.  Abschnitt).  Sind  x,  y,  z,  und  af,  y',  s',  zwei  Systeme  pjthfigoräiEcher 
Zahlen  (s  und  ?'  die  Hypotenusenzahlen),  so  sind  auch  mx,  my,  mz  nnd 
n  x',  nj/,  ne'  zwei  solche  Systeme  nnd  man  kann  ni  und  n  so  bestimmen, 
dass  awei  Eathetenzahlen  gleich  werden,  z.  B.  mas  —  naf.  Dann  sind  ms, 
« ^  und  my  i^ny'  die  drei  Seiten  eines  rationalen  schiefwinkligen  Dreiecks 
{das  eine  Zeichen  in  der  letzten  Seite  giebt  ein  spitzwinkliges,  das  andere 
ein  zugeordnetes  stumpfwinkliges  Dreieck).  Die  folgenden  sechs  Nummern 
gehen  einige 

Beispiele  fUr  rationale  seh  lern  inkl  ige  Dreiecke.  31)  und  32), 
ebenso  32)  nnd  33)  sind  einander  zugeordnet.  Alle  Zahlen  der  Tafel  sind 
rational,  z.  B.  ist  Ä  für  die  zwei  ersten  8i/g;  der  Punkt  üher  einer  Zahl  deutet 
den  periodischen  Dezimalbruch  an,  z.  B.  1,33  =  l^/g,  R  für  Dreieck  33)  ist 
14,6.2,5.15  _  181J/4_ 


72 


24 


=  '-^-7'5, 


Nr. 

« 

i 

c 

r 

f 

t" 

/"  !  i- 

B 

Sit) 

4 

15 

13 

1,5 

2 

24 

8  1  24 

8,125 

82 

13 

14 

15 

4 

10,5 

12 

14 

84 

8,125 

38 

14,5 

2.5 

15 

1,125 

12 

1,33 

18 

18 

7,552083 

34 

68 

75 

77 

21 

55 

66 

70 

2310 

42,5 

35 

370 

130 

400 

53,33 

800 

75 

48n 

24000 

200.416 

36 

510 

520 

530 

150 

433,3 

450 

468 

117000 

300,33 
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Über  eine  grosse  Zahl  (496)  yon  schief  winkligen  rationalen  Dreiecke» 
vgl.  Grebe  [siehe  den  Anhang  zn  Kapitel  2  des  I.  Abschnitts;  aus  den  da- 
selhflt  erwähnten  82  ersten  Systemen  pjthagoräisclier  Zahlen  gebildet);  Tgl. 
ferner  Schlömüt^  (ebenso)  u.  s.  f. 

2)   Schiefwinkliee  Dreiecke  für   den  Fall  Il<>. 


Kr, 

a 

b 

« 

ß              y 

c 

1' 

15,45 

18,00 

2ia  14' ,4 

i   240  57',g 
1 155  2,1 

188Ö  47,7 
3  43,5 

30.78  ( 
2,77 1 

2* 

18,75 

30,48 

26 

27. 

1  46  23,7 
U33  36,3 

107  8,6 
19  56,0 

40.22 1 
14.35 1 

3* 

33 

65 

30 

80,8 

90 

59  59,4 

56 

4 

171,99 

223,74 

49 

41  40 

(  82  46  46 
(  97  IS  15 

47  31  35 
83  5  5 

166,35  1 
123,11 1 

5 

200 

1000 

111 

11  11 

_ 

— 

— 

6 

624,16 

886,48 

43 

17  50 

(  66  47  36 
t 113  12  24 

69  54  34 
23  29  46 

854,751 
362,87 ) 

7 

760.28 

525,16 

110 

47  87 

40  13  20 

28  59  3 

394,070 

8 

764,5 

519,4 

87 

n  28 

42  44  9 

49  &8  23 

586,03 

9 

776,44 

585,32 

113 

15  22 

43  50  9 

22  54  29 

328,95 

10* 

4960 

3240 

103 

14 

39  29 

37  17 

3086 

11 

5874 

6349 

26 

29  20 

i  28  49  23 
\  151  10  87 

124  41  17 
2  20  3 

10828,75 1 
536,25  ( 

13 

5943,2 

61M,6 

47 

13  40 

i   49  15  38 

1 130  44  22 

83  30  42 

2  1  58 

8044,54 1 
287,26/ 
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Kapitel    2. 

TRIGONOMETRIE  DES  EBENEN  VIERECKS 

(teträgonoietrie). 

Anhang:  Erste  Andeutungen  über  Polygono(«etrie. 


Es  Idfet  sich  eine  Tetiagonometr  e  lufstelkti  dein  ahnlrier 
Weiso  wie  es  für  das  Dreieck  im  vorigen  Kapitel  geschehen  ist  Be 
Ziehungen  zwischen  den  "^tncken'  des  ebenen  "\  lerecls  aufsucht  *^)  Von 
'-'tucken  Itommen  hiei  wem  sogleich  uher  die  vier  'leiten  nnd  die 
Tier  Wmkel  (Summe  der  vier  Winkel  =  360  )  li  nausgegingen  wird 
vor  illem  in  Betracl  t  dei  Inhalt  des  Viereclis  die  zwei  Diagonalen 
sowie  die  Teile  n  de  diese  die  "V lereclcswinkel  zerlegen  Dese  Tetra 
g  nometne  ibt  aber  nicht  goiade  von  giossei  Wichtigkeit  sie  lasst  ich 
zum  Teil  fcoforfc  zurückfuhren  auf  die  Trigononrntrie  im  engem  '^inn 
(Kapitel  1)  zum  Teil  hetraehten  als  besondern  Fill  der  Polygonometne 
(E  pitöl  )  l  leclw  li  müssen  e nige  Aufgaben  und  bltze  über  das 
ebene  Viereck  nnd  besouleis  über  spezielle  ebene  Verecke  lier  behau 
delt  werden 

Em  beheb  ge  ebenes  Vieieck  it,t  dm  h  fünf  unabhingige 
Stücke  geometrisch  1  e  timmt  es  mnss  a!  o  möghch  sein  die  nbr  gen 
Stucke  auch  trig  notnetr  sch  zu  bereclinon  In  der  Ee^ei  h«st  s  üx  die 
Berechnung  zuruckful  len  auf  d  e  zwe  er  Dreiecke  in  d  e  man  daa  Vier 
eck  durch  eme  D  agonale  zerlegt  Tgl  unten  m  §  3  Ahnhch  wie 
beim  Dreieck  m  t  den  e  nfachen  spezieüpn  Fällen  des  rcchtwmkl  gen 
unl  gleich'ichenkligen  Dieiecks  begoanen  wurde  sollen  abei  auch  hier 
einige  speziPlle  Vierecke  voranstehen 

Hat  aber  dis  Veieek  Pme  Egenschift  die  die  Angabe  Eines 
Stncks  ersetzt  st  können  um  dieses  Vieieck  zn  bestimmen  nur  auch 
Tier  wetere  Sticke  gegeben  sein  Bin  solchea  Vieieck  ist  /  B  das 
Tiapez  fnr  las  die  Bestimmung  Icstelt  zwei  Seiten  1  egen  pat allel  und 
las  demnach  durch  vier  unabhängige  btuuke  gegelen  ist  Auch  ein 
,lLreisviPre{k '  und  ein  „Tangtntenv  ereck"  sind  solche  durch  vier 
we  tere  &tueku  bestimmte  V  erecl  e  beim  ersten  lai  tet  die  zum  Voiaus 
festgesetzte   Bestmming    wie    be  m    Trijez     zwei    1er  ^ le  eukswmkei 


y  Google 


286  6  '^     P"  llelo^i  IT  Ti  m  1  Traii^z 

geben  7Yisamm6n  IbU"  (al&u  auch  dm  7Wbi  ubiigpn)  nur  sind  diese 
Winkel  nicht  wie  beim  Trapez  zwei  antein  and  erleidende  Viereckswinlrel, 
sondpm  zwei  sich  gegenüberliegende    u   =;   f 

Sind  zwei  Bestimmungen  vorhanden  die  je  die  Angabe  eines 
Stucks  ersetzen  so  sind  noch  drei  unabhängige  btucke  zur  Bestimmung 
des  Vierecks  nötig  ein  Vüieck  dieser  Art  ist  i  B  das  Parallelo- 
gramm fje  7wei  Gegenseiten  sind  parallel  mit  Einem  bekannten 
Winkel  also  alle  viei  gegeben  oder  auch  die  beiten  imd  paarweise 
gleichj 

Drei  a  priori  anfgestPÜte  Anforderungen  an  das  Viereck,  von 
dem  Wert  je  Eines  Bpstimmungs«tuck=!  lissen  nur  norh  die  Wahl 
zweier  weiterer  unabhingiger  Daten  übrig  (Beis] lele  Rechteck;  hier 
sind  diei  Winkel  [damit  auoli  der  vierte^]  je  gleich  einem  rechten 
Winkel  gegeben;  Rhombus:  ein  Parallelogramm  (zwei  Bestimmungen) 
mit  gegebenem  Diagonalen-Schnittwinkel  [rechter  Winkel;  dritte  Be- 
stimmung] oder  Parallelogramm,  in  dem  die  zwei  Seiten  gleich  sind 
[dritte  Bestimmung]).  Viereck  mit  vier  zum  Voraus  aufgestellten  Be- 
stimmungen giebt  es  nur  Eines,  das  Quadrat:  ein  Rechteck  (drei  Be- 
stimmungen), in  dem  die  beiden  Selten  gleich  sind  (vierte  Bestimmung) 
und  das  in  der  That  durch  Ein  unabhängiges  Stück  (das  eine  Länge 
oder  ein  Flächeninhalt  sein  muss,  da  über  die  Wiukel  verfügt  ist),  be- 
stimmt wird:  Seite,  Diagonale,  Flächeninhalt. 

Über  das  Quadrat  ist  trigonometrisch  kaum  etwas  zu  sagen. 
Auch  die  Aufgaben  über  das  Rechteck  führen  unmittelbar  auf  die 
Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  zurück.  Es  mag  deshalb 
begonnen  werden  mit  dem  Parallelogramm  und  dem  Trapez,*") 

§  28.    Parallelogramm  und  Trapez. 

1,  Daten  und  Hilfslinien.  Ein  Parallelogramm  erfordeit  wie 
schon  angegeben,  znr  Bestimmung  drei  von  einander  nuahhängigf  btücke 
Durch  diese  ist  eines  der  Dreiecke  bestimmt,  in  die  d^^j  ParalleloeT'i'nm 
durch  eine  seiner  Diagonalen  zerlegt  wird,  oder  eines  dei  Dieiecke  m  die 
beide  Diagonalen  das  Parallelogramm  teilen.  Ea  iasien  sich  de  nnach  lUe 
Aufgaben  über  Berechnung  voa  Parallelogrammen  dirett  zurl  ckfQliren  lut 
Dreiecksaufgaben. 

Das  Trapez  erfordert  vier  Stücke  zur  Bestimmung  l'\j,l  ohen)  4u  h 
die  Berechnung  der  Trapeze  kann  anf  Dreieeksauf gaben  zurückgeführt  werden 
durch  Benützung  folgender  Hilfslinien:  iieide  Diagonalen  Lote  y  n  len 
Endpunkten  der  einen  Parallelseite  auf  die  andere ;  d  o  beiden  T  eraden  ■von 
denen  jede  das  Trapez  in  ein  Parallelogramm  und  Hin  Dreieck  teilt  Ver 
längerung  der  nicht  parallelen  Seiten  bis  zum  Durchschnitts punkt. 

3)  Pai'allelograitim.    In  einem  Parallelogramm  sindge- 
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g  28.     Parallelogramm.  287 

gelten  die  zwei  Seiten  a,  h  und  der  yon  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  «.  Gesucht  sind  die  beiden  Diagonalen  e,  f,  der  von 
ihnen  gebildete  Winkel  y  und  der  Inhalt  I'  des  Parallelo- 
gramms. 

Ans  den  beiden  Dreiecken  AIJC  und  ABB  erhält  man  (Kg.  66) 


unmittelbar,  da  üie  zwei  Winkel  des  Parallelogramms  sieh  : 


I  f  ^  ya^-hb^—2a hco. 
Perner  ist  aus  dem  Dreieck  ADO 


2  ._?  ./        lv'(aH&^)^-4ß^öäcos2a 


Mittels  tgy  = ^  erhält  man  leicht  aus  der  Yorbergeh enden 

Gleiohang 

2  a  &  sin  a 

Endlich  ist     (3)  J-'  =  2  .  A  ABB  =  «  &  .  sire  «. 

Greiizfall:  «  =  900  (Rechteck)  giebt  F=  ab.    Man  lese  aucb  für  das 

Eeehteck  tgy  = ^r-^ jr  direkt  ab  (y  Winke!  an  der  Spitze  eines 

hier  glMchschenkligea  Dreiecks  mit  h  aJa  Grundlinie  und  —  als  Höhe  oder 
a  als  Grtindlinie  und       als  Hebe). 

Zusätze.  1)  Im  Parallelogramm  ist  die  Summe  der  Quadrate  der 
Diagonalen  gleich  der  doppelten  Summe  der  Quadrate  der  beiden  Seiten 
(unmittelbar  aus  61.  (I)). 

3)  Sind  II,  V  die  Winkel,  die  im  Dreieck  mit  den  Seiten  «,  6,  e,  (Dreieck 
A'Bü)  den  Seiten  o,  ö  gegenüberliegen,  \£,  /  die  den  Seiten  «,  &  im  Dreieck 
n,  6, /'(J.BD)  gegenüberliegenden  Winkel,  eo  kann  man  t  und  /  aus  a, 
&,  «  auch  dadurch  rechnen,  dass  man  zuerst  pi,  -v  und  pi  v  bestimmt  (die 
Dreiecfee  a,  &,  a  und  a,\  (1800  — a)  nach  §  24,  IIb  auflö'.t)  Man  erhält 
ferner  mit  diesen  Bezeichnungen  den  unmittelbar  aus  der  Figui  dbzuletenden 
Satz;  6:/"=  sin  ju' :sm^  =  st»'/ ism*.  —  Anwendung  auf  das  Rechteck 
(Parallelogramm  mit  gleichen  Diagonalen), 

2)  Gegeben  seien  die  beiden  Seiten  a,  h  und  der  (der 
Seite  &  gegenüberliegende)  Winkel  j^  der  Diagonalen. 

Nach  der  vorhergehenden  L 
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288  §  28.    Parallelogramm. 

Mit  dieser  Gleichung  ist  die  Anfgate  auf  die  vorige  zurückgeführt 
und  zugleich  die  Determination  gegeben:  wenn  a>&  ist,  so  mnss, 
•wenn  die  Aufgabe  möglich  sein  soll,  j'<90''  und  ausserdem  2a&> 
(«^  —  V^)tgy  sein.  Grenzfall:  Eechtect  mit  den  Seiten  a,  h  (a'^b); 
dann  ist 


fi}j  =  -,     also     tg  j- 

1 

'■  a     __    &a 

■  (s.  oben)  und 

S!»  «  = 

1 

-■^    "*'" 

■  ö^ 

3)  Gegeben    s 

eien 

die   beiden   Diagonalen  e,, 

fv.u& 

d( 

Flächeninhalt  F. 

Es  ist  nach  1) 

e^ 

=  «2  +  ö2  + 

2  ö  i  cüs  « 

P- 

=  fta  +  öa_ 

2  a  &  cos  «,    somit 

e^- 

^p 

^^alcosa; 

;        femer  ist 

F 

=  ah  sin  a. 

also 

Der  Winkel  y  der  Diagonalen  findet  sich  ans  dem  Dreieck  AOD, 
in  dem  zwei  Seiten  —,  L  nad  der  Inhalt  _  bekannt  sind.    Es  ist 
l.'-.Lsi«,  =  l.        od« 

2       S      2  '  i 

(6)  smy  =  ^y-  (Determination  der  Äafgabe  ef:>2F). 

Bemerkenswert  ist  die  Gleichung  (6)  in  der  Form    (6')    2F  =  e  fsin  y, 

die  übrigens  für  ein  beliebiges  Viereck  gilt  (vgl.  g  30). 

2absina 
Endlich  ist  gemäss  (2)  a^~l/^=  — — — — ,  somit  sind,  da  aucli 

«2  4.  j2 _  —  (g2  _|_ ^j  bekannt  ist,  a  nnd  &  bestimmt.    Man  kann  a 
und  6  auch  mit  Benützung  der  Winkel  a  (aus  5)  und  y  (aus  6)  be- 
stimmen, oder  die  Winke!  n  und  *  (vgl.  Zusatz  2.  zu  1)  benützen;  u.  s.  f. 
i)  Gegeben  seien  Umfang  m,  Inhalt  i*' und  der  Winkel  u:. 

w  F 

Es  ist     ffl  +  ö  —  -5- ;    ferner    a i> sin a~F,   also    ab  ~  -. — , 

•momit  die  Aufg'abe  durch  Bestimmung  von  (a  —  b)  zu  lösen  ist  1   wie 
am  einfachsten  trigonometrisch? 

3)  Trapez.  1)  In  einem  Trapez  sind  gegeben  die  beiden 
Parallelseiten  a,  h  und  die  an  der  einen  von  ihnen  (a)  an- 
liegenden Winkel  y,  S.  Gesucht  werden  die  nicht  parallelen 
Selten,  die  Diagonalen  und  deren  Abschnitte,  und  der  Inhalt. 
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Zieht  mm  dun,li  den  einen  Endpunkt  der  Binun  PaiallelsHite 
(Fig  t)7)  Piöfi  Parallele  mit  der  zu  bb'itimmenden  ^Hite  --o  erhilt 
man  ein  Dreiedt  m  dem  eine  Se  tp  (u  —  h)  und  iie  Vlinkel  bekannt 
imi  Die  beiden  andern  beiten  dieses  Dreiecks  amd  unmittelbar  iie 
gesuchten  nicht  parallelen  Seiten 

Die  Diaftonalpn  iätien  sich  dann  als  diitte  leiten  in  zwei  Diei 
eckeo  bestimmen  ^on  denen  ]b  zwpi  Seiten  und  der  vtn  diesen  ein 
geschlossene  W  mkel  bekannt  sind  Mit  Hilfe  dei  Winkel  dieser  beiden 
Dreiecke  kann  min  endlirh  die  Abschnitte  berechnen  in  die  sich  die 
Di<^nalen  gegenseitig  zerlegen 

Um  den  Inhalt  I  7n  finlen  sei  J>  diu  Huhe  de':  Trapezes  d  h 
der  abstand  äei  Paiallel selten  dann  wird  (Inhalt  iea  abgeschnittenen 
Dieiecks  doppelt  ausgedruckt) 

K«-<')='-"Z''L"lT"     W  S36  M  (41]   .omit 


und  den  vier 


und 
-2öccos(180''-7)öaer 
h2bccos-/. 
Multipliiüert  man  (2/  mit  b,  (3)  mit  a 
und  addiert,  so  wird 
ac^  +  b p  =  ai^  +  ac^ -i- a% ■*- o^b  =  c^ia  +  b)  +  ahia  +  i)  oder 

(4)  a  c3  +  ft  /-s  =  (cä  +  ab)(a-*-  b). 
Ebenso  ist  e^  =  a^ -¥  d^  —  2ad cos 8 

p  —  b^  -{-  ä^  -i-^hdcosö,  woraus  folgt 

(5)  b e^  +  a p  ^  {ä^ -t- ab)  {a -h  b). 

Addiert  man  (4)  und  (ö).  so  erhält  man  folgenden  Satz: 
t« -i- b) e^  -h  (a  +  b)p  =  (a  +  i}[c^  -h  ä^  -h  2  a b]  oder 

(6)  e^  ■^- p  ^  c'^  +  d^ -i- 2 ab, 

in  Worten:    Im  Trapez  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Dia- 
gonalen um  das  doppelte  Produkt  der  Parallelaeiten  grösser 
als  die  Summe  der  Quadrate  der  nicht  parallelen  Seiten. 
Subtrahiert  man  (4)  von  (5),  so  wird 

fz  (a  —b)  +  e^(b  —  a)  =  (a+  b)  {cP-  —  c^}  oder 


(7) 


d^~ 
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290  §  29.     Sehnensiereck  (Kreis viereok), 

in  Worten:  Im  Trapez  verhält  sich  die  Differenz  der  Quadrate 
der  Diagonalen  zur  Differenz  der  Quadrate  der  nicht  paral- 
lelen Seiten  wie  die  Summe  der  Parallelseiteii.  zu  ihrer 
Differenz. 

3)  G-egeben   seien  die   vier  Seiten  a,  ö,  c,  d  eines  Tra- 
pezes.    Es  ist 

d^  —  {a  —  b)^  -|-  c^  —  2  e  (a  —  b)  cos  y ,  woraus  folgt 

cosy  = s — ; r: ;       ebenso  wird 

'  '  2  c  (a  —  o) 


(8) 


'  2cHa  —  b) 

Damit  sind  y  und  ö  bestimmt  und  ee  können  also  nach  1)  Diagonalen 
und  Inhalt  gefunden  werden. 

Ist   in    diesem    Fall   der   Inhalt  F  allein    verlangt,    so  kann 
man  ihn  in  den  vier  Seiten  direkt  ausdrucken.    Es  ist  nämlich 
F  =  ^ia-hb)h=  ~ (a  +  bj c sm y  ,  oder  da 

sin  y  =  Yl^COS^  y  =  V  (1  ■+-  COSy}\  1  —  COS  y)  ist, 

mit  Hilfe  des  obigen  Ausdrucks  für  cosy  nach  einiger  Umformung: 
a  +  6,, 


§  29.     Das  Sehüenvierect  (Kreisvierecb)  und  das 
Tangentcnvierecb.  ^i) 

I)  Sehliem'iei'ecb.     Zur  Bestimmung   braucht   man    vier   uii- 
^ij— ^]  abhängige    Stücke;   eine  Angabe    über  jedes 

' — '■ — '  solche  Viereck  steht  nämlich   von   vornherein 

A /"tilSZ^^^w  ^^^^''    ^*'^'*  ™  Viereck  ein  Kreisviereck  ist, 

/^Z      /^\\     ßiiöi  durch  alle  vierEcken  gehenden  Umkreis 
/%   ^p<  \    \    besitzt  (Fig.  68),  muss  die  Summe  je  zweier 

///"^   -^f       V   \  gegenüberliegender  Winkel  180''  sein. 
■^r^-Cl    \J\  /  («+)-  =  1800 

\       ^"'^'"'"'^-^fj  *^'  t|9  +  Ä  =  1800. 

x,^^  y  "  Wie  im  Trapez  sind  also  nur  zwei  Winkel 

^ — -""^  unabhängig  von  einander. 

Es  seien  gegeben  die  vier  Seiten  a,  h,  e,  d  (Fig.  68). 
Gesucht  sind  die  Winkel,  der  Inhalt,  die  Diagonalen  und 
der  Halbmesser  des  Umkreises. 
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§  2Ö.     Söhnen  Viereck  (Kreieviereckj.  291 

Es  ist  (2)     e^:=^a^  +  d'  —  2ad cos «     und 

(3)     cS  ^  62  -+  c2  --  2  6  c  .  cos  (ISO»  —  «) 
=  6*  +  c^  H-  2  ö  c  cös  «,     also 
a^  -^  iß  ~  2  a d cos K  —  b^  +  c^  -I-  2b G cos a       odsr 
2(ad  -h  7>c)coso:  =  (a^  +  d^)  —  (b^  4-c2) 

2  (ö  c  +  «  rf) 
j  erhalt  man  die  beiden  Gleichungen: 

_  (tt  +  'Q^-(5-c)^  _  {a+  d-^b—c)  {a+d~b-hc) 

2(be-had}     ^  2{bc  +  aÄJ 

_  -(«-rf)^+(6+c)^  _  (-a+d^b+c)  (a-d+h^c) 
1-cosa—     2(hc  +  ad)      ~  2ibc  +  ad) 

Setzt  man  {a  +  b-f~c  +  d)  =  2s,  so  geben  die  zwei  letzten  Gleichungen: 

a  /(~s-l,)(s  —  c)  .    a  /ls—d){s—a) 

^  '  2       '        l>c-h  ad  2        '        oc  +  öi? 

Ganz  ebenso  wird 

(5)    cosj=J/~  ^^^^^         und     «*„_  =  ^ -_^__^. 

ÄQs  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  folgt,  wenn  man  je  die  zusammen- 
gehörigen multipliziert: 

i     ■  2  V'fs—a)  (s-b)  js  -elTs^ 


.    ,       2y(^-a)(^-£)(^^c)(s-rf)- 

I  ''"^= ^TTd' 

Dividiert  man  dagegen  je  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5), 
so  erhält  man  die  für  die  logaritbmische  Rechnung  bequemsten  Formeln: 


a       -j/(s^d)(s^a)  ß  As -a)  (s-b) 

<^>   *^2  =  r  (T-TöH^T)  ^''^   ^^2^y(r-rc)js-=i)- 

Für  den  Inhalt  F  des  Ereisrierecks  findet  man : 
iF=adsiniz+besm  (ISO«  -  «) 
=:  {bc  +  ad) sin «,     somit  naeli  (5) 
(8)  F  ---  ^f~(s—a)  (s—b)  (s—c)  (s-d). 

Die  Diagonalen  können  mit  Hilfe  von  (2)  (ähnliche  Formel  für  f) 
berechnet  werden;  sie  lassen  sieh  aber  auch  direkt  in  den  Seiten  aus- 
drücken.    Es  ist 

c^  =  n^  +  d^  -^2  adcoxa  \  br. 
t     ^b^-i-  0    +2brrosa\   ftil 
maltipliziert  man  also  beide  Gleichun^pn  mit  den  recliti  angeschriebenen 
I  und  addiert   so  wird  a  eliminieit  und  man  mhalt 
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29.    Sehnen  Viereck  (Kreis  Viereck)  und  Tangentenviereck. 

e^ (p c  +  ad)  ^  ad (b'^  +  c'^}  +  i c (a^  -h  d'^) 
=  {ai  +  f  (?) (& (f  -4- « c),  somit 


'         '  hc  -^ad         '  '      r  uh  +  cd 

Multipliziert  mau  die  Formeln  (9),  so  kommt  man  auf  den 

Ptolemüisehen  Lehrsatz:  Im  Selinenviprpck  ist  das  Produkt 

der  Diagonalen  gleich  der  Samme  dpr  Produkte  je  zweior  Gegenseiten, 

Durch  Division  dor  beiden  Purmein  (9)  findet  sich : 

e  _ab  +  cd 

f  ~bc  +  ad 

Zar  Bestimmung  des  Umkreis-Halbmessers  B  ist  endlich 


-rf- 


Ic-had  2y(s~a)(s—J>)(s~-c)(s—d) 

(10) 


--i/^ 


-ad)(ca  +  bd){ab-i-cdl 


-a)is-b){s^cj{s~d) 
m.  1)  Man  betrachte,  durch  die  ganze  Entwicklung  hin- 
durch, auch  den  GrenzfaU:  eine  Seite,  z.  B.  d,  werde  kleiner  und  kleiner, 
so  dass  sich  die  Punkte  A  nnd  Z>  auf  dem  Kreisumfang  immer  näher  rücken, 
lat  (!=  0  geworden  so  "eht  das  Ereisviereck  in  ein  (beliebiges)  ebenes  Dreieck 
Ob      dl   D    g      i  iffU      nit  den  Seiten « und  e  zusammen.    Inder 

Th  t     1  alt  m  t  (?  =  0         (4)  (5),  (6).  (7),  (8)  und  (10)  die  vom  Dreieck 

h     b  k  P    m  1        d         den  Gleiehnngen  (9)  e  =  a  nnd  f^b. 

h  h   eine   Newtonschs  Aufgabe;    Wie   be- 

im es  Kreises,   wenn   die   Längen   von   drei 

h  g  ben  sind ,  derart ,  dass  der  Anfangs-  und 
1  f  lg  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind? 
t  (i  1  D  rohmesser,  die  Winkel  zwischen  a  und  f 
bt  W  kel,  also  a^  +  f^  =  d^,  e"-*-<ß  =  d2;  dazu 
d  C 1  chnngen  sind  e  und  /  la  eliminieren ;  man 
h    Cl     h  ng:  ^  — d(fl!»+ &3  +  e3)-3a6e  =  0. 

3)  W  k  ni  t  B  itiung  des  FtoJewäisohea  Lehrsatzes  die 
Satze  am  (cf  -h  ^p]  =  •'in  q>  co^iji  +  cos  f  nn  \)  oitj  +  V')  —  c  f  c  i^ 
—  stn  (f  ain  \p  a  blesen  '> 

4)  Legt  niin  m  emem  lelebigen  Dieietk  Kreise  lurob  je  eme  Ecke 
und  die  Mittelpunkte  dPr  in  dieser  Ecke  zus'immeistossenlen  Seiten  io  haben 
diese  diei  Kreise  gleiche  Durohmesser  und  schneiden  sich  in  Einem  Punkt 
(In  welchem   1 

3)  TangentenTieieok,  Erfordert  ebenfalls  zur  Bestimmung  vier 
unabhängige  Stu  ke  e  ne  Bestimmung  laitet  nämlith  dam  t  e  i  Viereck 
era  Taiigentenviereck  ist  (einen  le  iier  Seiten  zugleich  berühi enden  Inkreis 
bpiitzt)  nuss  de  Sumiie  zwuer  Gegenseiten  gleich  der  bnmme  der  beiden 
aiiem  Ue^ens  iten  sein 


2)  A  g  fü  t 

1      t         d 

E  dp 

fct  d         K 

fn  d 

m  Pll       d 

d 

h         a 

f=bl+         A 

mt 

f      rf  d      k 
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Es  dürfen  ilso  hier  nicht  die  vwr  Seiten  gegeben  sein,  indem   mit 
drei  gegebene  i  Seiten  auch  die  Tierte  aus  der  (jlei  hung 

^  c  —  b  ^  d  bekannt  ist. 

ei  Seiten  a,  b,  c  und  ein  Winliel  « 
die  flbrigen  Winkel,   der  Inhalt  und 

Man  kann  mit  Benützung  der  Diagenale  e 
die  Aufgabe  zurilokführen  auf  zwei  Drei- 
eckaaufgaben ,  indem  in  einem  der  beiden 
Dreiecke  awei  Seiten  a  und  d  =  (n  +  c)  —  & 
und  der  eingeschlossene  Winkel  a  und  so- 
dann im  zweiten  die  drei  Seiten  S,  e  und  e 
gegeben  sind. 

Die  Aufgabe  lässt  sich  aber  auch  direkt 
lesen  mit  Hilfe  der  leicht  zn  beweisenden 


Gleichungen  erhält  man  die  zwei  folgenden : 

Ans  der  ersten  Gleichung  (3)  findet  sich  sin^   und  damit  y.      So- 
dann ist  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)   das  Verhältnis    — ■ —    bekannti 
sin  -f  ö 

h  i-]  gegeben  und  demnach  die  Be- 


stimmung von  -^  und  -^  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe  1.  in  %  2( 
Fflr  den  Flacheninhalt  F  erhält  man  leicht  die  Gleichung 
(4)  p  =  yäbJdsin  ^^  =  Y"^~^'^ 


...ß^S 


md  damit  wird  endlich 

(5) 


F 


§  30.    BeÜeMges  Vieretk. 

1)  Vierecksaufgaben  and  Sätze.    Zur  Bestimmung  eines  Vier- 
ecks braucht  mau  fünf  unabhängige  Stücke;  es  können  also,  wenn  als 
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Stucke  vorlimfig:  aur  ^etun  unl  Winkel  a  BetravW  k>minen  gegeben 
sem  zwei  Seiten  und  drei  Winkel  drei  'leiten  und  zwt,i  Winkel  vier 
Seten  und  fm  Winkel  denn  awiscben  dfn  vier  Winkeln  be'.teht  die 
Beziehung  9umme  gleick  ObO"  Dabeisind  „gesclirankte"  Vierecke 
(in  denen  sich  ein  Paar  von  den  awei  Paaien  v  rhandener  Gegen^iten 
schneiden)  ausgeschl  ssen  Unter  dieser  V  lau&setznng  kann  äis 
Yiereuk  einen  zwei  oder  hei  stumpfe  Winkel  enthalten  es  kann 
aber  auch  Einen  uberstumpfen  Wmkel  nthalt  n  eine  einspringende 
Ecke  besitzen  e  ne  Ecke  die  nnerhalb  des  von  len  drei  andern  Ecken 
gebildeten  Dre  eck'i  hegt  Ein  V  reck  das  kuter  Winkel  ^  180" 
keine  einspringende  Ecke  hat  heisst  kinveTeij  Yiertok  Zwischen 
den  Tier  'Winkeln  e  ne=!  Vieiecks  bestehen  d  e  im  Anhang  zani  Ab 
schnitt  I    b    aufgestellten  Beziehungen 

Je  nach  der  gegenseitigen  Lage  der  ben  g  nannten  Bestimmnuf^s 
stutke  bieten  die  angegebenen  drei  FiUe  verschiedene  Autgiben  Alle 
lassen  sieb  Inrch  folgende  H  Ifslmien  auf  Dieieck  Aufgabun  zurück 
fuhren  Diagonalen  Verlängerung  £we  er  Gfegen  eiten  b  s  znm  Schnitt 
Lots  von  den  Endj.  unkten  cmer  Seite  auf  die  UegpUbB  te  Sind  z  B  drei 
Winknl  {lamitaich  der  vierte)  und  ^wei  ^uaammen^tissen de  Seiten 
gegeben  so  sind  die  die  Enliuiikte  ier  f,figebenen  Seiten  verbindende 
Diagonale  und  die  Teilwnkd  an  ihi  ans  d  m  ersten  Dreieck  {zwei 
Selten  und  der  zwischenlegende  Winkel  gegeben)  zu  lerechnen  das 
zweite  Dreieck  in  dem  dann  eine  Se  te  (die  b  rechnete  Diagonale)  und 
die  Winkel  gegeben  s  nd  lietert  die  zwei  zu  bestimmenden  be  ten  der 
Inhalt  dea  Vierecks  ist  gleich  der  Summe  dei  zwei  Dieiacke  Sind  da 
gegen  neben  den  ^\inkeln  zwei  Gegenseiten  gegeben  so  voiUngert 
man  die  nicht  bekannten  Seiten  bis  zun  Sohnitt  man  hat  so  wieder 
zwei  Dreiecke  die  beide  aus  e  nei  Seite  und  den  Winkeln  unmittelbar 
zu  berechnen  sind  die  zu  best  mmenden  Vierecksae  ten  sind  die  XJntoi 
8Ch  ede  zusammengehörender  Suiten  der  beiden  Dreiecke  lie  Vierecks 
flache  ist  de  Differei  z  der  beiden  Dieieckhfldtihen      U    s    f 

Weitere  Aifgibeii  entstehen  wem  auch  die  Diagonalen  und 
die  W  nkel  in  die  sie  die  Vieieckiwinkel  teilen  unter  d  e  gegebenen 
oder  7U  b  stimmenden  '-itncke  gehören  V  elfach  geben  eölbstverständliih 
auch  hier  die  oben  genannten  Hilfslinien  sotortige  Zunickfuliiung  der 
Auff,aben  auf  Dreieck  aufgaben  oft  abei  sind  die  so  aufzustellenden 
Vierecksaufgaben  auch  nicht  mehr  unmittelbar  duich  zwei  Dreiecks 
aufgaben  zu  losen  Es  seien  z  B  gegeben  zwei  znsammensto  sende  Vier 
ecksselten  und  der  Winkel  zwischen  ihnei  feiner  die  zwei  Winkel  in 
de  die  von  dem  Scheitel  les  gegelenen  Winkela  au  gehende  Diagonale 
den    gegen üerli  gen Ihh    A\inlel    z>'rlef,t       Man    mu  b    i  ci,  t    Vieieck 


y  Google 


g  30.    Beliebiges  Viereck.  295 

berechnen  können  denn  es  amd  5  vun  einander  nnabhiiigige  Bfistim 
mv!Dgs«tuitfi  vorhanden  Die  geometriBche  Konstruktion  ist  >,ehr  ein- 
fach man  wird  zuerst  die  zwei  Seiten  und  den  z wisch eulipgen den  Winkel 
aaftragpn  die  nerte  Ecke  und  damit  die  zwei  fehlenden  Seitenlangen 
erhält  man  dann  darch  den  Schnitt  zweiei  Ereisp  die  uber  den  aufge- 
tragenen Seiten  so  beschrieben  werden,  daas  sie  je  einen  der  weiter 
gegebenen  Winkel  als  Ptripfiene Winkel  fassen  Pur  die  trigonu metrische 
Rechnung  dber  lafest  sich  keine  Hilfslinie  mehi  unmittelbar  angeben, 
die  das  Viereck  m  zwei  "luzeln  „'«gebene  und  alM)  zu  bereohnonde 
Dreiecke  zerlegen  wnrde 

/  Ubei  diese  und  ahnhühe,  prak 

tisch  (geodatiat^h)  sehr  wichtige  Auf 
gaben  vgl  das  folgende  Eapitel  3 
Geodätische  Aufgaben 

Im  folgenden  sollen  nur  einige 
wenige    Sätze   ubei    da',   allgemeine 
TiPreck  abgeleitet  weiden 
A  ^  B      "  1)   Aufgabe.     Eine  Bezieh- 

ung zwischen  den  Seiten  und  don  Winkeln  eines  konvexen 
Vierecks  aufzustellen. 

Wenn  man  die  Endpunkte  einer  Seite  auf  die  tfegeuseite  projiziert, 
z.  B.  die  Ecken  B  und  '  aut  die  Seite  AD  (Fig  70),  so  ist  die 
Länge  der  Projektion  jeder  Seite  gleich  der  Llöge  der  Seite  mal  dem 
cos  des  Winkels  zwischen  ihrer  Richtung  and  der  Richtung  von  AD, 
also  der  Reihe  nach  (von  ö  aub)  gleich  atoba  ö(('-.[l&0"  —  (a  +  ß)}, 
C  cos  {180"  — ö);  es  ist  also: 

(1)  a.cosa  —  b.cos{a'i-ß)-t-c.cosd  —  d  =  0, 

Ganz  ebenso  erhält  man  durch  Projektion  der  Ecken  des  Vierecks  auf 
eine  zu  AD  senkrechte  Eichtung  die  Gleichung 

(2)  a.sma  —  b.sin(a-hß)~c.  sin  Ö  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  enthalten  die  4  Seiten  und  3  Winkel, 
also  «amtürhe  Stucke  des  Vieiecks  (dei  vierte  Winkel  i^t  n  cht  unab 
häning)  und  man  kann  mit  ihier  Hilfe  zu  fiinf  beliebigen  gegebenen 
umbhang  gen  Stucken  stets  die  beiden  fehlenden  bestimmen  Es  ist 
dabei  nur  noch  zu  beachten  dass  diese  Gleichungen  nicht  die  einzigen 
ihier  4rt  sind  Melmehr  erhalt  man  durch  Projektion  dei  Ecken  auf 
jede  der  viei  Seiten  (oder  eme  dazu  parallele  Richtung)  und  eine  d-uu 
senkiechte  Eichtung  andere  Toimen  die&ei  Gleichungen 

Man  erhilt  neben  den  oben  angeschriebenen  Gleichungen  (Pro 
jektitn  auf    l  und  auf  eine  Richtung  senkrecht  dazu)    aus   dei    obigen 
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Figur  noch  die  folgenden  Formen  {Projektion  auf  a  und  auf  die  Richtung 
senkrecht  daxu): 

i  a  —  bcosß-ccos  [1800  -^  (ß  +  y)] -.  d  cos  a --=  Q 
nnd  \bsinß  —  csinil80^  —  {ß  +  yy]  —  dsina^0    oder 
(1')  f  a  —  heosß  -t-  ccos(ß  +  y)  —  dcosa  =  0 

(2')  I  bsinß  —  csm(S  +  y)  —  dsina  =  0; 

ebenso  (nach  derselben  Reduktion),  durch  die  Projektion  auf  h  und  die 
dazu  senkrechte  Richtung: 

(1")  1   b~CCOSy  +  dC0S(y  +  S)  —  O  COS  fi  =  0 

(2")  i  csiny  -f-dsin(j-hd)  —  asinß  =  0; 

endlich  dTirch  Projektion  auf  die  Richtung  von  c  und  eine  dazu  senkrechte ; 
jc  +  6cos(1800  — ?')  +  dcos(1800  — ö)-aoös(«  -!- ö  -  ISO»)  =  0 
\dsmS  +  asm{u  +  ä—  180")  —  6sjm)'  =  0    oder: 
(1'")     i  äcosS  —  acos(if  +  S)  -hbcosy  —  c  =  0     und 
C'"')      i  Ä  S!«  ö  —  X  ^(V  (     -i-Ö)~b  siv  y  =  li 
D     Sjmm  t      d  U     h    g  g    pp       |1)   (  )  b     (1    ) 

{     )     t  d    U  h     Zw  d  1 1  t.1     1     g  mm      h  f  m 

d      Tltmm       d      4fl  d      Veckb      ffgg 

b  btk  td  jdfUmdt        BWklt 

Htm  m  gilb         Bpl  hmgh  1 

d  iß  g  b       d  Gl     1     g      (1)       1  (  )       tntt  !b 

e      d  il        fbk      tmWg         i  ö  i      t  Hyp  t 

btw   kl  g      D       k    m  t  fl      d  1    K  th  te 

dem  man  also  den  WinM  6  bofoit  berechnen  und  mit  seiner  Hilfe  e 
finden  kann);  oder  ist  gegeben  a,  c,  «,  ß,  y  (also  auch  8),  so  erhält 
man  aus  (1')  und  (2')  Gleichungen  für  b  und  d  von  der  Form  mb 
+  nd  =  l.  m' &  4-  w' d  —  r ;  oder  ist  gegeben  a,  b,  c,  d,  «,  so  liefern 
dieselben  Gleichnngeu :  bcosß  —  c  cos  (ß  +  y)=p,  bsiriß  —  csm  {ß-^-y) 
=  q  znr  Bestimmung  von  ß  und  ;■  (wie  sind  ß  und  y  zu  bestimmen  ? 
Wie  auf  anderem  Weg') 

Es  ist  jedich  zu  betunen  dass  die  Zerlegung  des  Vierecks  durch 
die  früher  angegebenen  Hiltshnien  der  Benutzung  zweier  der  oben  an 
geschriebenen  acht  Gleichungen  Tjrauziehen  ist  für  die  Stufe  der  Ent- 
wiüklTuig  der  ebenen  Trigonometrie  luf  der  wir  unf  hier  befinden 
für  eme  =!piteie  btufe  der  Entwicklung  (PrlYgonometue,  vgl  Kap  5 
ist  noch  mehr  zu  bevorzugen  das  Verfahien  dass  min  ubeihaupt  die 
tetragono metrischen  Aufgaben  nicht  al«  be'iondere  iulgahen  betrachtet 
sondern  'iie  nach  den  allgemeinen  für  beliebige  Puljgone  giltigtn  Voi 
Schriften  behandelt  Schjn  hier  sei  auf  dm  Nutzen  der  Einfühlung 
emea  rechtwinkligen  Ci  oidniatenavst^ms  hingewiesen      E';  seien 
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^.  B.  gegeben  ärei  Seiten  und  die  zwei  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkel,  z.  B.  c,  ä,  a,  ö,  a  in  Fig.  70;  man  sucht  die  vierte  Seite  6. 
Die  Lote  von  C  und  B  auf  d  (die  mittlere  Seite)  deuten  bereits  an, 
wie  man  bequem  das  Coordmatensystem  anzunehmen  haben  wird,  um 
sofort  die  Coordinaten  der  Punkte  C  und  B  zu  finden:  legt  man 
öen  Ursprung  in  den  Punkt  Ä,  die  +  a;-Axe  in  die  Kichtung  A  D 
(also  +1/  naah  rechts  unten  in  Fig,  70),  so  hat  man; 
Xi^acosa,  yi,=osmK  x,=rJ-\-c  <-Oi(1800=d)=  l  —  ctoab  y  =esii  b 
Nun  ist  die  gesuchte  Seite  Ö  offenbar  nichts  anderes  als  die  Hjpo 
tenuse  in  einem  rechtwinkligen  Dreietk  m  t  den  Katheten  (a.  —  -c^)  und 
1!/* — Wc).  also  nach  hekanntei  Alt  'ehr  enfacti  zu  berechnen 

Hingewiesen  lei  hiei  auch  nouh  darauf  dabs  man  die  obigen 
acht  Projtktionsgleichungen  (1)  (2)  u  b  f  die  Beziehungen  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  eines  Vierecks  ausdrucke  n  folg'ender  alle 
acht  zugleich  umfassenden  Form  aufstellen  1  ann  [man  leachte  olon  das« 
der  vierte  Winkel  in  einem  Vieieck  gleich  SbO"  mnus  1er  Summe  der 
drei  andern  ist,  also  z  B  Ä=  3600— («4-^ +;■)  gesetzt  werden  kann 
oder  c-osö  — (ö'Ot  +  fi-M')  und  smö  =  — sm(«+ 5  +  )-)]  'Werden 
die  Seiten  eines  Vierecks  (folgeweise)  mit  (j,  J.^,  ?g,  J^  bezeiehnet  und 
bedeutet  ^  den  Viere ekswinkel  zwischen  (j  und  /g,  fg  den  Winkel 
zwischen  l^  und  l^,  eg  den  Winkel  zwischen  J^  und  Z^,  und  t^  den 
Winkel  zwischen  l^  und  J^ ,  so  gelten  allgemein  folgende  zwei  Gleich- 
ungen (Projektion  auf  die  Richtung  von  /j  und  eine  Senkrechte  dazu) : 
1- ;,  cos  (1800  -  El )  + /s  cos  [360"  -  (E,  +  f  a)] 

-h;4Cös[540«-(fi,  +ea  +  «3)]  =  0     und 
h  /,  dn  (180«  -  ,i)  +  /j  ^n  [360«  -  (sj  -h  r^)] 

+  ;^  siw  [5400  —  («1  +g^  +  5g)]  =^0; 
oder  in  einfacherer  Form  geschrieben  (wobei  nun  die  Vorzeichen  alter- 
nieren): 

I  l^  —  ?3  cos  Ej  -1-  ^3  cos  (ej  -f-  e^)  —  '4  cos  (e^  +  fg  +  63)  =  0      und 
<  M  l^smsi-ls  sin  (ej  +  e^)  ■+  l^ sin  («1  -H  f^  -f-  %)  --  0. 

Man  überzeugt  sich  leicht  an  der  Figur,  dass  in  der  That  aus  (*) 
die  obigen  a«ht  Gleichungen  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  l^  der 
B«ihe  nach  mit  a,  h,  c,  d  (also  1^  der  Eeihe  nach  mit  b,  c,  d,  «;...) 
und  demnach  «i  der  Reihe  nach  mit  j3,  j-,  ö,  ir  (fa  der  Reihe  nach 
mit  y,  6,  a,  ß;--.)  der  obigen  Bezeichnung  identifiziert  und  womit  der 
in  den  Gleichungen  (1)  (2)  bis  (1'")  (2'")  neben  zwei  andern  vor- 
kommende Winkel  jedesmal  360«  miuua  Summe  der  drei  übrigen 
gesetzt  wird. 

Zu  beachten  ist  auch  noch,  dass  die  zwei  Richtungen,  auf  die 
man  die  Ecken  des  Vierecks  projiziert,  Iceineswegs  notwendig  die  einer 
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Seite  nnd  die  einer  dazu  Senkrechten  sein  müssen ;  wie  ändern  sich  die 
Gleichungen  (*}  mit  Eüclcaichfc  hierauf?  (Das  Nähere  wird  in  Kap.  ö., 
Polygonometrie,  aafüustellen  sein). 

2)  Formeln  für  den  Vierecksinhalt  F. 

a)  Es  seien  gegeben  die  vier  Seiten  des  Vierecks  a,  b,  c,  ä  and 
der  Winkel  s,  den  die  Diagiinalen  rait  eindiider  bilden. 

Bezeichnet  man  (Fig.  71)  die  Abschnitte, 
in  die  sich  die  Diagonalen  gegenseitig  zerlegen, 
mit  !/  h    I    I   ao  ist 

a^  =  g^  +  lfi  —  2ghcose 
J)^  =  h^  H-h^  +  2hkcose 

i-p=.  P'  +  g^  +  2lgG0S  e, 
somit,    wenn   man    in    der  ersten    und    dritten    Gleichung    die  Zeichen 
ändert  und  addiert: 

Nun  ist       2  F  --  gh  sin  s  -h  hk  sitt  e  +  kl  sin  t  -v-  lg  sin  s      oder  also 

h)  Es  seien  gegeben  die  beiden  DiagoDalen  e,  f  und  der  Winkel  e, 
unter  dem  sie  sich  schneiden. 

Es  ist  2F  =  {ff7i-\-hk  -^-11  +  lg)sine 

==[g{h-hl)-i-k(h  +  l)}sinB,     also 

3)  Zwei  Sätze.    Anhangsweise  seien  Mar  noch  folgende  awei  Sätze 
Über  das  beliebige  Viereck  angeführt; 

1)  Satz  von  Biecke.  In  jedem  konvexen  Vioroek  ist  das 
Prodnkt  der  Diagonalen  gleich  der  Summe  von  zwei  Produkten, 
die  man  erhält,  wenn  man  je  das  Produkt  zweier  Gegenseiten 
mit  dem  cos  der  Differenz  der  beiden  Winkel  multipliziert,  die 
auf  einer  von  den  beiden  Gegenseiten  stehen,  d.  h.  es  ist  (Fig.  72), 
wenn  (p  =  f  —  ??  —  ( —  ö  und  tj!  —  h  —  X  =v  —  fi  gesetzt  wird, 
c  /"  =  a  c  cos  q)  +  6  Ä  e<w  tp. 

Dieser  Satz  ist  eine  Erweiterung  des  Ptole^ 
»*Äi  sehen  Satzes.  Ist  nämlich  das  Viereck  ein  Ereis- 
viereck,  so  sind  die  oben  angeschriebenen  Winkel- 
difierenzen  gleich  Nnll,  ihr  cos  ist  als»  gleich  1.  das 
n  Produkt  der  DiagoiMilen  gleich  der  Summe  der  Pro- 
dukte je  zweier  Gegenseiten. 

2)  Satz  von  Bawr.  Mit  den  obigen  Be- 
zeichnungen ist  in  jedem  konvexen  Viereck 
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Anmerliung.  Man  kann  die  beiden  Sälize  von  Miecke  und  Baur 
auch  60  Kusammenfaesen :  Bildet  man  ein  Dreieck  mit  den  Seitenlangen  a.c, 
b .  d  und  e  .f  (wo  a,  6,  e,  d  die  Seiten,  e  und  f  die  Diagonaleneioes  konvexen 
Tierecke  sind)  [oder  mit  Seitenlangen,  die  diesen  Beträgen  proportional  sind] 
eo  sind,  mit  den  Bezeiclmungeii  der  obenstellenden  Figur:  ^ — r}^i  —  d  und 
K  —  }.  =  i'  —  /i  die  Gegenwinkel  der  Seiten  «c  und  6  d'  Aei  Rieakesche  Satz 
ist  der  Projekt  o  s  atz  der  Ba  irB  he  Sat«  der  Si  Satz  n  1  esem  Dreieck 
Von  Intere  be  ist  i  d  esem  Znian  menhang  anch  d  e  Betrachtung 
eines  GrenzfaJis  des  V  erects  mml  ch  des  Grenztalls  zm  sehen  dem  kon 
vexen  Viereck  (m  t  lauter  Winkel  <  1800)  m  d  dem  V  ereck  mit  einer 
einspringenden  Ecke  (e  n  Winkel  größer  als  laf  vgl  Einleitung)  ako 
des  Falls,  in  dem  em  V  ereeksw  nkel  =  180»  ist  Ea  fallen  dann  eii  e 
Diagonale  des  Vierecks  und  zwei  Seiten  des  Vierecks  in  dieselbe  Gerade  zu- 
sammen und  die  Länge  dieser  Diagonale  wird  gleich  der  Summe  dieser  beiden 
Seiten,  aus  dem  Viereck  wird  ein  Dreieck  mit  einer  von  einer  Ecke  aus- 
gehenden Transversalen,  Teilt  im  Dreieck  ABC  die  von  der  Ecke  A  aas- 
gehende Transversale  (Länge  der  Strecke  =  d)  die  Gegenseite  o  in  die  Teile 
O]  und  Oä  («1  an  e,  a^  an  b  anstossend)  und  den  Winkel  a  in  die  Teile  «j 
und  ctg,  so  lautet  die  Anwendung  der  Sätze  von  Eieeke  und  Baur  anf 
diese  Figur: 
ad  —  atb  cos  iXt  ^  at,  c cos </.•,    und     -^ — -  =  -r^ — ■  =  -v^ —  ;    oder : 

ein  Dreieck  mit  Seitenlängen  proportional  al  iib  und  ^o  enthalt  als 
Gegenwinket  der  zwei  zuletzt  genannten  Seiten  1.ie  Winke!  «j  und  «^  *'^ 
Gegenwinkel  der  ersten  Seite  (180*>  —  a).  Vg!  damit  he  Sätze  Ober  Trans 
versalen  in  §  27,  3.;  Anwendungen  anf  Winkell  alb  erende  S  hweilmie  u  s  f 
(§  25,  e.). 

Die  Gleichung  für  den  Vierecks  in  halt  an  'ichluss  von  2)  auf  die 
soeben  beöätzte  Figur  angewendet  giebt  folgen  len  '^itz  Vorbindet  man  eine 
Ecke  eines  Dreiecks  mit  einem  beliebigen  Punkt  dei  Gegenseite  ist  d  die 
Länge  dieser  Verbindungsstreeke,  a  die  Länge  der  Seite  und  ip  (und  18fl0— q-) 
der  Winkel,  unter  dem  d  und  a  sich  treffe  i  so  ist  dei  doppelte  Dreiei-lis 
inialt  2  F  =  a  d  sin  (fi,  wie  man  auch  unnitteltar  abliest  (Spezieller  Fall 
Höhe  K  giebt  $  =  SO«,  also  2  F  =  o  N).    U    &    f 

2)  Beliebiges  Polygron.  Ein  Pcljgon  \m  «Seiten  ist  be 
stimmt  durch  (2m  — 3)  seinör  Stucke,  wenn  dieise  unter  sich  nnab 
hängig  sind;  es  dürfen  also  nicht  alle  j  Puljgonwinkpl  darunter  sein 
Ans  ihnen  lassen  sicli  demnach  die  fehlen  len  drei  Stucke  bestimmen 
unä  man  hat  folgende  Fälle  zn  nnterscheidPii  beaneht  ist  1)  ein« 
Seite  und  zwei  Winkel,  2)  zwei  Seiten  uni  em  Winkel  3)  drei  Wmkel 
Je  nach  der  gegenseitigen  Lage  der  tfesuchten  'Itucke  entstehen  eint' 
Eeihe  von  Aufgaben,  die  sich  mittels  Zerlesun«  de'  "\i  leAs  in  Drei 
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ecke  und  Vierecke  dnrch  die  Diag-onalen  auf  Dreiecks-  und  Vierecks- 
Aufgaben  zurückführen  lassen.  Wenn  auch  der  Inhalt  des  Polygons 
verlangt  ist,  so  kann  dieser  als  Summe  der  Dreiecksflächen  berechnet 
■werden.  Auch  hier  werden  aber  zweckmässig  alle  Aufgaben  nach  den 
aligemeingiltigen  Vorschriften  behandelt,  die  im  Eap.  4,  und  5,  auf- 
gestellt werden  werden. 

Eine  Beziehung  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines 
beliebig'en  geschlossenen  Polygons  erhd,lt  matt  in  ganz  ahnlicher 
Weise   wie  oben   in  1.  l).     Sind  a,  b,  c  die  beiten    des  Polygons, 

ff,  ß,  y...  die  Winkel,  wobei  n  der  Winkel  ÄWi^chen  dei  letzten 
Polygonseite  und  a  sein  soll,  ß  der  Winkel  zwischen  a  und  6  u  &  f , 
so  erhält  man ,  wenn  das  Polygon  erst  auf  die  Seite  a  und  dann  auf 
eine  dazn  senkreckte  Gerade  projiziert  wnd,  unmittelbar  die  zwei  fol 
genden  allgemein  giltigen  Gleichungen 
a H-  b eosilSOö—  ß)  +  c cosimO"  —  (ß-i-  y)]  +  (?<.os [540» -  {ß-*-,  +6)] 

-+-.,.  =  0  und 
■0  +  03^(180" -ö)  +  csm  [360"  — ((3 +  )-}]  + rfsm  [5400  — (3+r  +  ö)] 
+  . . .  ^  0 ;  oder 
ja-  bcosß-^ccosiß-hy)  —  dcos{ß  +  y+ö)  +  ecos(ß+y+ä  +  e) 

n  --..  =  0. 

bsmß'-cmniß -hy)  -h  dstniß  +  y  -h  d)—esm{ß-t-y-\-  6  +  s) 
^  +  . . .  ^-  0. 

Diese  zwei  Gleichungen  geben  die  Beziehungen  zwischen  den  «Seiten 
!iad  (w — 1)  Winkeln,  d.  h.  allen  (2«  —  1)  Stücken  des  Polygons; 
durch  sie  und  die  bekannte  Winkelsumme  {n  —  2)  180"  kann  man  also 
aus  (2  m  ^3)  unabhängigen  gegebeneu  Stücken  die  fehlenden  drei 
Stücke  bestimmen. 

Besser  als  die  direkte  Anwendung  dieser  Gleichungen  ist  aber 
meist,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  auf  unserer  jetzigen  Eechnungs- 
stufe  die  Zerlegung  des  Polygons  in  Dreiecke. 

Und  auch  diese  Berechnungsart  ist  nur  ausnahmsweise 

anzuwenden;   vielmehr  sind   Polygone,   selbst  meist   schon 

mit  Vorteil  Vierecke,  (vgl.  die  Bemerkung  am  Schluss  von  1.1), 

■   mit  Hilfe   der  Coordinaten-Methode   der  Polygonometrie   zu 

berechnen,  die  im  Kapitel  5.  gelehrt  werden  wird.  52) 

Ehe  nämlich  zu  dieser  allgemeinen  Methode  übergegangen  wird, 
soll  hier  ein  kurzes  Kapitel  eingeschaltet  werden,  das  Anwendungen 
der  ebenen  Trigonometrie  (Dreieeksrechnungen,  Vierecksaufgaben,  Ereis- 
rechnungen  u.  s.  f.)  enthält;  einmal  als  durch gi-eifende  Eepetition  des 
Bisherigen,  sodann  aber  als  unmittelbare  Vorbereitung  für  die 
geodätische  Trigonometrie  (vgl.  Einleitung  und  Vorwort). 
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Kapitel    3, 

Geodätische  Aufgaben. 


AK  Anwendungen  und  zui  Wielerhilung  des  bisher  Erlernten,  ferner 
al"  unmittelbare  Vurbeieitung  aut  die  Geodisie  (vgl  das  Vorwort  and 
besonders  die  Einleitang)  sollen  hier  einige  Aufgaben  der  sog  prakti- 
sciien  Geometrie  und  praktischen  Trigonomettie  (Geodäsie)  behin 
delt  werden,  soweit  sie  des  Zagtundlegang  eines  rechtwinkligen  Coordinaten 
ijstems  nicht  bedürfen  {vgl   darnbei  Am  folgende  Kapitel  4|  ^) 

In  der  Vermessnngslehre  unterschied  man  fruhei  gewöhnlich  praktische 
Geometrie  und  h'here  Geodäsie  jene  die  einfachem,  diese  die  hohem  Messungen 
umfassend  neneidings  teilt  man  Tielfaoh  ein  in  Peldmessung  (Stück 
messung  und  gewöhnliches  Nnellieren),  Landmeisung  (Lindesvermessung 
und  Topognphie,  luch  die  teohnisob  geodätischen  Aufgaben  gehören  hieherj 
und  Erdmessnng  (giosse  Tninguliernogen  mit  den  zugehörigen  astrono- 
mischen Bestimmungen  \on  geographischen  Breiten  Länge nuntersehieden, 
Azimuten,  n  s  f)  Hier  kommen  lur  nna  Torläaög  si>lbstTerständln,h  nur 
Aulgiben  aus  den  ganz  elcmentiren  Teilen  der  Geodäsie  in  Betiacht  *) 

In  jedem  der  genannten  Ab  l  tt  h  t  m  d  wieder  zu  unter- 
scheiden Hoiiiontalmessung  I  Lg  gen,  Veitikal 
odei  Höhenniessungen.  jene  h  b  1  B  Ümm  der  gegenseitigen 
Lage,  def  „Horiznntalprojektion  P  kt  i  V  m  ssungsgebiets  anf 
die  .Vermessungsflache"  zum  Ueg  t  d  d  d  B  st  mmong  von  Höhen- 
unterschieden Ziehen  wir  zui  1  t  Lg  gen  in  Betracht. 
Erstreckt  sich  das  Vermessung^  l  t  üb  kl  Fläche,  ein  paar 
hundert  oder  einige  tausend  Quad  tm  t  st  1  V  neasungsfläche 
offenbar  eine  Horizontalebe  hm  l  Krümmung  der 
„mathematischen"  Erdoberfläche  t  g  b  h  3  "  wird  sich  später 
zeigen,  dass  diese  Annahme  de  H  tal  b  IV  rmessungsfläche  bei 
Lagemessnngen  bis  zu  einer  z  ht  wttg  n  Ausdehming  des 
Vemtessungsgebiets  (viele  Quidritkilometer)  auch  fdr  die  feinsten  Messungen 
völlig  ausreicht 

*)  Schon  Koperiakiii  sagt  m  seinem  Werk  „De  revolutionibus'  {1548, 
Kip  13,  IbTS  von  M  Guiize  neu  herausgegeben)  diss  ein  giosser  Teil  der 
Geodäsie  (im  tmin  von  Feldmessnng  u  s  f)  nichts  anderes  sei  als  ebene 
Tngonometne,  und  diese  Gleiebsetzang  ist  mehi  nnd  mehr  zur  Wahrheit 
geworden,  so  dass  dieses  kurze  dntte  Kapitel  hier  ganz  wohl  an  seinem 
Platze  ist 
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t)  31       \.  f§:  l       der  s  <>■    I  age  klein  nea  ung 
lä  handelt  sich  alsi  für  die  hier  zuni''h(.t  zu  belian  lelnJ  n  elementaren 


Aufgabe!  der  Lagemessnug  ^Strecken  i 
im  Sinne  der  Phnimetne  oder  ebenen  1 
physischen  Frdoberfla  he  mit  denen  m 
nahezu  einer  H  nzontalehei  e  ingehören 
man  sie  'ich  auf  e  ne  solche  projiziert  z 
, Abstand"  zwe  er  Punkte  die  H  rizot 


1  Flächen]  durchaus  um  Figuren 
nometne  Wenn  lie  Punkte  der 
lan  zu  tbun  bat  nicht  m  der  Thit 
1  (ebenes  Fluisthal  u  dgl )  so  hat 
SU  denknn  jedenliills  i'jt  unter  iem 
talprojektion  der  Verbindungs 


hnie  der  budcn  Punkte  aut  ier  Erloberflache,  unter  dem  Flächeninhalt 
einer  der  physischen  Erdoberfläche  angehörenden  Figur  der 
Inhalt  der  Horizontalprojektion  dieser  Figur  zu  verstehen;  ein 
Horizontalwinkel  {%  3a,  33)  oder  karc  Winkel  ist  der  Winkel 
zwischen   den   Horizontalprojektionen   seiner  Schenkel. 

%  31.   Aofgabeii  der  sog.  lage-Kleiomessimg  (Stückmflssuag). 

I)  Iiinleitnng'.   Die  elementare  Feldmessung  (Kleinmessung  oder 

Stückmessung)    hat   hauptsächlich    folgende  Hess  Werkzeuge:   vertikal  in  den 

Boden   zu  stoasende  Stähe   (dünne   Stangen   von   etwa  II/2  bis  3  m  LBnge) 

zur Bezeichnnng  (Sichtfaarmachnug)  TOnPnnliten);  Längenmesswerkzeuge 

(Messlatten  sind  h(!lzerne  Massstäbe  von  genau  3,  4,  5  m  Länge,  das  Stahl- 

"band  ist  genau  10  oder  30  ra  lang);  endlich  Werkzeuge  Knm  „Abstecken" 

der  konstanten  Winkel    180«  und   besonders    PO«  (infsuchen   yon 

Punkten  einer  Geraden  beaondeis  ibei  tallen  und  Errichten  von  Senkri-Lhten) 

l~ — ~i      Unter  den  zuletzt  genannten  Werkzeugen  gen  igt  es    hier   die 

' — —^     sog   Kieuzseheibe   zu  nennen     im  Mantel  eine    auf  einem 

fest  aufzustellenden  btab  angebrachten  Prismas    Gjlinders  oder 

1  Kegels  sind  zwei  Absehehenen  {meist  in  der  Foim  schmaler 

Spalten)  angebiacht  (vgl  die  schematische  Figur  73)    die  geniu 

senkiei,ht    ant    einandei     tehen   und   'o   das    Absteck-'n   eines 

rechten  Winkels  gestitten 

Zur   Äbstei-kung   einer   geraden   Linie     deren    gegebene 

Endpunkti,  gegenseitig  sichtbar  nnd  z  B  nicht  ubei  100  ro  vcn 

einander  entfernt  sind    braucht  man  die  eine  Diopterebene  dei 

Kreuzseheibe  nicht  notwendig  zu  verwenden     loan  kann   die 

öeiade  daich  einfaches  Ausfluchten    Einweisen  eines  Zwe 

ten   der  die  Stabe  aufhält  nieh  Aagenm'iss  aut  iem  Felde 

7 — 5  abstecken ,  ohne  irgendwo  eme  grössere  Sejlenibweichung 

ils  2  cm  befurchten  zu  müssen 

Streiken  werden  diiekt  mit  den  Latten  odei  mit  dem 

Band  gemessen    wobei  die  Ijangenme3*!werkzenge  auf  hon 

zontalei    Stieeke  unmittelbar  auf  den  Bolen  voi  einander 

gelegt  werden     wodurch  man  in  diesem  Fall  die  gesuchte 

örunatiaa        Länge  erhält    wenn  die  „Gerade'    m  der  zu  messen  ist   ge 

neigt  ist,  ber^iuf  und  hergab  geht    so  ist  die  Streckenmessung  mit  Hilfs 

TOitteln,  die  in  der  Geodäsie  bekannt  werden  werden    ,,anf  den  Horizont  zn 

rt^iizieien"  (s    oben) 
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3Urf 


Die  „Autnahmp"  Ton  Figuien  (E  kpunkten  Piner  geradlinig  begrenzten 
Pigur)  gesohieht  nun  ni  dei  Regd  nicht  uur  dmch  fetreckenmeasunE-  allein 
(z.  B.  Dreieck  durch  aeme  drei  feeiteiij  sondern  dadunh,  dass  die  aiif7uneh 
menden  Punkte  anf  eine  ibge  teckte  Geiade,  eine  Auinahmblinie  »ange 
winkelt"  werden,  dass  die  Fusspunkte  der  Lote  von  ihnen  auf  die  Aufiiahms 
linie  in  dieser  aufgesucht  werden  Messung  beliebiger  Winkel  kommt  bei 
diesen  elementaritfn  Aufgaben  d  rekt  nicht  vor  (vgl  über  den  Theodolit 
■dazu  §  33  und  33)  vielmehr  nur  indirekt  mdem  der  Wmkel  eines  recht 
■winkligen  Drtiecks  be-itimmt  ist,  wenn  man  ndch  dtm  soeben  angedeuteten 
Verfahren  des  en  beide  Katheten  misst 

Der  Zweck  dei  Kleinmessung  i  Stüi-kmessung)  lat  hauptsächlich  die 
Ermittlung  des  Placheninhalti=  der  emaolnen  Grundstücke  (Hon 
aontalprojpktion  s  oben)  deshalb  ist  im  Folgenicn  aunathst  mei'<t  von 
Flächenaufgaben  die  Eede, 

3)  Aufgaben  über  Längen  u.  s.  w.     Coordinaten- 

«mwanaiang.  1)  Das  Instrument   zum  Aufsuchen  der  Fuss- 
punkte  von  Loten  (Kroumheibe)  lasse  einen  Fehler  von  2'  in  dem 
ickten  rechten  Winkel  befürchten:  man  erhalte  also  statt  des 
Lotfusspunttos  D  von  dem  auf  die 
Auf  nahm  alinie  AS  anzuwinkelnden 
Punkt  0  den  Punkt  D^  derart,  dass 
it  £     \  Winkel  J  D^G  =  90"  2'  ist.     Wie 

gross  darf  die  L&nga  von  Loten  ÜJ? 
werden,  damit  der 
Fehler  DD^  in 
der  Lage  des  Fuas- 
pnnkts  nicht  gros- 
ser nird  aU  3  cm  ■■  lauf  dem  Ffld  genau  dip  Aufgabe,  die  schon  in  §  1, 
S   7  auf  dem  Pajier  betrichtet  wuidei 

Die  Auflösung  lautet  unmittelbar  ist  die  Linge  CD—se,  so  ist 
(kleinei  Winkel  s,  füi  im  tg t ■=,  ■■m t  =■  -  ist,  D^CIt  =  i  der  Annahme 
gemäss  =2')  DDi^x.^,  also  hier  x^U.pj  cm  =  (s--^)  cm  = 
5200  cm  rund  =  52  m.  In  der  That  geht  man  mit  der  L&nge  von  Kreuz- 
scheibenloten in  der  Feldmessung  Über  40  bis  50  ra  Länge  jedenfalls  nicht 
kinans. 

2)  Langes  Lot  mit  der  Kreuzseheihe.  Ist  nun  aber  C  z,  B.  80 
oder  100  m  von  A  B  entfernt  (Fig.  74)  und  man  will  ausnahmsweise  doch 
den  Lotfusspunkt  D  direkt  bestimmen,  so  kann  man  so  verfahren :  Man 
sucht  mit  der  Ereuzscheihe  den  Lotfasspunkt  so  gut  es  eben  möglich  ist 
und  erhält  z.  B.  J?,;  die  Längen  von  CD  und  von  CDi  werden  sich  selbst 
für  sehr  scharfe  Messung  nicht  merklich  nntersoheiden ;  beide  stehen  im 
Verhältnis  von  eose:l;  e  ist  aber  nur  wenige  ';  für  fünfstellige   logarith- 
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mische  Eechnung  ist  nocli  cosO'^lö'  =  1,  bei  sechsstelliger  noch  cos  QO  5' 
=  1;  wäre  der  Winkelfehler  e  selbst  10',  so  ist  eos  10'  =  (1  —-^{^^^-t-'-X 
also  mit  0  i>i  =  100,000  m  die  Differenz  zwischen  C  Di  und  0  T>  = 
Ci>i.  cos  00  10' nur  0,4  mm,  d.  h.  Terach  windend.  Misst  man  also  CDi  (statt 
GD,  was  praktisch  genau  ebensolang  ist)  =:e,  nimmt  auf  .ä  B  den  Punkt  S 
beliebig  an  und  miast  noch  CE  =  A,  so  wird  die  Kathete  ED=^yd'^~e^ 
—  '^{d  +  e)  (rf  —  e)  und  man  kann  demnach  den  Fusspunkt  I>  von  E  aus 
genauer  einmessen. 

3)  Lot  ohne  Kreuischeibe.  Den  Lotfusspunkt  ü  [Fig.  74)  Ton  0 
auf  A  B  anzugeben,  während  gar  keine  Kreuzscheibe  zur  Hand  ist.  Nehme 
E  und  F  a,\ä  AB  beliebig  an  und  messe  GE=f,  CF  =  e  und  EF=c. 
Damit  ist  das  Dreieck  0  EE  durch  seine  drei  Seifen  bestimmt  und  somit 
ist  der  Lotfuaspunkt  D,  d.  h.  es  sind  die  Strecken  ED  und  FD  zu  be- 
rechnen mit  Hilfe  Ton  §  25,  I. 

4)  Unzugängliche  Entfernung.  Die  Punkte  .4  und  £  kann  man 
sehen,  z.  B.  mit  der  Kreuzscheibe  nach  ihnen  zielen,  aber  sie  sind  unzu- 

nessen  [Fig.  75,  z.  B.  A  und  B  auf  einer 
Insel  des  Sees  5).  Steckt  man  sich  mit 
der  Kreuzscheibe  zwei  Äsen  OM.  ON 
senkrecht  zu  eijiander  aus  nnd  sucht 
auf  ihnen  die  Lotfue^punkte  A^.Bi  und 
A.,  B,,  so  ist 


ÄIi=  Ya^Bi^-^-  A^B^'^ 
mit  der  Quadrattafel  oder  mit  Benfttz- 
ungeinesHilfswinkelsundderlki^an^e- 
soben  Regel  sofort  auszurechnen.    Bedingung  selbstrerstäiidlich ,  dass  die 
Dimensionen  der  Figur  die  Anwendung  der  Kreuzscheibe  zulassen  (s.  oben). 
5)  Mittelbare  Winkelmessung.    In  der  E^el  ist  bei  der  Ver- 
wendung der  KreuKscheibe  nicht  von  beliebigen  Winkeln  in  Gtadmass  die 
Bede  (vielmehr  nur  beim  Theodolit,  Tgl.  die 
folgenden  §§);  man  kann  aber  selbstverständ- 
lich auch  hier  (nur  weniger  genau)  die  Winkel 
mittelbar  messen.     Soll  z.  B.  der  Winkel  « 
bestimmt  werden,   den    OM   und   ON  ein- 
~M  schliessen,  so  nimmt  man  B  auf  0  JV  hcüehig 
an,  fällt  das  Lot  B  C  auf  0  M,  nnd  hat  nach 
Messung  von  0  C  und  C  B  oder  von  0  B  und  B  G 

^'^  ,  -  BC 

oder        sm  a  ^  ^^  ■ 


Hat  man  keine  Krenzscheibe,  so  nimmt  man  B  und  D  beliebig  a 
nach  Meesuug  von  0 B  =  i,  BD  =  a,  DO  =  c  den  Winkel  «  a 


und  hat 


Beispiele  und  Genauigkeitsbetrachtungen  für  beide  Fälle. 


.,^/fc 
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6)  Reduktion  schief  gemessener  Strecken  auf  die  Horizon- 
tale. Wenn  die  Strecke  AB,  deren  horizontale  Länge  (a  man  brauclit, 
genau  gleichförmig  ansteigt,  so  kann  man  auch  zunächst  die  schiefe  Länge 
AB  =^l  messen  und  dann  an  l  den  Alizug  machen,  der  notwendig  ist,  um 
s  auf  Iq  zu  bringen.    Z.  B.  hat 

stant  50/(1  Steigung  die  Strecke 
l  =  225,000  m  gemessen;  was  ist 
Igl   Ist  a  der  Neignngswinkel, 
der    die    angegebene    Steigung 
vorteilt,  so  ist      l(j  —  l .  cos  a, 
für  logarithmische  Rechnung  un- 
mittelbar zu  benutzen  oder,  da  man  sonst  bei  kleinem  a  ziemlich  vielstellige 
Tafel  anwenden  muss,  zu  ersetzen  durch  Berechnung  Ton  (i  —  l^): 
1^1^=1  — leosa  =  1(1  — cos  a)  =  21  sMi-. 
Ist  «  so  klein,  dass  man  die  Potenzreihe  für  cos  bei  der  zweiten  ab- 
brechen  kann,    so   ist   rait  x  =  —       («    in    Gradmass    gegeben)      cos  «  = 
(1  -  i^^  +  . .},  also  l  —  lcosix  =  l  —  l(l—^^=ll  (-Y.  Bei  kleinem  «, 
wie  es  auf  Eisenbahnen  oder  auch  noch  auf  Strassen  vorkommt,  kann  man 
hier  statt  —  noch  genügend   r^    oder    —  nehmen,  wenn  ;i%  oder  l:m 
die  Steigung  der  Strasse  oder  Bahn  ist  (vgl.  g  11,  Änfg.  5)  und  6))  also  so 
sehreiben:  Reduktion  der  schiefen  Länge  l  auf  den  Horizont 
_  1         pi        ,       _     l 
-  2 ''10000   """"    "2ma' 
Mit  den  rortsehenden  Zahlen  (5%  Steigung)  iat  für  strenge  Rechnung 


tga  = 


oäer  Iojf((fa  =  EZoj?20  =  8.69897,     a  =  2»  51' 45"; 


100      20 
erhält  damit  für  die  drei  angegebenen  Rechnungsarten: 


e'itÄ  tos 

Bedul:tlon,4-3tenigeLog. 

3|  Hälierungereclinung  otino  I.ogarlth, 

l 

3.35  2185 
9.99  9457 

ni^^ 

2.3522 
O.SO  10      , 
6.7950  - 10 

i^i.  ~-«^ 

1) 

2.S5  1840 

«■-S-'S;"»-»«!» 

ig  =  324,719  m 

l-k 

9.4482  -  10 

!(,=:  224,719  m. 

l-k-      0.281  m 

h 

=  224,719  m. 

Die  letzte  Rechnung  stimmt  also  selbst  bei  k  =  S^  rund  noch  auf  1  r 
mit  der  ersten  (zu  der  5-stellige  Logarithmentafeln  nicht  ausreichen). 


7)  Reduktion  schwach  gebrocl 
ter  Strecken  auf  die  Gerade.^*)    AB 


n  bestimmten  Fall  mit 
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den  Latten  u.  s.  f.  direkt  Dicht  bequem  zu  meeeen,  wohl  aber  AG+QB, 
wobei  der  Winkel  j-  in  C  sehr  nahe  bei  1800  jst.  Was  ist  die  Redaktion 
Ton  {AC^GB)  auf  .AB? 

1^^  fg"j  Diese  Aufgabe  ist  bereits  an^- 

J — — '  ffthrlicli  behandelt  in  g  27,  3,  16), 

^  ^  worauf  verwiesen  '^ei 

a)  Ist  s  die  tleme  Querabweiih- 
ung  7>  E  Ton    'S  aus  der  beraden 
3^'  i:  ■'"'  AB  und  (nahezu)  ^B=  EE,  so 

ist,  wenn  {AB  +  MB'\  gemessen  ist,  mit  AF.  =  EB  =  a  der  Winkel  f{  in 
B  oder  A  gegeben  durch  sin  ß  —  —  oder,  weil  ({  klein  ist,  ß  in  analyti- 
schem Mass  =  — ,  also  cos  ß  =  1— 0-2  +  .-  und  AD  =  DB  =  -^  =ecosß 
=  cfl— ^^-^]    oder    i  =  2c  — y,d.  h. 

(1)  AB  =  l^  AE+  EB  —  ^  =  AI<:+lSB~-~ 

(da  es  in  dem  kleinen  Kerrektionsglied  gleicbgiltig  ist,  ob  man  im  Nenner  c 
oder  -s- 1  nimmt) ;  dasselbe  Resultat  erhalt  man  ohne  ß  aus  dem  Pjthagor. 

Lehrs.  mitEeihenentwiokluug:  B  B—Yc'^  —  e^  =  cl/  l ^sscfl  —  -g-^ 

=  c  —  \-   hlsQ  AB  =  AE  +  EB-^=AE  +  BB-^.  Die  Gleichung 

g^tt  selbstverständlich  auch  noch  "o  lange  D  nur  genähert  die  Mitte  von 
A  B  ist.  Li<-gt  abei  der  Punkt  D'  z.  B.  in  1/3  der  Länge  von  A  B  (vgl. 
Fig.  78),  so  lindet  mm  luf  demselben  Weg,  mit  A  E'  —  si  und  E'  B  —  s^ 

und  der  Quei  ibweithung  D  b  —     die  Länge  (3)  J  =  sj  +  s^  —  j-j;  liegt 

endlich  D  in  1/4  dei  Ld,ngt  von  A  B,  so  wird  (3)  ;  =  «!  +  %—  -^ --  (vgl. 
unten  bei  hl   wo  dasselbi'  Besultit  erscheint). 

b)  Ist  die  Meiaung  der  wenig  zugänglichen  Strecke  AB  auf  dem 
flachen  Bogen  [Kreisbogenl  ^EB  gemacht  (Pig.  78):  Kreisbogen  ^  £B  =  e 
gemessen,  so  ist,  mit  dem  gcuchtei  AB  =  l,  der  Halbmesser  dieses  Bogens 
r.^;^  — (vgl.g  10,  S.88),  der Centriwinkel^OB  =  «  =  4|3,  also  mit  3  (in  ana- 
lytischen) Mass)  =  — ,  «  =  —  =  -  ,  Die  Sehnenläuge  zum  Centriwinkel  a 
im  Kreis  vom  Halbmesser  r  ist  J  =  2r sin?  (vgh  §  10,  Seite  85  und  8ß) 
oder  es  ist,  für  kleines  «,  Sehnenlänge  i  =  2r(-^  —  tI'öJ  +■■)  — 
r(a —  ,T  «3);  die  Bogenlänge.^  ES  ist  aber  i  —  ra,  somit  der  gesuchte  Unter- 
schied zwischen  e  und  l,  e  ~  l  =  r  .-r-  oder   mit   Einsetzung   von   r  und  c. 
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P    83.^3  8^2       8  j2 
Tonoben:     (4)  ^  "' =  ä.^  '  24  J^  3  7  =  3  7  ' 

da  es  in  dem  lileinen  Korrektion sglied  wieder  ganz  gleicligiltig  ist,  ob  man 
im  Nenner  (  oder  e  schreibt.  lat  also  die  Bogenlänge  e  ==  AEE  gemessen 
mit  der  lileinen  Pfeilhöhe  s,  so  ist,  um  die  entsprechende  Selinenlänge  AB 
=  l  zu  erhalten,  an  e  der  Abzug  -f  -  z"  machen.    (Dies  ist  dasselbe  Er- 

gehnis  wie  bei  a)  am  feLhluss  D'  in  -i- der  Länge  von  ^  B,  I>".S"'=  Seiten - 
abweiehung  =  s,  Messung  der  gebroihenen  Strecke  A  E"  +  JS  E"  =  e). 

Beispiel  a)  Ist  z  B  ^  =  1,00  m,  die  gebrochene  Strecke  .4  E 
+  EB  =  200,000  m  gemessen  und  E  ziemlich  in  der  Mitte  zwischen  A 
nntl  B,  so  wird  die  entsiirechende  gerade  Strecke 

AB^l-^  300,000  —  ~  =  190,990  m. 

b)  Ist  dagegen  die  Bogenlänge  .^££  =  200,000  m  gemessen  und 

z  wieder  -  1,00  m,   so  ist  die  entsprechende  Sehne  AB  =  l  =  200,000  — 

s      1  1 

-j.=jr;r=  199,987  CT,  also  nur  um  3  mm  oder  um  g-.-xirjr  rund  anders  als 


c   Ein  btihlmes«!  ind   di&  gen'iu  gerade  gestreckt  die  llnge  20  000  m 
wird  bei  der  Messung  sn  gehalten    dase  es  sich  um02n  , einschlägt" 


Wie  viel  erhdlt  n 


■   AntWüit    um  ^    ^' 


8j  Coordmite 
gemessene  Entfernung 
vei'ohiedene  Änfnahmslinien  autgeion 
«inen  Punkts  inf  das  Ai  fnahmesy-tei 


iti  )i       Wei  n   m  n    lie    nicht   d  lekt 
1  Punkten   zu  berechnen  hat    die  luf 
nmPn  sind   au  sind  d  e  (    ordmaten  des 
wpiten  zu  „transformieren  " 

Bei  der  Aufoahme  de  se  1  s 
kgen  Grund  täcks  iBCVLF 
B   hat  n 

nahmslin 


■   der   genannten    drei   Strecken,    lusserdein   ; 
EE'J-AO  und  Messung  von  AE'   und   I  E  festgelegt  i 
z.  B.  gemessen: 
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A  E'  =  50,35  m,     4  0=  86,42  m.     (E'  Ü  =  36,07  m); 
Ei"  =  48,29  m,     JE  =  69,76  m,         CE  =  60,27  m; 
Probe  (mit  der  Quadrattafel  zu  rechnen  bei  den  kleinen  Zahlen) ; 
A E  =yÄW^  -+■  WE'^,     GE=  YöE'^  ■+  WW  . 
Die  Punkte  B  D   ind  F  sind  femer  aufgenommen  durch  die  Messungen ; 
jl£'=317'"    ££="32;     CZ)'=  22,97,   J>'1>  =  11,01;    ÄF'=m,\?j, 
F'F=  1    2C       Man   soll   nnn   bestimmen  die  Länge   der  Strecke  AD. 
H  er  wa  delt  n  an  am  e  nfichsten  die  thatsächlich  gemessenen  Coordi- 
naton    on  B    l     '^trecLe     GB  u  d  D'B,  die  sich  auf  CE  als  Aafoahms- 
Ine   bez    h  n     un      n  Coo  1  niten     die   auf  AG  bezogen   sind.  d.  h,   man 
bereci  net   was  für  Coord  niten  hitte  der  Punkt  B  erhalten,  wenn  er  ebenfalls 
&  t  AC  auf  den  als  Äufnahmsl  n  e  sich  A  bezieht  (Äbscisse  0,  Ordinate  0) 
auftrenomm  n  wordnware'    M  t  den  Loten  D  Sund  D' ff  J_JC  liest  man, 
wenn  a    len  W  nkel  zw  acl  en  C-1  und  C  E  bezeichnet,  die  Strecken  C  H  und 
HB    de       n  al  0  b  audt   u    n  ttelbar  aus  der  Figur  ab: 
tR=GG  —  B  K=Cly.cosa~iyT)sma 
BB=ai>  +  KB  =  ÜB-,  sin  a-\-WB.cos  a. 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  nichts  anderes,  als  die  Coordinatenurawand- 
Inngsformeln  (4J  in  §  15: 

a'^ic'cosß^v'stn«;       y  =  »^  sin  a  +  y'  cos  «, 

eines  Punktes  (x',  y']  in  einem 
'    kt  (a;,  y)  eines  , alten"  System) 
d     Abweichung  der  +a!'-Aite  de 
+  «-Axe  des  alten  gleich  a  (b( 
60  )      t  d  dabei  nur  die  Vorzeichen  der 

1 1  1   g    den  Fall  CA  die  Richtung  + 

oist  gegeben  (gemessen)  für  den  Punkt  1) :  CX>'= 
3^  =  +  22,97  ra,i?'l>=:y=  +  11,01  m;  gesucht  sind  CS  =  ic,  HB  =  y, 

wobei  der  Winkel  a  gegeben  ist  durch  tg  a  —  öAij  oder,  bei  yollstän 
dig  stimmender  Messnngskontrole  genau  gleichbedeutend,  sin  «=>■-„= 
In  der  That  erhält  man  aas  beiden  Ansdröcken,  auf  1'  übereinstimmend, 
«  =  53'>  16'  und  damit  für  die  weiteie  Rechnung  folgende  Zahlen : 


dl      Ug  glt  T 

St  d         tp 

das  d  ns  Ib      N  lIp    kt  h  t 

Sy  t  m      m  Ul       g 
li  b  g    w     h      )         l     60  ) 
Coo  d     t  b     ht         1 1 

C  E  die  E 


aSconix 

X.1381 

y-sina 

0.9456 

Cif=  18.743-8,823 

=  4.92 

iß' 
Sinti 

9.7769 
1.3612 

y- 

9.9038 
1.0418 
9.7769 

xdna 

1.26S0 

y-eosa 

0.8187 

SD  =  18,41 +6,59 

=  25,00 

ffitte  man  also  B  auf  4  0  als  Anfnahmslinie  bezogen ,  so  häl 
diesen  Punkt  die  Coordinaten  erbalten  (die  Abscisse  von  A  ai 
gedacht) : 

.iH=86,42  — 4,92  =  81,50  m    und    Hi?  =  25,00  r 
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die    gesuchte   Entfernung   A D    ist    domnacii     AI)  =  "j/[8l^Ö)M^^ÖÖ)* 

{bei  den  kleinen  Zahlen  genügend  mit  der  Quadrattafel  auszurechnen)  oder 

ATi  =  85,25  m. 

Man  bestimme  ancb  die  Entfernung  i D,  indem  man  den  Funkt  F 
auf  A  C  transformiert;  will  man  dabei  nicht,  wie  es  oben  zuerst  geschehen 
ist  durch  Hilfslinien  zusammenaotzon,  sondern  die  allgemein  giltigen  Formeln 

X  =  r  cOö  (i  ~- y  sm  <x    ;    y  =  id  sin  a -\- y'  cos  a 
anwenden,  und  die  Richtung  AG  »Xs  +x,  j1J7  als  +  ib'  nehmen,  so  ist  «  =  ft 
=  3hO"  —  p'   zu  setzen,  wobei  /J    aus  sin  ß'  =  w^^      oiier     tg  ß'  =  ^^^ 

zu  b-^stimraen  und  za  beachten  ist,  dass  an  sich  cos  ß  positiv,  sin  ß  negativ 
ist,  ferner  ist  a,  =  +  50,15  m,  y'  =  —  13,26  m  zu  setzen.  Für  x  muss 
min  im  ganzen  einen  po-iitiven  (Eicbtnng  AO),  für  y  einen  negativen 
(Richtung  der  — y]  Wprt  erhUten.  Vgl.  unten  in  3,  3),  wo  die  Rechnung 
fur  F  diKhgpfuhit  i^t 

3)  Aafgaben  über  FlÜclteiilbestiiiiinuits;  aud 
l'lächenteiluiitt.     Oooidinaten-lJinivandlDiig;. 

1)  Fläche  des  Dreiecks  ist  für  die  verschiedenen  Fälle  angegeben 
in  §  25,  2. 

2)  Für  die  Vierecksfläche  sind  die  wichtigsten  Formeln: 

2  F  gleich  Produkt  aus  beiden  Diagonalen  und  sin  ihres  Sohnittwinkels 
(§  80, 1,  2);  2  F  gleich  einer  Diagonale  mal  der  Summe  der  Höhen  von  den 
zwei  andern  Ecken  auf  sie.  Nachgetragen  kann  noch  eine  für  manche  prak- 
tische Plächenbestimmungsaufgaben  brauchbare  Formel  werden :  sind  a  und 
c  zwei  Gegenseiten  eines  (nicht  geschränkten)  Vierecks,  und  sind  die  Viorecks- 
winkel  mit  «,  ß,  y,  6  so  bezeichnet,  dass  a  und  ß  die  an  a,  und  y  und  Ö 
die  an  c  liegenden  Winkel  sind,  so  ist: 

F  = ^ + '1 _<'^sinasi.ß      ^smysinö 

ctga  +  ctgß^clgy+etgG       sin(a-f-ß)  ^  sm(yi-S) 
wie  man  sofort  durch  Anwendung  der  Formeln  (3)  und  (4)  %  25  auf  die  zwei 
Dreiecke,  die  durch  Verlängerung  der  zwei  andern  Seiten  (6,  d)  des  Vierecks 
bis  zum  Schnitt  entstehen,  und  mit  Beachtung  von  ctg  (180"  —  (p)  =  —  cfjup 
fi  1  t 

3]  D  111  von  Poljgonen  deren  Ecken  auf  eine  Aufnahms 
1  g  wi  k  1  1  (Vgl   olfiB  1)    erhilt  man  mit  Hilte  dieser  bei  der 

1  f  h  b  t  t  Lmen,  die  die  ge'^uchte  Fläche  m  Dieiecke  und  Tra 
p  lg  1   1        Die  etk  ist  Grundlinie  nnd  Hohe    in  jedem  Iripez 

d  d  P  II  1  t  nnd  die  Hthe  bestimmt  Dabei  kann  man  manchmal 
d  h  Z  mm  f  gen  an  Reehniuigsarbeit  ctwai  sparen  z  B  da  hei 
teh  nd    Ffl  f    k     d     en  Aufnahm szahlen  «ohl  uhne  weiteres  leibtiniliüi 

d     tatt         d  Produkten 
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2  J^  =  10,75  .  22,46  +  21,09  .  (22,46  +  35,81) 
+  26,35.(35,81  +  17,30)+  9,14,17,30  aus 
den  drei  Piodutteii  (mit  Benützung  der  punk- 
tierten Linien)  2  f  =  31,84  .  22,46  +  35,81 
(58,19  —  10.75)  +  35,49  .  17,30  reelineii.  Das 
-n,30  Nähere  geliört  jedoch  in  die  elementare  Geo- 
däsie. Vgl.  über  Polygonfläclien  auch  den 
Sebluss  des  Kapitels  5,  Polygonometrie. 

4)  Coor<tinatenumwandlnng. 
Wenn  Punkte  sich  auf  verschiedene  Aufiiabms- 
liiiien    beziehen,  ist  hier  wieder   sehr  häufig  Coordinsttenumwanälung  aus- 


Wird  z.  B.  gefragt,  welche  Fläche  (j  —  A  B  0  F  schneidet  die  Ver- 
bindungslinie C  F  in  Fig.  79  von  der  Fläche  des  Sechsecks  ab?  so  ist  der 
Punkt  -F  auf  -4  C  zu  transformieren.  Mit  den  Andeutungen  von  2.  8): 
Eichtung^CdieEichtung  -h  x,  AE  die  von +a^,  (?  =  3600— 3',  ,^'=430  48' 
a^  =  -|-  50,13,  y'  =  —  13,26,  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln ; 
X  =  (b'  eosß^y'  dnß  ;  y  =  af  sinß -h  ^  cos  ß 

IS  der  Figur  verifiziert  werden  mögen)  hat  man  hier 
1  verwendet  hier  selbstverständlich  ß'  zur  Rechnung 
(3600  —  tp)  =  cos  (—  (p)  =  cos  ff  und  sin  (360»  —  (fi) 


(die  hier  wieder  auch 
folgende  Rechnung  (r 
und  beachtet ,  dass  e( 
=  sMt{— 9)  =  —sin 


q-ist) 


X'cosß 

1.5585 

y'sinß 

0.9627 

r^  =+S6,18  — 9,18  =+27,00 

cosß 

X' 

sinß 

9.8584 
1.7001 
9.8402  n 

sinß 

y' 

^sß 

9.8402  n 
1-.1225  n 
9.8584 

af,mß 

1.5403  n 

y-co.ß 

U  OSDQ  « 

i/^=_34,70  —  q  57  =  -44,27. 

Man  beachte  hier,  dass,  wenn  ei  sich  m  der  That  nur  um  die  Fläche  von 
ABCF  handelt,  die  Ausrechnung  lon  i/  ganz  entbehilieh  ist,  vielmehr 
die  von  y,=  44,27  (das  — VoizPichen  heisst  auf  dei  Seite  links  von  A  0, 
von  Ä  gegen  C  bin  gesehen),  genügt,  man  hat  nämUch 
'iq  =  AG(yi,  +!//)=  86,42(7,32  +  44  27)=  1458qm  oder  ^  =  22  a  29  gm. 
Man  berechne  hier  auch  noch  die  Fläche  8  des  ganzen  Sechsecka  und 
beantworte  die  Fr^e:  welcher  Teil  ist  Q  von  S?  Oder  was  ist  bei  einem 
Preis  von  60  000  Mark  für  das  ganze  Grundstück  (und  gleicher  Wertigkeit 
aller  Teile  der  Fläche)  der  Wert;  von  Q?  Man  rechne,  zur  Probe  für  die 
umgewandelten  Coordinaten  von  D  und  von  F,  die  Fläche  S  auf  doppelte 
Alt;  einmal  aus  den  Dreiecken  der  ursprünglichen  Aufnahme: 

2  S  =  86,42  .  48,29  +  86,42  ,  7,32  +  69,78 .  13,26  +  60,27 .  11.01, 

wobei  der  erste  Summand  (der  „Kern")  und  der  zweite  natürlich  vereinigt 

werden,   sodann  mit  Bonützang  der  J.  C-Coordinaten  von  D  und  F  (wie 

am  einfachsten  9) ;  auf  beiden  Wegen  wird  2  S  =  6394,4  oder  5=  31a  97  gm. 

Man   berechne   auch    folgende    Aufgabe:    Durch    den    Punkt  D  wird 
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eine  Parallele  mit  A  C  genügen.  Wie  gross  ist  das  vom  Sechseck  abge- 
schnittene Stück?  (Der  Sehnittpunit  der  Parallelen  mitAF  ist  auszu- 
rechnen; wie  am  einfachsten?  Winkel  F'AE  =  y  gegeben  durch  tgy 
_  13.28 
"  50,13' 


mit  AF 


,  Winkel  FAC  =  d  =  y  +  ß' ;  Schnittpunkt  der  gezogenen  Parallelen 


i  N, 


D  ist  AN  = 


der  Abstand   des   Lotfnsspunktes  L 


von  JV  auf  AG  wird  AL  =  DE.  etg  S  u.  s.  f.) 
4)  Abschneiden  gegebener  Flächen. 

a)  Gegeben  "Winkel  MOIf=  a  (Fig.  81)  mittelbar,  nämlich  durch 
KSXON  und  Messen    von  OE  und  HK.    Die   Gerade  X  Y  so  zu 
ziehen,   dass  sie  parallel  einer  ge- 
gebenen Richtung,  z.  B.  KL  wird 
(Winkel  ß  mit  ON,  ebenso  wie  u  ge- 
i)  und  dass  das  Dreieck  OXY 
iinen    vorgeschriebenen    Flächen- 
nhalt F  erhält  (Dreieoksteilung  parallel 
j— jj    zu  einer  Seite).    Ist  0  X^  x.  0  Y=  y, 
so  ist   also        iF  —  X  y  sina    oder 

xy  =  4^ ;    ferner   ist   aber   x:y  =  ginß:  sin  [(1800  -  (<(  +  |3}]  =  sinß: 

sin  («  +  ^);  also  x  nnd  y  aus  Produkt  und  Verhältnis  zu  bestimmen.  Man  erhält : 

-/.SS?«  -  -/^ 

Für  die  Länge  X  Y  der  Trennungslinie  endlich  ist: 
XY=^. 


-ß) 


-si«(«^3)-f  smßnn{a  +  ß) 

Zusatz.    Vom  Dreieck   ABG  soll   durch  eme  Gerade  X  I"  (Punkt 

X  s,ai  AB,  Punkt   Y  mi  AG)  ein  Dreieck  ^  X  T  von  gegebener  Flftobe 

F  so  abgeschnitten  werden,  dass  X  Y  die  kleinste  mögliche  Länge  erhält; 


■e  ist  XYzu  ziehen?  Antwort:  so,  dass  AX^ 
a  Lange  von  X  Y  ist  dann  =2~l/  Fetg-  ■ 


"=/i^ 


FG 


b)  Gegeben  Winkel  MON^u  (durch  tga^~,    s.    Fig.   82) 

und  ein  Punkt  F.  Man  soll 
durch  Peine  Gerade  Xr  so 
zieben,dassdasDreieck  OXr 

F  erhält. 

a)  P  sei  im  Innern   des 

Winkels      nnd      gegeben      durch 

(F  C  _L  0  M)  0  C  =  ö,  C  P  =  Ol. 

T    N    Der  Symmetrie  wegen  soll  übrigens 
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statt  b  eing'efuhrt  werden  PD  (_L  0  Ä)  =  »2  (sin^i  » 
3  kann  man  a^  einfach  berechnen  äurch; 


Es  sei  also  P  gegeben  durch  o,  und  a 


Aus  beiden  Gleichungen  sind  x  und  1/  s 


-"1; 


H  «2). 


Mit  OX  =  a:  und  0  T-  j/  wird 

-  2  F    oder     k  j/  =  ^ 

Man  erhält: 


t]/F(F 


F  +  yF(F 


3girta\ 


Ol  «2 

die  Auflösung  also  zweideutig  (Zeichen  aufeinander  au  beziehen 
J'«»j«>2ai«2  ist;  die  zwei  Lösungen  fallen  iu  Eine  : 
Fsin  ß  =  3  »1  oa  (i^ann  wird  X  Y  in  0  halbiert  die  zwei  Dieiecke  0  Ä  P 
und  OTP  weiden  sich  al'o  gleich,  a;  =  ?  j/ =  ?)  ist  endlich  ,p3irao:< 
SaiOg,  so  ist  äie  Auflösung  unmöglich.  —  Betrachtung  spezieller  Fälle 
sodann  oj  =  «£  (P  auf  der  Halbierungslinie  \ 


tf)  P 


ausseihalb  des  Winkebaumea  MO  \  und  zwai  wiedei  duict 
die  senkrechten  Abstände  Oj  und  02  gegeben  (dPi 
eme  allenfalls,  wie  oben  angedeut-et  ist ,  zu  1  e 
rechnen),    Fig.    83;    hiPi    sind    j:    und   v    zu    te 


=  3  F    und 


iF 


1  erhält  also  für  x : 


T^K 


-i-±/y(r+?^-5!) 


ähnlich  für  y. 

Die  Auflösung  ist  also  hier  inimer  möglich  und  immer  Eindeutig 
(Sinn  des  Zeichens  —  vor  der  Wurzel?):  ^"=0  giebt  PO  als  gesuchte 
Linie,  ii"  =  =«  giebt  die  Parallele  zu  0  N. 

c)  Sog.  Parallelteilung  (oder  Vierecks t eilung  durch  Parallele  zu 
einer  Seif«). ^5)  Gegeben  die  Strecke  AB  =  a 
und  zwei  Gerade  Ä  M  -von  A  aus,  B  N  von 
B  aus  durch  die  [mittelbar,  mit  Hilfe  von 
AO,  OD;  BH,  SO)  gegebenen  Winkel  a 
und  ß;  Fig.  84.  In  welchem  Abstand  y  ist 
eine  Parallele  mit  a  zu  legen,  damit  das  ah- 
geschriehene  Trapez  AB  YX  den  Inhalt  F 
erhält? 

Die  Länge  der  Parallelen  sei  3:,  so  ist 
(1)     (a  +  l)s.2iF; 
ferner        a  —  x  —  yctgK  +  yctgß        oder 


HT^i, 


(2) 


-  =  ctga 
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Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2)  ist  y  eliimniert  und  es  wird: 

(S)     x^Ya^  —  2F{cig ~a^  ctg ß)     damit  dann       (4)    y  = , 

endlich  die  zum  Ahstocken  der  FaralHen  bpquemsten  Abschnitte: 

(5)  -^^  =  1^      •     "'''^ 

Die  yoratelienden  Formeln  gelten  selbstverständlich  fßr  spitze  und  für 
stumpfe  Winkel  a  und  ß  (im  zweiten  Fall  ist  ctg  negatii).  Wenn  a  -t  ß  = 
180«  ist,  so  sind  AM  nr\i  B N  parallel  noA  es  muss  ^  =  a  werden ;  in  der 


That   ist   für   diesen   Fall   {ctg 
(«  +  |5)^1800     ist 


hctgß)  =  0      ahn  a  =  « 


Mit 


Zahlenbeispiel.  Wenn  F  eine  runde  Zab!  ist,  so  kann  man  hei 
kleinen  Abmessungen  die  Quadrattafel  mitbenutzen.  Es  sei  F  =  1000  qm 
zu  madien,  a=  52,34  m;  ^ü=15,31,  01>  =  2a,78;  Bif-10,03,  HG 
~  31,49  m  gemessen  (4'Stellig). 


«  =  62,84 

AC 
CD 

1.1850 
1.3576 

(«  =  560    6') 
(ß  =  720  20') 

2F 

3,3010 

cf^a- 0,6721 

c(5f(- 0,3185 

ctga 

9.8274 

a-i-x~  79,88 

y 

1.3988 

ctj(K^ci3(?=  0,9906 

BU 
SG 

1.0013 
1.4982 

j/  =  25,04  m 
AX^  30,16™ 

"11 

9.9191 

2F[ctga+ctgß}^  1981,2 

ctgß 

9.503! 

Br=26,28in 

AX 

1.4795 

x^=  758,3 
(Quad.  Taf.)       x=  37,54  m 

Zusatz  (Anwendung  von  c).  Gegeben  sei  das  Polygon  AiA^... 
A,  Ai,  die  Seiten  seien  A^  A^  =  «i,  A^A^^az..  ■,  A^  Ay  =  «„  die  Winkel 
«,,  ttj...tt„.  Man  soll  durch  Parallelen  mit  den  Seiten,  die  alle  denselben 
Abstand  y  von  den  Seiten  haben,  einen  Streifen  vom  Inhalt  F  am  Umfang 
des  Polygons  abschneiden. 

Die  Parallelen  schneiden  sich  auf  den  Halbierungslinien  der  Polygon- 
winkel ;  heaeichnet  man  die  Seiten  des  zu  legenden  Polygons  mit  xi,  ag . . .  a^ 
so  ist  nach  Aufgabe  c) 


"a 


=  xi  +  y  [ctg  ■^-hetg-^j 
X2  +  v[ctg!^-yctg'^) 
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Ferner  ist  2P=  y  {ai-i-'j:{]-i-y{a^^ x^)-l- . . .  -i-y{a,-i- a:„)  ~f{it  -i-a:)  oder 

Auä  (l)  und  (2)  folgt  darch  Multiplikation       «^  ~  a:2  =  2  ni  F,       also 

x  =  ]/jfi~~2mF    md    j,  =  ^^^^      °=" 

d|  (Erweiterung  der  Viereeksteilung  a).^)  Gegeben  die  drei 
Seiten  MaBN  eines  Vierecks  wie  in  c).  Man  soll  durch  die  Gerade 
XY,  die  eine  gegebene  Richtung  [  ||  KL,  gegeben  darch  den  Winkel  y, 
S  vgl.  Fig.  85)  das  Viereck  ÄBrx=F  b!o- 
__^i  schneiden.  Zieht  man  A  D  \\  KL,  so  ist 
yCf  \       Winkel  DAB  =  S  =  a  +  y  — 1800,  also 

x/---"'^""       \      AV=  ;"(T'^Äi    ""'^    ''■'"^   Pro^Je    fü''   <ien 

/  _----""  p  Pi'At  -f  auch 

C^^^^i L£ I   i,     BD—     .    ,r, —  s-;  bekannt;    ferner   wird  der 

A  a  ^  siM  iß  +  ö) 

Inhalt  des  Drciecka 

Man  hat  dann  von  AB  aus  die  Aufgabe  c):  durch  die  Parallele  X  Y  la 
AU  i«t  abzu 5 uh neiden  der  Inhalt  {F^Q).  Man  kann  aber  die  Aufgabe 
auih  direkt  auflösen ;  setst  man  XY^x,  so  wird  nach  3,2); 


523 


ttga^ctgß       ctgy  +  ctg 

Hieraus  ist  x  z\x  berechnen;  man  findet; 


wenn  8  =  3600— (m  +  ^+J')  gesetet  wird. 


gegeben  daich  AB^a  und  die 
1er  Entfernung  e  Ton  A  der  Punkt  P 
gegeben ,  durch  P  die  (rerade  FXY 
so  zu  ziehen,  dass  der  Inhalt  von 
ABYX  =  F  weide 

Ist  ip  der  Winkel,    den  PXY 
mit  A  B  macht,  so  ist 
„j.^     (»  +  .)'  e» 

jj  cfö'ß  +  ctifij'       ctgqi  —  atga 

i  bestimmen  ist  (quadratische  Gleichung). 

Punkt  P  gegeben;  man   soll  auf  BJf  den 
der  Inhalt  von  ABXP=  F  werde.     Es  sei 
erhält  man  mit  2Fi  =  ab  sin  «  die  Strecke  B  X  aus 
B  X  =  2F-2F^ 
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%  32.     Aufgaben  über  Absteckungen.  §15 

§  32,    Aufgaben  über  Hbsteckuiigen. 

1)  iEinleitnug;.    Die  Aufgaben  dieses   und  der  zwei  folgenden 
Paragraphen  machen  die  AnnahiTie,  dass  beliebige  Hoiizontalwinkel 
gemessen  werden  können.    Dazu  dient  der  sog.  Theodolit:  an  diesem 
Instrument  drelit  sicli  in  einem  horizontaJliegenden,  fein  geteilten  Kreis  um 
eine  genau  senkrecht  stehende  Äse  der  obere  Teil  des  lustrumenta,  die  sog.. 
Alilidade,  die  die  AhsahTorrichtong  (Zielvorrichtung  zum  Anzielen  der  Punkte, 
Fernrohr  mit  Ziellinie)  trägt;  an  der  untern  Scheibe  der  Alh  iad      d 
genau  in  den  Teilkreisring  einpasat,  ist  ein  Zeiger,  dessen  Stanl  g  g      d 
Striche  und  die  (ron  0»  bis  360"  oder  O  bis  400"  durciiiaufend  )  B  zill    u 
der  Teilung  abgelesen  wird;  der  Hoiizontalwinkel  AGB  (0  St  nd^unkt 
OA  und  OB  die,  mehr  oder  weniger  geneigten,  Schenkel  des  z     n  d  n 

Horiiontalwinkels  AOB)  entsteht  so  als  unterschied  der  Abi  g  n 

fC      r  ■  P'   ht  (Z'   1      S     )  OB      d  OA     D'     Abi 

desZ   g  d     K      t   luig     sei    htd      I  b       d      Abi  It    g 

(N  Mltkpjj  hd&  dlntmtiFhtd 

T   I    g]      ±  1     30       0     10     5      3  1      d  d      T  1    g      Ib  t 

Sth  Wklbtd  1/        /        /  gt"Wd 

hl        dM  IftdWkl  Id  fhM         g 

mk  B         ht         m20    1hdltlWklwh 

h    f      Z   li     kt  f  w  g  m  m  t  Th 

d  1 1       d       f  Z   1      t      Wmk  Im  b         t    t       0   4  übe 

h    pt       gl  h     E     H  tal      k  1  ft    b       b       I     b      lin 

G         gk  t  d      Lg  Punkt  t  b  1     k  1 

gm  d       jlgdi&hki       dbdi  Ibk 

t    te    W   k  1  9J         §  31    1)  t  d  S  h    k  I  üb     -10 

d     50  m      ht  h  ht  g    ü  t  1     m  t    I  )  b       G         gk   t 

g         fdghlhZkdThdltll  btä 

blbgEtf  h  dh        hithd 

d     W    k  1  g  hte 

DZk  Ab         kgtdÜbtgg 

PI      g       h    t      (p   j  kö    t    )  L  St  od     B  b 

f       1  d      F  Id 


gk   t 


fl    ht 


:2)   41    t     k  n     on  lange 


1  aden 


i      V,      k  l  AB  I       b 

bri>t,  =  e,  z  B.  ABC  =  90  U  0  ,  der  die 
Bithtung  B  0  liefern  soll,  abgesteckt  werden, 
wenn  die  Strecke  B  G  100  m,  200  m,  1000  ra 
lang  gebriucht  wird  und  der  Punkt  G  seitlich 
um  nuht  mehr  als  1  cm  falsch  zu  liegen 
kommen  «.oll?  (Vgl.  §  1,  S.  7;  §  31,  S.  SOS). 
Antwort:    Der    Winkel 

BG    muss    genau    angelegt 

erden  auf; 


3 
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g  32.     Die  sog.  Hauptpunkte  von  einfaelien  Kreisbögen. 


1 


oder  auf  21",  10", 


100.  100 ■'^  ■  200.100"''  '  1000.100"' 
Mit  einem  Instrameiit  von  20"  Ablesung  ist  der  Winkel  nicht  z.  B.  auf  5" 
iureh  einmaliges  Anlegen  richtig  zu  erhalten ;  wie  wird  dann  wohl  zu  Ter- 
fahren  sein  ?     (Die  Ausführung  gehört  in  die  'Geodäsie). 

2)  An  einem  1000  m  langen  geraden  Tunnel  ist  die  Angabe 
der  Eichtung  der  Axe  von  jedem  der  beiden  Endpunkte  her  mit  einem  Fehler 
■von  10"  behaftet  [nach  verschiedenen  Seiten  wirkend).  Mit  welchem 
Fehler  stossen  die  beiden  vorgetriebenen  Stollen  in  der  Mitte  z 


Antwort:     3.500, 


10" 


Meter  = 


3)  Die  sog.  Hauptpunkte  von  einfachen  Kreis- 
bögen.   Die  Äxen  von  Verkehrswegen  (Bahn 
-sich  im  allgemeinen   stets  aus  Geraden  und  ans  Ereisbflgen 
diese  Geraden  herülirend  verbinden. 

Bei  einem  abzusteckenden  Kreisbogen  sind  stets  die  zwei  Geraden, 
die  er  berühren  soll,  auf  dem  Feld  gegeben,  abgesteckt;  femer  ist  der  Halb- 
messer des  Kreisbogens  durch  das  Projekt  bestimmt  und  also  ebenfalle  vor- 
geschrieben. (Der  Halbmesser,  der  sich  im  einzelnen  Fall  nach  den  Boden- 
formen richtet,  darf  für  eine  bestimmte  Art  von  Verkehrswegen  nicht  unter 
einen  gewissen  Betrag,  den  sog.  Minimalhalbmesser  sinken ;  dieser  ist  z.  B. 
für  Hauptbahnen  300  m,  für  Nebenbahnen  160  oder  100  m ,  für  Haupt- 
Strassen  50  oder  30  m  u.  s.  f.).  Bei  der  Absteckung  ci 
unterscheidet  man;  Hauptpunkte  und  Zwischenpnnkt. 
allem  die  Berührungspunkte  des  Bogens  mit  den  gegebf 
ferner  meist  auch  der  Halbierungspunkt  des  B 
längern  Bögen  auch  die  ,Bogen viertel'  (s.  u.)  n. 
nur  von  diesen  Hauptpunkten  die  Eede.  Mit 
zusteckenden  Bogens  hat  man  nie  zu  thun. 

1)  Der  Schnittpunkt  8  der  zwei  gegebenen  Tangenten  sei 
zugänglich  und  für  die  Absteckung  brauchbar.  67j 

Es  ist  im  Schnittpunkt  S  (Fig.  88)  dei 
Winkel  2  Ö  zwischen  den  beiden  Tangenten- 
richtungen  gemessen;  damit  wird,  bei  ge- 
gebenem Halbmesser  r , 
ae  =  900— ö   ;       HT  ^  ST-^  ^  r  tg2c, 


,es  Kreisbogens 

;  jene  sind  "vor 

nen   Tangenten, 

'.Bogenmitte") ,   bei 

(s  sei  hier  vorläufig 

ttelpunkt  des  ab- 


S0=  - 


also     SM  =  SO- 


Ferner  ist  TE/=  (7M  =  r(^e.  Man  kann 
also  die  Punkte  Ü,  T;  U-^.T^  von  S  aus 
uessen ,    und  M  als  Halbiernngspunkt 
"N  "     ''•■^^^■■''  -KT  von    V  Ui  bestimmen.      Probe;    (7(7]  = 

2rigti;  weitere  Probe  fürM;  die  berech- 
nete Strecke  SM  auf  der  Halbierungslinie  von  2Ö  abgemessen,  muss  den- 
selben Punkt  M  liefern. 
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§  32.     Die  sog.  Hauptpunkte  von  emtachHi  Kreisböa'en  ^,|7 

Der  Punkt  V  kann,   wenn   verlangt,  oft  nach  =einen  lethtninkligeii 
Cooi'dinaten  in  Beiiehung'  auf  UM  oder  CT  abgesteckt  werden,  nämlioh 

UV=— r  ;      UG=Ulsi»i,       GV^UVcd 

Wenn  die  Länge  des  Bogens  verlangt  wird,  so  ist 


2a=    30     9     8 

«  =    15     4  3+ 

50=231,30  m 


SJIf= 

31,30  m 

ST  = 

116,18  , 

TÜ= 

53,87   „ 

SO 

2.36  417 

cos  1t 
t928 

0.06  3U 
2.30  103 
9.76  410 
9.43  035 
O.Ol  521) 

SI- 

2.06 513 
1.73  138 
2.31  624) 

TU 
(OU 

4 

Wenn  die  Bogenvierte!  auf  die 
angegebene  Art  abgesteckt  werden 
sollen,  ist  noch  zu  rechnen: 


9.41  51. 
0.85  31. 


a  V     0,83  79 
Endlich,  wenn  die  Bogenlänge 
T'i'i  verlangt  ist: 

"18' 16"     4e"     5,33  665 
=  217  096" 

2.30  103 


;  rr|=  210,50  mEglTi  2. 


2)  Der  Schnittpunkt  de  Ta  ge  te  se  n  ^1  t  z  gängl  ch 
oder  zwar  zugänglich,  ah  r  für  d  e  Ab  teokung  n  cht  b  i  chbar  lo  der  That 
ist  dies  meist  der  Fall  Iz  B  S  unten  Thal  iaga  gl  h  aber  für  d  e 
Messung  Sr  und  STj  an  det  Be  gw  nd  her  ut  chtlrindbar  ole  selb  t 
in  der  Ebene;  Winkel  2Ö  Wen    wG  de  S  T  seh    lang  geten) 

Man  nimmt  (Fig.  1  anf  den  gegebene  T  ngenten  zwe  Pu  kte  A 
und  Ai  an ,  in  denen  dieWnkl^  .4r=^cud  A.  A  T  -  a  gemes  en 
werden.  Wird  noch  AA  ~  a  gemessen  so  st  da  Dre  e  k  J.  b  1  aus 
einer  Seite  und  zwei  Winkel     best)    rat        an  e  halt 

30  =  «  +  D!,  — 180";    ferner 


n2ö 


n«i,    SAi-. 


«2Ö 


Endlich  ist,  wie  oben,  aT=STi=^rctg8, 
also  ÄT=ST-SA  und  A^T-^^STSAi 
bekannt  und  die  Funkte  T  und  Tj  sind  von 
,■  A  und  Ai  aus  einzumessen;  ebenso  f  und 
Ui-  Der  Halbieningspnnkt  von  UUi  ist 
M  mit  der  Probe  UUi  =  2üT.  Wie  kann  man  auch  hier  fflr  den  Punkt  M 
sich  eine  weitere  Probe  verschallen  ?  (Benützung  des  Schnittpunkts  von 
SM  mit  ^^i;  dieser  Punkt  sei  «,  was  sind  SQ,  AQ,  A-iQ;  welcher  Winkel 
in  y  anzulegen,  um  die  Richtung  QM  zu  erhalten?) 
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Z  wischen  p  unkte. 


Wenn  die  Wahl  zweier  solcher  Punkte  A,  Äi  nicht  möglich  ist,  so 
ist  zwischen  den  beiden  Tangenten  eine  gebrochene  Linie  von  inßglichst 
Ttenigen  Seiten,  z,  B.  Ä  A^  A^  zu  legen,  wo  A  auf  der  Tangente  ST,  A^ 
auf  der  Tangente  8Ti  liegt;  es  sind  sämtliche  Seiten  und  Winkel  des  Zugs 
zu  messen.  In  dem  Viereck  SAAiA^  sind  dann  alle  Winkel,  mit  Aus- 
nahme des  Winkels  in  S  und  die  Seiten  his  auf  8A  und  SA^  bekannt; 
die  fehlenden  Stücke  lassen  sich  also  leicht  berechnen.  Ähnlieh  für  ein 
Polygon  SAAi-.An,  das  bei  mehr  als  yier  Seiten  aber  ausserordentlich 
scharfe  Messung  verlangen  wßrde;  stets  hat  man  aber  die  Winkel  bis  auf 
■einen,  die  Seiten  bis  auf  zwei;  vgl.  den  Abschnitt  Polygon onietrie. 

4)  Zwiscbenpniiktc.  Wie  viel  Funkte  des  Bogens  man  nach 
dem  Vorstehenden  als  Hauptpunkte  direkt  bestimmt  (ob  man  sich  mit  T 


und  Ti ,  oder  mit  T  T 
■der  Gros     des  Ab  ta  ds  d 
TM,  MT     m         twnP  11 
nämlich  w     h     d     H    pt] 


punkte 

je  nach  B  d    f 

dinaten  d     ' 


ü  tt 


begnügt)  hängt  besonders  von 

M  tt    d  gewonnenen  Bogenstücke  [z.  B, 

d      1         nten  [T  U,   UM)  ab.    Man  fügt 

kt    w   te     B  genpunkte  als  sog.  Zwischen- 

g  !)  m     3ei  10  m  oder  5  m  von  einander 

i  t  m  dei  Regel  ,iechtwmklige  Coor- 

d   1  misst  von  einem  der  Hauptpunkte, 

t     daa  Ib  t       e  Abscisse  x  ab  und  trägt  die 

gl      g     0  d    ate  senkrecht  auf     Die  Länge 

j    t         m      unmittelbar  aui  Pi^  ')0  abliest: 

(Ij        1/ =  r +.  Vr2  —  icä ,    oder  da  das   obere 

Vorzeichen  den  hier  nicht  in  Betracht  kommenden 

zweiten  Kreispunkt  zu  x  giebt; 

(2)      y  =  r  —  )/[)■  + fl;)(r  —  x]    oder  endlich,  für 

den  meist  vorhandenen  Fall,  dass  —  ein  ziemlich 

kleiner  echter  Bruch  bleibt,  bequemer; 

='-j';(t)S+(t)S~--l  "" 


1)  Eine  erste  Art  der  rechtwinkligen 
Tangente  aus  besteht  hiernach  einfach  darin,  dass 
aus  (2;  odei  (0)       h    t  (til  1    H  Ibn 

und  auftragt     E      =td      bqmtMthdf 
ist  auch  auf  dem  P  p  H     t  II    g  Ki 

Halbmesser  sehr  bei 

Sie  hat  ab  d  Üb  1  t  d  d  d  n  1 
nehmendem  i/  in    m        g  E  tf  -n    g 

3}  &al(n  die  Bogecpunkte  alle  de 
haben   dem  Bogen  nach  gemessen  den  Abstand  &, 


d  T  b  11 


(4) 


f    ■ 


(Centriwinkel  ■yp  dem  Bogen  b 
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§  3.     HiuptpiinLte  \Ln  sog.  Korbböge 

entsprechend)  die   zusammengehurjgen  Coordinaten  des  1 
punkts  vim  Hauptpankt  aus  zn  berechnen  aus: 


1,  2,. 


jl  —  i-i.cos(k.\l))^2r.stffi~-  i' 

(Aiicli  hier  fertige  Talieilen  für  runde  Wert«  r  und  6).  —  Übung:  Auf  einer 
Zeichnung  soll  ein  EJreishogen  mit  10,00  m  Halbmesser  durch  Auftragen  ein- 
zelner Punkte  im  Bogenabstand  von  je  50  mm  von  einander  hergestellt  werden, 
wobei  der  Bogen   eine  scharf  gezogene  Gerade  M  W  in   einem  auf  ihr  ge- 


n  Punkt  P  berühren  soll;  hier  wird  xp"  = 


50 


6  265"  =  1031",8 


3)    Ein 

dr 

itte 

,    |n.r.i:| 

( 

f" 

# 

i^( 

^ 

'  10  000  ■ 
|ö  17' 11",  wonach  (a^i  j/]),  (x2«/2)'  (^sS/a)--'  auszurechnen  sind. 

I  Art,  Bogenpunkte  auf  dem  Feld  einzu- 
benützt  nicht  rechtwinklige  Coordi- 
naten ,  sondern  Peripheviewinkel.  Ist  in 
dem  Hauptpunkt  T  der  Theodolit  aufgestellt  und 
sollen  die  Bogenpunkte  1,2,3...  alle  den  Sehnen- 
abstand s  =  der  Länge  des  Längenmesswerk- 
!  (5  m-Lattc,  10  m-  oder  20  m-Band, 
vgl.  §  81, 1)  Ton  einander  erhalten,  so  kann  man 
1  NT  die  Winkel  NTl^-^(p,  NT2-2<i, 
J?T3=  3  qo  .  .  .  anlegen  und  jeden  folgenden 
Punkt  1  2  5  . .  mit  Hilfe  des  Torhei^eh enden  T,  1,  2  . . .  eibalten,  indem 
in  diesem  dei  Anfangspunkt  der  Lage  dos  Längenmesswerkzeugs  angelegt 
und  der  Endpunkt  in  jene  Richtung  eingewiesen  wird.  Der  Winkel  (p  ii^t 
dabei  zu  h^'^timmen  aus  (6)     sin  (p  —  -^. 

5)    Haniitpaiikte   von   sog.   KorbbSgen.     Oft  muss 

man  Bögen  zwischen  gegebene  Gerade  einlegen,  die  aus  zwei  (oder  mehr) 
einander  berührenden  Kreisbogen  von  verschiedenen  Halbmessern  bestehen, 
sog.  Eorbhögen.  Es  seien  hier 
nur  Bögen  aus  zwei  verschie- 
denen Kreisbögen  zusammen- 
gesetzt angenommen  ;  die  zwei 
wichtigiäten  Aufgaben  sind ; 

1)  Gegeben  der  Berüh- 
rungspunkt T  durch  ST  =(, 
Fig.92,  gegeben  ferner  die 
Halbmesser  r  und  r^,  ge- 
messen inPder  Winkel« 
zwischen  den  vorgeschriebenen 
Tangenten richtun gen  SNna& 
SNj;  gesucht  T^,  der  Be- 
rührungspunkt C  der  beiden 
Bögen  und  die  Tangente  in  ü. 
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320  §  33.     Triangulierungaaufgaben. 

Die  Centriwinitel  in  0  und  Oj  eeien  |3  und  ß^;  man  denke  den  Bogen  TO 
mit  r  bis  &  {OGJ.SN,,  d.  li.  ||  0,  Ti)  verlängert  und  die  Tangente  in 
G  gezogen  {\\SN{},  dann  ist  BT  =  H.G  =  rctg  ^  ,  SS  =  rctg  "  —  f. 
SK  =  FG  =  SH.sina,  somit  0  Oi  .eosß,  +  i-j  +  (^retg^  —  t\  =r 
oder    (r  —  n)  cos(3i  =  r  —  rj -— fr  c!»?-^  — (J  sim«,   also 

cos  (^j  =  1  — ~  bekannt. 

Mit  (3i  hat  man  auch  ß  =  180»  —  (a  +  j^i) ,  also  die  Tangentenab- 
abschnitte 

TD=DG  =  rtgA.  -  0  B^  =  DiT^  ^- r,tsh.  ;  endlich 
aus  dem  Dreieck  SDDi  die  Seiten  SD  und  Söj,  womit  die  Punkte  Ti,  T\, 
B  nnd  C  einznmessen  sind. 

2)  Gegeben  die  Berührungspnnkte  T  nnd  T,  durch  ST=t. 
Sri  =  (i  (vgl.  efienfalls  Mg.  98),  ferner  der  Halbmesser  r\  gemessen  a. 
Qesnoht  werden  rj,  C  nnd  die  Tangente  in  C 

In  dem  Viereck  ST0  7\  sind  5  Stücke  gegeben  (drei  Seiten  (j,  (,  r 
und  die  dingeschlossenen  Winkel  a  und  900) ,  das  Viereck  ist  also  zu  be- 
rechnen: es  zerMUt  durch  SO  in  das  rechtwinklige  Dreieck  ST  0  nnd  das 
Dreieck  STiO;  in  jenem  ist  aus  den  Katheten  t  und  r  der  Winkel  TSO 
nnd  die  Hypotenuse  SO  zu  bestimmen,  sodann  aus  dem  zweiten  Dreieck 
(Seiten  SO  und  S Ti  nnd  der  Winkel  zwischen  beiden  OST^  bekannt)  die 
Strecke  0  Ti  ^  c  und  der  Winkel  y.    Im  Dreieck  0  Oi  Ti  ist  dann  also: 

fr  —  ri)a  =  r,2+  c^  —  2  j-,  c .  cos  ^, 
d.  h,  es  ist  j'i  zu  bestimmen  ans  der  linearen  Gleichung 


n  = 


damit  leieht  alles  weitere  t 


2(r- 


%  B3.     Triangnlierungsanf^aben. 

Jede  Triangulierung  (Dreiecksmessung)  hat  den  Zweck ,  die  gegen- 
seitige Lage  von  Punkten  (deren  Entfernung  so  gross  und  deren  Lage  so 
beschaffen  ist,  dass  direkte  Längenmessung  auszuscbli essen  ist)  zu  bestimmen, 
d,  h.  indirekt,  durch  Recbnong,  die  Entfernungen  zwischen  den  „Dreiecks- 
pnnkten"  zn  ermitteln.  Es  ist  also  nur  Eine  Entfernung  (oder  es  sind  einige 
wenige  Entfernungen)  direkt  gegeben  und  im  übrigen  findet  nurWinkel- 
messung  mit  dem  Theodolit  statt;  ans  der  gegebenen  Seite  (Basis,  Grund- 
linie, Standlinie)  und  den  gemessenen  Winkeln  ist  alles  übrige  zn  berechnen.*) 


*)  Die  erste  Triangolierung  in  der  Form,  in  der  wir  sie  beut*  noch 
benützen,  hat  der  Holländer  WiUebrord  Sneltius  ausgeführt  (1617)  zum 
Zweck  einer  Gradmeasung  (vgl.  unten  bei  2.) ;  die  Methode  der  Triangulation  ist 
dann  im  17.  Jahrhundert  zu  Landmessnngs-  und  Erdmessungszwecken  rasch 
allgemein  verwendet  worden. 
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f 


1 


TJbdAlgar        1.  ID        kttt  fJEd 

IrfhAwHdD        kpktZllt        mbtmtT 

giilt       gbthtdGda  blh  hdEtelnd 

Tglt  bt        n  hd        Stf(d01g        D        k 

d  D        k  p     U     I     n     Ili     IV   0  d      g)  g  h    t       ht  b   h        Z 

b    p     h  d  h  dl       nfechte     A  t°ub  te     d     A      bm 

IsBdDm  dg  Tglt  btlt  d 

d       dKü  gdmthmthEdbflhmBthtUm 

db         hdltbf  mb         Dkd''  dOr 

gm  W    k  1     in      D        k       11  j,  180  D        A      hm 

t     Ib  t  f      g  D        k  1       t    ff    d  wi  d      h        d       phS 

hT  t  gdas  DkmtlE  f  d 

d       D       k        k  l   ISn    0    1  )       f   1      E  1  b    fl    h  Fli  h 

d  300  jk         t  pn  ht     Pü     Ihm         g  m  h  K 1       t  m     t 

1  \h  b  Dkljdpkthb  ktb 

t  f    d     E    b  t    ff    d 

1)  Einfachste  Ti'iangnliemugs -Aufgabe.  Die  Enl^ 
feriinng  der  zwei  Punkte  A  und  £  zu  bestimmen,  Fig.  93, 
1  denen  man  zusammensehen ,  aber  nickt  messen  Icann  (und 
die  so  gross  ist,  dass  irgend  welche 
Anwendung  der  Kreuzacheibe ,  vgl. 
g  31,  1,  3,  nicht  die  notwendige  Ge- 
nauigkeit giebt). 

Bildet  man  mit  Hilfe  eines  dritten 
Punktes  C  das  Dreieck  ABC,  in  dem 
alle  Punkte  gegenseitig  sichtbar  sind, 
und  misst  A  C  =  b,  ferner  die  Winkel 
«,  ß,  y  des  Dreiecks,  so  liefert  der 
Simts-Satz  sofort; 


AB  = 


ny. 


Wann   ist   das    Dreieck  ABC  für    die   gesuchte   Entfernung   günstig 
geformt  ? 

Anmerkung.  Soll  die  Entfern uiig  jI  i' bestimmt  werden,  wobei 
A  und  ß  gegenseitig  nicht  sichtbar  sind,  so  kann  man  AG  =  }>  [wie  oben) 
und  GE^a  messen,  sowie  den  Winkel  0  zwischen  C^  und  CS;  man  hat 
daim  nach  §  28  Gl.  (6): 

ca  =  (tn-&)asJ«Blc+(o  — Sjacos^-^-  C,  d.  h.  c  als  Hy- 
potenuse in  dem  Moüiue»  de  sehen  Dreieck  zu  berechnen  mit  Hilfe  von 
Additionslogarithmen  oder  besser  mit  Benützung  des  Hilfswinkels  {der  nichts 
anderes   ist  als  — ~-  -j.     Indessen  ist  diese  Aufgabe  dann  keine  reine  Trian- 
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güliernngsaufgabe  mehr,  bei  denen  im   allgemeinen  (s.  Ubrigens  §  34,  1. 
n.  E.  f.)  die  Annahme;  nur  Eine  Entfernung  gegeben,  feskuhalten  ist. 

3)  Kette  toi»  Dreiecken.  Fortgesetzte  Anwendung 
der  vorigen  Aufgabe.  Um  die  Entfernung  der  Punkte  F  und  (?  zu 
bestimmen  (Fig.  94),  kann  man  wegen  der  örtlichen  Verhältnisse  nirgends 
in  der  Hähe  eine  Grundlinie  messen,  vielmehr  nur  in  grösserer  Entfer- 
nung davoB,  z.  B.  bei  Ä  B.  Mau  hat  nun  die  Punkte  F  und  G-  duccli 
die  in  der  Figur  angedeutete  Kette  von  Dreiecken  ABC,  BGD, 
CBE,  CEF.  EFG  mit  den  Endpunkten  A  und  B  der  Basis  AB 
verbunden  und  es  sind  gemessen  worden : 

1)  die  Länge  der  Grundlinie  AB  =  68l>,35  m, 

2)  die  sämtlichen  15  AVlnkel  in  den  Ö  Di'eieckoii. 
Diese  \^  mkel  =;  'len  m  t  den  m  d  e  P  g  eingeschriebenen  Zahlen  be 
zeichnet  sein  A^egen  äei  unvermtill  chei  Messungsfehlei  ist  die 
Summe  der  drei  gemeasenen  ^^mkel  m  einem  Dreieck  nicht  genai 
ISO",  V  elmehr  sind  die  Wmkel  auf  diese  Summe  eist  „auszubleichen' 
Dies  soll  bereits  gesthehen  sein  und  d  e  au  verbesspiten  Me  suOobei 
gebnisse  seien  nun; 

(1)  =  75»  23'  40" 

(2)  r^  50    30    20 

JF;^!  (3)  =  M 


180"  0'  0". 

(4)  =  60"  51' 

0" 

(5) --^45  33 

20 

(6)  =  68  35 

40 

180"  0'  0", 

(7)  =  500  7' 

30" 

(8) =  70   4 

0 

(9)  =  59  48 

30  _ 

ISO"  0'  0". 

(10)  =  39"  42' 

50" 

(11)  =  72  15 

10 

(12)  =  68   2 

0 

"""  180«~0~"Ö^ 

(IS)  -  830  12' 

20" 

(14)  =47  28 

50 

(15)  ^  49  18 

50 

Verlangt  wird  die  Entfernung  dt 
Die  Dreiecksseiten  ergeben 


180«  0'  0". 
■  beiden  Punkte  F  und  G. 
sich   durch   die  Eette   hindurch    un- 
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mittelbar  durch  fortgesetite  Anwendung  des  SwiMS-Satzos   gemäss  1) 
nämlich : 

^^     AB.s-mjl)      ^,„     BCsinji)      ^^      OD.  sin  {7) 


CD^- 


GE=- 


I!F=- 


EF.& 


«(3)       '  ""       si«(5) 

GE.singO) 

/i(12)      '    ■'■"""      st«  (15) 
Damit  erhalt  man  die  folgende  Rechnung: 


AB 

sm{l) 
Esin  (3) 

2.88  591 
9.98  573 
0.09  149 

CE 
sin(m 
Esin  (12) 

2.93  158 
9.80  547 
0.03  273 

BC 

S4«(4) 

Esin(6) 

2.91  313 

9.96  022 
0.14635 

EF 
siniU) 
Esinflb) 

2.76  978 
9.86  750 
0.12  017 

CD 

3.01970 
9.88  505 
0.02  683 

Fa 

2.75  745 

sin  (7) 
Esin(B) 

Fa  =  m,07m 

CE 

2.93  158 

t  noch,  dass  durcli  diese  TrianguÜerung  selbst- 
verständlich nicht  nar  die  Längen  aller  Dreiecksseiten  bekannt  sind, 
sondern  auch  die  Längen  beliebiger  Diagonalen,  z.  B.  kann  man 
BE  hereclmen  als  dritte  beite  in  einem  Dreieck  mit  den  Seiten  CB 
und  C'-E?  und  dem  zw  ischenliegendon  Winkel  (6+9)  oder  mit  den 
Seiten  D  B  und  D  E  und  dem  emgesolilossenen  Winkel  (5  -v-  7) ;  ebenso 
alle  andern  Abmessungen,  z   B   B  (r  (wie  dies  am  einfachsten  ?). 

Ferner  sei  noch  erwähnt,  dass  man  auch  die  Lange  der  Pro- 
jektion einer  beliebigen  Diagunale  auf  eine  durch  eine  bestimmte 
Ecke  unter  gegebenem  Winkel  mit  den  Seiten  gezogene  Gerade  sehr 
einfach  berechnen  kann. 

In  der  Fig.  94  ist  z.  B,  durch  li  eine  Gerade  gezogen,  die  mit 
Ji  C  den  Winltel  «  =  9"  56'  40"  einschliesse ;  was  ist  die  Länge  der 
Projektion  der  Strecke  BG  auf  diese  Gerade?  Antwort:  Für  die 
Winkel  f{  und  y,  die  die  Seiten  CF  und  FG-  mit  jener  Geraden  ein- 
sohliessen,  hat  man  der  Figur  gemäss: 

„-i-(6)  +  (9)  +  (10)  +  fi=:180''  und   —  3-t-(12)  +  (13) +  ^=  180«, 
d.h.  ß=^  10  56' 20"    und    j.  =  30M2'0". 

Die  Projektion  der  Strecke  DG  auf  die  Linie  S(?,   ist  nun  offenbar: 
BG^  =BC.cosa-hCF.cosß-h  FG-.cosy,  d.  h.  man  hat 
mit  den  oben  gefundenen  Seitenlogarithmen  und  den  soeben  angeschrie- 
benen Winkeln  «,  ß,  y  noch  folgende  Kechuung: 
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J3.    Centrierungsaufgalien 


2.9131311  Ci-' 
;   9.99343  |U>s,5 


2.94314  ilJ^ß 
9.99 97ö  I' COS)- 


2.90  656  1 


2.75  745 
9.93442 
2.69187 


iJC.cosuz=  806,42 
GJ?'.cos^=876,78 
2^'e.cos;.=  491,89, 


2.94289  j  

also  liir  M  jesiicÜie  ProjekiioD  von  bg  am  die  oEfleöene  fUctiiung  ■  .Bfl-i  =2175,09  m'') 

In  Wirkh  hk   t       d  b  rriangalierung  (Landes- 

tr      g  1         g)        ht  b  gm  Ketten  von  Dreiecken 

hd  dndhDgl  stbtNteTon  Dreiecken  {z  B 

d         d  thlEg  1  d  IhtdWkl 

be  b    ht  t     d      AD     BE      AF  f        t   d        b        mg        li    te 

Dr      k      tbld)dasg        Ldtmt  glhtglh   Isaig 

Nt  D        k        bg  dm  ImhWklbbhtt 

ai  fhp!  tlKtktdHt  tdlh 

a  dasmflgd  mdlhM         gtbll  mtl 

b  M         gsgb  flipüh  f  DWhfi 

dl        Wdpi       tdÄfgbd      Agllg      !       g 
LfttdZtm  htg  d  TldGia 

DB       hmgllbg      Ett         g  duiT       gl        j, 

t         il    h  f      B    AC     BF  1  g    94j        ä  bet^    mste       w 

m      d     E  kp     kt     1     T       gul         g        t  ht      kl  g     C     dl    t 

System  bezieht",  dio  Coordmaten  aller  der  benützten  Dreieckspnnkte  berechnet ; 
Tgl.  dazuEap.  4,  Das  Hauptergebnie  einer  grössern  Triangalierung, 
z.  B.  einer  ,Laiidestriangulierung",  für  alle  technischen  und  ähnlichen  Zwecke 
ist  deshalb  stets  das  Verzeichnis  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  aller  Dreieckspunkte  in  einem  einheitlichen  Coordiiiaten- 

3)  Centriernngsanfgabeu.  Bei  der  Ausführung  von  Trian- 
gulierungen,  überhaupt  bei  der  Messung  von  Horizontal  winkeln  kommt  es 
häaflg  vor,  dass  von  einem  bestimmten  Standpunkt  (Winkelscheitel)  aus 
ein  anzuzielender  Punkt  nicht  sichtbar  ist,  wohl  aber  ein  ganz  in  dessen; 
Nähe  befindlicher  Punkt,  oder  dass  man  den  Theodolit  nicht  über  dem  Punkt. 

*)  Auf  dem  Prinzip  der  vorstehenden  Aufgabe  beruhen  die  Breiten- 
gradmessnngen  (nur  dürfen  dio  hier  vorkommenden  g rosse u  Dreiecke,  wie 
schon  oben  angedeutet  ist,  nicht  als  ebene  berechnet  werden] : 

1)  Zwei  Punkte  in  der  Nähe  desselben  Meridians  sind  durch  eine  Dreiecks- 
kette verbunden,  die  nach  der  vorstehenden  Andeutung  gemessen  ist; 
daraus  lässt  sich  die  Strecke  zwischen  den  beiden  Endpunkten  des 
ganzen  Netzes  und  ihre  Projektion  auf  die  Meridianlinie  bestimmen. 

2)  Auf  astronomischem  Weg  (durch  Messung  der  geographischen  Breiten 
dieser  beiden  Endpunkte  des  Bogens)  ist  der  Meridianbngen  auch  in 
Bogeumass  auszudrucken. 

Aus  beiden  Angaben  (Bogenlänge  und  Centriwinkel)  läast  sich  der 
Krümmungshalbmesser  des  Meridians  an  der  Stelle  dieser  Breiten gradm essung 
berechnen ,  also  eine  „Erdmessung"  ausiUhren ;  vgl.  die  Anmerkung  S.  320 
über  die  Erfindung  der  Triangalierung. 
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1  1^     CentrieruiifT^au 
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iz.  B.  Kirehturmspitzej  ^utstellen  kann    Jci    leii  Scheitel  des  zu  niPs^iei 
Winkels   bezeiclinet,   wohl   iber  in   einem   ganz  benachVirtcn  Punkte 
hieraus  entstehenden  Aulg'aben  aind 

1)  das  sog   Ceiitneren  eines  Zielpunkts, 

2)  das  fentneren  des  Winkeis  oder  Stindpunkts 
In  beiden  Fällen  sind  ausser  der  Winkelmessnng  selbst  noch  K 

ausznfQhren,  die  die  Lage  des  benutzten  Zielpnnkti  oder  Aufstellnngspunkts 
gegen  den  zu  benutzenden  bestimmen  es  sind  die  sog  Centrierungs 
elemente  oder  CentriernngsstÜLke  zu  ermitteln  Liiieire  Escen 
trioität  nennt  man  die  Entfernung  des  benutzten  Punkti  von  dem  zu 
benützenden ;  ihre  Ermittlung  ist  oft  nicht  durch  direkte  Messung  möglich 
(z.  B.  hei  Türmen),  sondern  erfordert  selbst  wieder  eine  kleine  Tnanguheiung 
1)  Centrieren  eines  Zielpunkts  Vom  Standpunkt  A  aus  (vgl 
Fig.  95)  ist  der  Winkel  BAC^a  la  messen     Punkt  C  kann  nicht  an 


gezielt 


,t  deshalb  der  Winkel  BACi  —  ui  gemessen  worden 
wobei  C Ci  =  e  und  ii.AOiC  —  A  (gleich  sehr 
nahezu  180'- jICC,,  so  dass  es  gleichgiltig 
fj  ist,  ob  i  den  Winkel  bezeichnet,  den  e  mit  CiA 
oder  C  4  bildet)  die  Centnernngsstücke  Ton  Cj 
sind  Gesucht  lat  die  an  k^  anzubringen  le 
Korrektion,  um  «  zu  erhalten 

Die  gesuchte  Korrektion  <f  ergiebt  sich 
dur  h  Anwendung  des  Stnas  Sitzes  auf  das  'lehi 
schmale  DieiPck  ACC\    namlich 


,^^-,     d 


qr    =  -       A     C  ^65 

D        Kkt  tj         IdLgdPktBCCg^ 

dg  Wkl  ddidd  bth  m 

hit  tdb        tl         gbdus  Ifn 

B       hn     g  d     D        k    ÄSC  (m  t  d  ht     t      t      W    k  1  )        b  - 

tl  bra    i  t  1     r        1       Kt        ht  g  b  k      t 

b  t&         gktm;i  wg        fdlljkl  tund 

j        h     X  od      {18U  —  AI   b     0       t       f    d    1   h     d      g        -t  11- 

g  m  m  t        gf  It 


1 


-  131",^  =  2'  11",4 


e  li.i.  hi  Gl  rechts  lon  C  (mu  Ä  ms 

nk  9.99  62  gesehen) 

3"  5.3144  gemessen:  ßi=62°8i' 58" 

5!-  6.42  95:  berechnet:  qj  =  —    2' ll",t 

T"  2.1185  a  =  62°32'46",8 
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g  34.     Die  Snellius  sehe  Aufgabe. 


Standpunkts    (eicentrische   Winkel- 

(Fig.  96)  snll  ün  Winkel  «  gemessen  werden. 

„     Statt  in  dem  unzugänglichen  Punkt  A 

/  ^  ist  das  Insti'unient  im  benaihbarten 

Punkt    A\    aufgestellt    und    daselbst 

dei   Winke!   «i    gemessen;    die   Cen- 

tiierungsstitcke  von  Ai  sind:   AAi 

=  c,  2i.BJ,Ä  =  },  (a,lso  2i.VAjA 

—  H  =  «1  — ^).      Abs    «j    ist    der 

„centrierte"     Winkel     BAÜ^a 

abzuleiten. 

Es  ist   a  =  «1  -+-  ij)  4-  ij) ;  ferner 


oder,  da  wieder  e  klein  im  Veiliältnis 
Winkel  sind, 

q>"  s=  -  sin  l .  206265"      und      t/i"  ä  -' 


id  »"i  ist,  also  tji  und  \p  kleine 


(V011US  «  =  «i  +  e  .    ^  H ^J  20  2 

Diese  Formel  gilt  natürlich  nicht  11  td      li  1  b     s 

seitigtii  Lagen  der  vier  Punkte  A    ij  B      A  d        I     K       kt 

bald  zu  addieren,  bald  lu  subtrahieren       d     E         1  Fäll         gl  I 

(f  und.  tp  beide  positiv  zu  nehmen  wi      h        qi      difibd        gt 
nehmen,   qj  positiv,   ip  negativ     endli  b      mg  k  h  t      W  1  1        L 
Ai    gegen    A  und   die   beiden   Zielpunkt    B       d  C       t  p      h       d 
Fälle'    Wie  müssen  A   und  Ai   legen    d      t(p       di/i       h       flh 
«  =  «j  wird  ? 

§  34.  Fortsetzung.  Die  Aufgaben  von  SnelHus  und  ton 
Hansen  und  weitere  Äiifgaheii  der  praktischen  Trigono- 
metrie. 

1>  IHe  SnelliusseltG  Aufgabe.')  Geometrisch  aufgefasst 
lautet  die  Autgabe  Ein  Viereck  idU  konotruiert  werden,  wenn  gegeben  sind 
zwei  beiten  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  und  die  beiden  Winkel, 
m  lie  der  dem  gegebenen  gegenübeihegen  le  Viereckswinkel  geteilt  wird 
durch  die  von  seinem  Scheitel  ausgehende  Dia£,onale. 

Geoditisch  (tngonometriBchj  aui^gedruckt  (Fig.  97):  Die  Lage 
eines  Punktes  P  gegen   drei  Punkte  A,  ö,  B  von  bekannter 


)  Diese  Öberans  wichtige  Vie  k  aut  ab  1  t  auch  heute  noch 
T  lfa«h  aber  nnrich tigerweise  Pothcnot  h  A  f  ab  {Fothenot  1692); 
pM  m  t  ch  uralt,  ist  sie  praktisch-t  g  n  m  tn  h  t  von  Snellius  am 
Anfan     d  s  17,  Jahrhunderts  benutzt  w    den     S  n    Auflösung  war  noch 


1 


ul  , 


yGoosle 


M.    Die  Siielliussche  Aufgalje. 
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Lage,  d,  h.  die  Ent^sinungan  PA,  FS  und  PO  zu  bestimmen, 
wenn  die  beiden  Winkel  «,  ß  g'emessen  sind,  unter  denen  die 
Strecken  ÄC  und  BO  von  P  ans  erscheinen.  Man  bezeichnet 
diese  Bestimmung  der  Lage  von  P  in  der  Geodäsie  auch,  als  Eück- 
wärt seinschneiden  von  P  über  A,  C,  B.  Wenn  ein  zu  bestimmender 
Punkt  durch  Winkel messnng  auf  der  Lage  nach  gegebenen  Punkten 
r  von  diesen  aus  vorwärts  eingesclinitten; 
wäre  z.  B.  in  Fig.  97  der  Punkt  P  dnrcli 
Messung  der  Winkel  POB  und  PS  0 
bestimmt,  so  wäre  er  voa  -ß  und  C  aus 
vorwärts  eingeschnitten.  Wenn  aber 
die  Winkelmessung,  die  zur  Bestimmnug 
B  der  Lage  des  neuen  Punktes  zu  führen  hat, 
auf  diesem  selbst  ijemacht  ist.  so  spricht 
man  von  Rnckmärtseinschneiden.  Für 
das  Vorwärts  ein  schneiden  eines  Punktes 
genügen  also  planimetrisch  zwei  gege- 
bene Standpunkte ;  für  das  Eückwärts- 
C-  einschneiden   eines   Punktes   niuss   man 

drei  gegebene  Zielpunkte  haben.  Die  gegenseitige  Lage  von  A,  C,  B 
(C  ist  der  , mittlere"  der  drei  gegebenen  Punkte)  soll  gegeben  sein 
durch  die  beiden  Strecken  AC:=a,  BO  =  b  und  den  von  beiden  ein- 
geschlossenen Winkel  y;  die  zwei  gemessenen  Winkel  «  und  ß  werden 
beide  <180''  vorausgesetzt,  was  durch  entsprechende  Bezeichnung  der 
gegebenen  Punkte  stets  erreicht  werden  kann. 

Die  planimetrisehe  Konstruktion  des  Punktes  P  ist  sehr  einfach; 
nachdem  GA  =  a  und  GB  —  h  unter  dem  Winkel  y  zusaiuniengestossen 
sind,  beschreibt  man  Über  a  einen  Kreis,  der  «  als  Peripher! ewinkel  fasst, 
ebenso  über  6  einen  Kreis  mit  ß  als  Peripheriewinkel;  der  Schnittpunkt  beider 
Kreise  ist  P. 

Trigonometrische  Auflösung.  ^*)  Die  beiden  unbekannten 
Viereckswinkel  in  A  und  B  seien  tp  und  'i>,  so  ist 

(1)  ip  +  (tJ  =  360«  -{u-^ß-hy);         ferner 


(2)  —. —  sin<ri  =  r 

Ans  (1)  und  (2)  ist  (qi  -i 


•^smip. 


-  bekannt,  also  die  SnelUus- 


sche  Aufgabe  zurückgeführt  auf  8  20.  1.  Fasst  man  [—. — ,  -; — r] 
in  (2)  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punkts  auf  und  führt  (vgl. 
%  19,  Seite  179/180)  dessen  Polar- Coordinaten  (X.  p)  ein  dnrcb 


y  Google 


Die  Snellius  sehe  Aufgabe, 


-  —pmiX  ,         — — 3  —  ^  cos  A, 


F.™»  wird  aus  (2)  s^^»,"^.      »-' 

«^t^Zj^=\^zil^a,i.iS>  +  X)    [vgl.  I  16,  Gl.  (15)1   oder 
sinep-i-stn^>      1  +tg\ 

2  sjw-s-  (cd  —  lii)  cos  -5-  (cp  +  ifi) 

_ pr 11 Y^ —  =  ctg{ib^  +  X),     woraus 

2sOTy(qi  +  )ji)  coa -g  ((jD  -^fl) 

(4)  tg  tlllJl  =  tg  "^^  etg  (45«  -t^  A) . 

Aus  (1)  und  (4)  sind  mm  $  und  %p  bekannt,  nämlich 


(5) 


_  (p  +  »J) (f)  - 


Damit  kann  r  aus  (2)  berechnet  werden;  endlich  folgt  aus  den 
Dreiecken  ACP  und  BCP 

^^*     '"' ""  ^ *''*'  <^"  "^  '^) '     *2 "  :^ ^''^  ^^  +  '"'■ 

Gang  der  Rechnung:  i  aus  (3);  'E+.yaus(l);  ^-T"*^ 
ans  (4);  (})  und  if;  aus  (5);  r  doppelt  (Eechnungsprobe!)  aus  (2); 
»■j  UDd  r^  aus  (6). 

Diskussion  der  vorstehenden  Löi>      g     tjl    \    \     \     ^ 
aeteang  gemäss  sin  a  und  sin  ß  stets  poeitiT  sind      i         d  &  k      V         ii 
haben,  immer  positiv  and  zwar  sind  auch  s»n  i      d        A  p     t       m         hält 
also  aus  (3)  X  stets  als  spitzen  positiven  W   k  1      (9  (45  +  AI      t  1 
§  0,  je  nachdem  A  §  45«  ist.    Aus  (4)  folgt  d      t    d    qn      d  if>  <  1^0 
sind,       'LTl!t    als  positiver  oder  negativer    p  t        W    k  1    j  hl 

tgfllV^O  wird. 

Die  Genauigkeit  der  Bestimnmng  der  L  P     t    !  h 

der  Perm  des  Vierecks  ACBP;  P  ist  schle  ht  1     t  t    w        d       w 

Kreise  über  a  niid  6  [vgl.  oben  die  planimetris  h   K      t  kti    )      h       i    f 
schueiden  (vgl.  §  7  Seite  54/55).    Wenn  diese  b   d  n  K  m       f  1! 

d.  h.  wenn  das  Viereck  ACBF  ein  Sehnei  k  t  t  d     A  t 

gäbe  unbestimmt,  indem  ein  beliebiger  Punkt  d     K  is  mf         dB 
dingungen  genügt.    Ungünstig  wird  die  Best           g  w       Pul 

auf  dem  Umkreis  des  Dreiecks  AGB  liegt,    l   1    w  (    +^-V-y)      h 
=  I8Ü0  ist,  wodurch  eben  der  Schnitt  der  be  d      k  b    f       w   d 
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g  34.    Die  Snellins  sehe  Aufgabe. 
Dies  zeigt  sich  auch  in  der  oWgen  trigonometrischen  Anflösung: 


der  Durchmesser  des  Kreises  über  a 


,   der   des   Kreises   über  i 


beiden  Kreise  fallen  also  (nnter  der  Voraussetzung,  dass  das  Viereck  A  CBP 

ein  konye-ses  ist)  zusammen,  wenn 

a  f>      .  .         j     ■■     ■  3        ,1       alsin  a      ,         , 

-; —  =  -;— 5   Jst;        damit  wird        tgA  —  r^. — t-,  =  1,       also 
sm  a       Sin  p  bjain  p 

l^ih'i,     ctg  (450  +  i)  =  0. 
Femer  ist  in  diesem  Fall 

a  +  ß-i-y-  1800,    also  auch    gi  +  tf^  =  180i>,    somit    '^.^.^  =  900, 
und  tg  ?^"^  =  lg  90«  .  cij  90»  =  co  .  0  =  i ,    d.  h.  unbestimmt, 

Ist  tgi.  nahezu  =  1,  also  log  tgX  nahezu  0,  so  wird  bei  konvexem  Viereck 
die  Bestimmung  ungenau  sein  (Fig.  98). 

Dieser  Fall  der  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  oder  der  wenig  genauen 
Bestimmung  Ton  P  wird  nicht  eintreten  können,  wenn  P  innerhalb  des 
Dreiecks  AOB  liegt  oder  wenn  j'>1800  ist  (Fig.  99). 


1.                a  -^  870,25  m 

h  =  26S,46   , 

sina 

2.5fi  850 
9.70  065 

^  =  122°  53' 10" 

ajsina 

■    mnß 

2.86  785 

K=    87"  42' 40" 

2.54  374 

ß^    (i5=    7' 30" 

sinß 
b 

9.S8  514 

a  +  ß-i-y  =  275"  49'  20" 

ajün  tt :  ö/«in  ß^tgl 

0.32  411 

£.+  "f:=    420   5' 20" 
^■=^=-17=51' 34" 

9.95  579 

tgf-'i'^ 

9  50  814 

1^=^    24=  13' 40" 
>p=^    59°  56' 5-1" 

■ 

^l 

2.83  207 

k=    64' 38'    0" 
45°  +  X  =  109''38'    0" 

sm  («  -t-  qs) 

9.96  422 
2.86  785 
9.61  S19 

a-t- II  =  112°  56' 26" 
ß-\-Tp  =  125°  4'  24" 

(Probe)  ■;■ 

2.48  104 

2,48  104 

r   =  302,72  m 

bjsmß 

9.93  730 
2.54  374 

ra  —  679,31  , 

Tg  -  286,23  , 

"'S 

2.45  671 
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§  34     DiP  Snellius'iclie  Äufgil'e 


Bei  dei  grooaen  piaktisdwii  Wuhtigkeit  Jpi  Aufgabe  d-'s  Eucl.Kärts- 
einschneidens,  die  mit  einem  Minirauin  von  Feldarljeit  (es  suid  nur  Winkel 
auf  einem  und  demselben  Pnnkt,  dem  geeuchten ,  zu  messen)  die  I^ge  des 
zn  bestimmenden  Punktes  giebt,  sind  im  folgenden  noch  einige  Zahlen- 
beispiele  mit  Resultaten  zusammengestellt,  1,  3  5,  7  sind  zur  Bei,lmmig 
mit  6-stelligen  Loganthmon  beotimmt  (wobei  aber  auch  hier  auf  1  in  den 
Winkeln  abgerundet  ist] ,  die  nbrigen  sind  mit  5  stelligen  Logarithmen 
gereclmet. 


Kl-. 

a 

'       1    ' 

«    j    ß 

•■ 

'■i 

r. 

T 

5836,7 

7417,2 

237015' 46" 

17"  14' 23" 

250  32''li''' 

11781,9 

15929.6 

16Ö36.r 

2 

634,82 

396,74 

138  29  45 

46  18  16 

85  33  28 

382,20 

835,54 

140,04 

3 

52S0,4 

8683.3 

134  15  24 

73  17  86 

66  0  48 

3329,08 

6309.86 

3431,62 

4 

248,262 

218,084 

131  57  37 

87  16  26 

38  23  17 

221,85 

122.48 

342,96 

t 

4720,61 

3691,86 

225  46  52 

18  16  88 

73  39  46 

2154,10 

6717.33 

3664,83 

6 

719.08 

627.62 

49  14  36 

102  13  42 

116  36  24 

616,33 

402,95 

193,93 

7 

1218,6 

738,9 

"23  47  17 

37  15  4 

25  39  40 

inoo  00 

1886  22 

1537  86 

8 

635,3 

418.4 

162  3  23 

1   6  4 

38  5  3 

635  7b 

844  48 

b  on 

Znsätze.  1)  D  e  im  V  rsteh  nden  ^egelei 
Lösung  ist  wegen  hrei  ToUstBnd  gen  n  n  et  e 
■wesentlich  dieselbe  Auflflsang  erhalten  an  na 
einführen  wollte  d  e  W  nkel  zw  sehen  a  und  r  nnd 


e  (jetzt  100  J  hre  alte) 
de  be  te  Man  würde 
als  u  bekannte  W  nkel 

,w     hfu  r  und  h  ACP 


—  ^,  BCP  =  t},  m  die  )   durch   die  Diagonale    zerfallt     Min  hitte  i 
diesem  Fall  |  und  ij  zu  bestimmen  aus  den  zwei  rvleichungeu 

(7)  I  +  1  =  ^ 


(S*  ^  "'" '"  +  ^'  =  W^  '^^  *^  + '''' 

3  der  gegebenen  Summe  und  dem  gegebenen  Verliältnia  von 

sm  tß  +  V) 
■n(«  +  ^)  +  ,in{ß  +  ,i)_ 


k+l 


„  [^  +  I)  _  si„  (^  +  ^,  -  ftTTI 


d.  h.  i 


bestimmen 


(9) 


19  1 


k^ 


,t>  - 


oder  mit  derselben  Einführung  des  Hilfswinkels 


■  ctg  [- 


e  oben  ,  nämlich 


(10) 


's(-, '" 


■  <«- 


wenn  nicht   (fünsftellig)  nacli  (9)  mit  der  J£exschen  Tafel  für  tog^ — ^ 
gereohnet  weivlen  soll. 
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§  34.    Die  Hansen  sehe  Aufgabe.  331 

Nach  Beatimmung  von  ^  und  ij  hätte  maii : 

*■  ^  ^  s^  («  + 1)  =  -^  ^'^  (^  + 1)  1  »-i  =  j^ä  ""  ^  •  '■3  =  Ji;^  ^'"  ^' 

Wie  schon  bemerkt,  ist  diese  Anflflsang  ron  der  vorigen  in  nichts  wesentlicli 
verschieden  und  ebenfalls  83'mmetrisch. 

Wollte  man  nur  Einen  Winkel  als  unbekaunt  einführen,  z.  B.  (Fig.  97) 
CäP=  rp,  so  wBie,  wenn  GBP  (oben  mit  1^  beieichnet)  =S600  — 
(a-i-ß  +  y  +  <f)  =  q>-i-8  (w<.ö  =  3aOO— (R4-|5  +  rt  bekannt  ist)  gesetzt 
wird,  (p  zu  bestimmen  aus  —. —  sin  ip  —  ■.    ^  sin  (9  +  ö)  oder  aus  -r-r ^r 

=  11!  (Anfg.  4.  1,  §  19  mit  it  =  0) ;  aneh  so  kann  man  also  wieder  auf  di^ 
selbe  Auflösung  znrnckkommen,  aber  auf  unsymmetrischem  Weg  ^  Es  §■  ebt 
auch  noch  andere  trigonometrische  Wege  zur  Lösung,  die  aber  liberginKen 
werden.  Rin  geometrisch-trigonometrischer  ist  deshalb  nicht  ohne  Interesse, 
weil  er  ziemlicli  mit  äem  Sweniusachen  übereinstimmt  Mit  a  und  «, 
sowie  mit  6  und  ß  sind  Halbmesser  und  Mittelpunkt  der  zwei  Kreise  ttVer 
a  und  6  bestimmt  (yg!.  §  35,  3).  Sind  Mi  und  M^  die  Mittelpunkte  Äj 
und  Äg  die  Halbmesser  dieser  zwei  Kreise,  so  sind  also  in   dem  Dreieck 

3fj  M^  0  die  Seiten  Mi  C  =  „— : —  ,  Mg  C  =  -= 3  bekannt    ebenso  kennt 

b  hdWkl  h      MO      d        MC      dfr{=9r   — 

d=90-|3)       1  hd       WklMCM-     +|5  +  )  — 180 


h  d     d  tt 

S  t    d 
t     11    d 

D 

k    M 

CM 

1 

1 

V    M 

a         1    1 

11     lib 

S       I 

t  d        A  f 

ti  dl   1 

1     1       b 
A  fl 

g 
K  d 

gb 
t  1 

d    1 

1   Ib 

1     kt     h 

t 

dt      hd 

d      1 

f    b 

1) 

ih       g 

d     L 

1    S 

1    h 

j-  =  180      i 

W 

/      t  {P 

kt  r  H  Ib 

g? 

kt 

S)t 

D 

pe     Ute 

=  1.0  ,  « 

^  =  ^mu 

.s.  ein  g 

leicb.-  h 

klg 

D 

kAPB 

[■folge  diesen 

.  Fall. 

ä)  Die  Hansenseh^  Aufgabe,  Aufjg;al>e  der  niizn- 
gänKÜcheu  Distanz.  (Aufga,be  der  zwei  FunktopaB.rc,  gleich- 
zeitiges Bückwärtsflinsolmeiden  zweier  Punkte  über  zwei  ge- 
gebene Punkte);  DieEntfernungn  zweier  Punkte  B.C,  die  nicht 
direkt  gemessen  werden  kann  oder  soll,  ist  dadurch  an  be- 
stimmen, dass  man  in  ihnen  die  Winkel  misst,  die  die  Strahlen 
nach  zwei  Punkten  A  und  A,.  deren  Entfernung  e  bekannt  ist,, 
mit  der  Verbindungslinie  BC  der  zwei  Punkte  einschlieasen; 
vgl.  Pig.  100. 

Geometrisch  hütet  le  Aufgabe  also:  ein  Viereck  ÄAiGB  zn 
konstruieren  ans  einp  beite  A  Äi  =  e  u  1  den  4  Winkeln,  die  AB  und 
ÄiB,  AG  und  A  i.  n  t  der  f  egensp  te  i  C  von  e  bilden.  Die  Konstruk- 
tion   der  Aufgabe    1  t    of  rt   kl         d     ch  d  e  gegeljenen  vier    unabhängigen 
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■332  §  34.     Die  Hanselische  Aufgabe, 

"Wuikel  ist  die  Form  dei  Vierecks  voUatandig  bestimmt  Man  iann  also 
mit  diesen  vier  Winkeln  em  dem  verlangten  Viereck  ähnliches  zeichn  n 
und  h^t  die  ohne  lie  Winkel  zu  verändern  nar  noch  so  zn  veigrössen 
oder  zu  lerklemem,  dasa  he  Pine  gegebene  Seite  die  Torg«  clirn,benp  'irts-e 
erhalt 

Es  ist  lamit  auch  klar  das-<  <-s  gleichgiltig  ist  welche  Seite  d«'! 
■\  leie  ks  gegeben  ist  insbesondere  ob  wie  obe  i  angenommen  e  gegeben 
niid  a  ge  ucht  ist  oder  umgekehrt  Im  letzten  Fall  iiJre  also  die  Aufgabe 
diese  eine  Standhnie  BC  —  a  ist  gemessen  in  den  Endpunkten  werden 
die  Winkel  gemessen  iie  die  von  zwei  Punkten  J.  nnl  -li  aia  nach  B  und 
■0  gehenden  Strahlen  AB,  AC,  Ay  B,  Ai  0,  mit  B C  nnd  C B  einschliessen , 
man  sucht  die  Entfernung  e  der  beiden  Punkte  A  und  Ai.  Im  Sinn  der 
praktischen  Trigonometrie  wäre  dies  aber  keine  Aufgabe  dee  Ettckwärts- 
einscbncidens  mehr,  sondern  die  Punkte  A  nnd  Äi  wären  von  B  nnd  C  aus 
]  nS         ingeschnitt        nd     a  lit  nur  zuletzt  die  Strecke  Ä  Ai. 

Man  k  nntp  n  diesem  Fall  al  d  Aufl  sung  Kurüokfflbren  auf  die  von 
SD  kn  BG,  AiBO  d  ü  li  iA^B  oder  AÄiC  (jene  beiden 
au       n      &    te  nnd  den  W    k  In    d  a      zwei  Seiten  und  dem  Zwiachen- 

w  k  1  uf  ö  n) ;  doch  t  }  f  d  n  Fall  die  folgende  Lösung  un- 
n  t^eiba  b  u  hbar.  ^  In  d  m  t  n  Fall  Messung  der  Winkel  in  den  End- 
punkt n  1  g  suchten  Strecke,  ist  der  gesuchte  Punkt  A  über  B,C  und 
den  n  h  n  h  bekannten  Punkt  -dj  und  zugleich  A]  über  den  noch  nicht 
b  kannt  n  Punkt  A^  und  über  B  und  Crückwärts  eingeschnitten.  —  Jeden- 
falls w  d  h,  da  die  Form  des  Vierecks  durch  die  gegebenen  Winkel 
all  n  11  tänd  g  feststeht,  bei  einer  symmetrischen  Auflösung  erst  am 
hlu  1  Rechnung  um  Berechnung  von  a  aus  e  (oder  allenfalls  auch 
Timg -kehrt)  handeln.*) 

Trigonometrische  Auflösung. M)  Es  sei  (vgl,  Fig.  100  und  101) 
mit  1^  [  stets  der  Winkel  bezeichnet,  den  |         i  mit  £C,  und  mit  j  '^  ! 

der  Winkel,  den  J         t  mit  CS  einschliesst. 

Es  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  je  naclidem  nämlich  A 

und  Aj  i      ,  \  Seite  der  au  bestimmenden  Strecke  B  0  liegen, 

(nicht  ,  „        ! 

ist  der  Winkel  ABJi  =  |'^^^'l  (vgl.  Fig.  100  und  101), 


*)  Diese  Triangulierungsaufgabe  geht  ebenfills  ins  17  Jahrhundert 
zurück  (1671  Ooliim);  1754  hat  Lagtive  in  seinem  Manuel  de  Tngono 
mötrie  pratique  eine  andere  Lösung  angegeben,  und  in  dnr  Folge  ist  die 
Aufgabe  oft  behandelt  worden ;  die  unten  angegebene  Löoung  iit  wesentlich 
die  von  Bohnenierger  (1802)^  später  (1841)  hat  Hansen  die  Autgabe 
im  Coordinatcnsjstem  gelöst  (vgl,  Kap.  4)  und  sie  wird  deshilb  häufig  naih 
ihm  benannt. 
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§  34.    Die  Hanaen  sehe  Aufgabe. 


1)  A  und  A-i  liegen  auf  derselben 
den  übrigen  Buchstaben  der  Fig.   100  wird: 

(1)        a  =  180«  ~(ß  +  r)       ;        «1  =  1800  _  (ß^  +  ^,). 


333 

Im  ersten  Tall  sei 
die  Bezeichnang  der 
Punkte    so    gewählt,. 

Die  nnhekatinten 
Winkel  BA^A  und 
B  AAi  seien  stets  mit 
(p  und  1(1  bezeichnet, 
er  Linie  B  C.    Mit 


A.B^ 


w«i 


Sotat  man  nun       {81       m  =  ^ .  ^  =  ^^  .  -^,  so  wird 


(4) 


»(^-ffi 


(oder  auch  «  = 


M^- 


ii)- 


r  Bestimmung  von  (f  und  if'  hat  man  wieder,  wie  bei  der  SnelUus  sehen 
Vierecks mfgabe,  Summe  Ton  <f  und  <p  und  Verhältnis  der  sm;  zunächst  ist 

(51  i^^ip  =  1800  —  {^  -  i^i). 

Führt  man  )  un  ini^h 


'V 


(7)        tg^^^tg'*^^!L:K,ctg(450-i-i.)   (vgl.   die   SneUüts> 
Aufg.);  damit  sind  dann  f  und  xfi  bestiraint  aus 


ng  der  Rechnung,     h  und  «i 


id  «1 

..,  (i),a 

i^  aus  (5)  a  aus  (61; 
9^    ans     (7), 

v^ 

-.^^^ 

qi  und  ^p  aus  (8) ; 

^ 

^^ 

flj  doppelt 
*Ö     ,r.ehnunge 
probt')  aus  (31, 
0    {oder    auch  e) 
tus    (4)        Auch 
hier    i.t    stet=i    A 
aU-litzprWmkel 
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I  äi.     Die  Hausen  sehe  Aufgabe. 


I  if^K')'  je   nachdem    ', 


2  I  negativ 

dg  [450  _(_  ^)  ^  0  ist. 

2)  A  und  ^i  liegen  auf  verscliiedenen  Seiten  der  Linie 
BO  (Fig.  101).  Es  ist  klar,  dass  die  Auflösung  ganz  dieselbe  bleibt,  nur 
hat  überall,  wo  im  yorigen  Fall  (ß  —  ßi)  stand,  jetzt  iß  +  ß,)  zu 
stehen,  also  in  den  Gleichungen  (2),  (4)  und,(S). 

Für  die  beiden  verschiedenen  Fälle  folgen  zwei  Zahlenbeispiele. 
1.  FaW:  iß  —ßi)  {5-stellig)  3.  Fall:  (ß  +  ß^)  (S-stellig) 

,  vgl.  die      (a  ans  gegebenem  e  gesucht,    Haupt- 
aufgabe, vgl.  die  Vorbemerkungen). 


«=403,21 

Hsin  a 

9.99  016 
0.21  560 

e  =  452,73 

.iny 
sina 

9.82  811 

ff  =  52»  41' 20" 
|3i  =  34  19  20 

ß,=  Sä  40    7 

sinyildnai 

0.20  576 
0.25  583 

sinylsmOL 
sinyildnai 

9.82  977 

/  =  42  18  40 
j-i  ==  41  43  40 

■/i=US  49  52 

dnyi 

0.99  453 
9.96  130 

Sinai 

9.82  303 

«  =  85     0     0 
ß,  -103  58     0 

«,=  SO  so  1 

ctgX 

9.94  993 

ctgX 

9.99  368 

ß-ß,=     4  41     6 

<^,  +  ^)=l■lb  18  54 

i;(5(450+A) 

8.76  029  n 
1.38  830 

ß-hßi  =  87     0  40 
qs  -[-  V)  =  93  59  20 

e(5(450+A) 

0.02  267 

-P  +  f  _  87  89  27 

tg<p  — tf 

0.14  849  n 

'P.-_'f^_  0  26  20 

tg'^-'f 

7.88  434  h 

smj'/sm« 

0.20  576 
0.26  334 

sin  yl sina 

9.82  977 

(p=   33     2  52 

tp  =  m    3  30 
^  =  46  56    0 

9.85  734 

1^  =  142  16     2 

(Probe) 

0,46  910 
0.46  910 

(Probe) 

9.97  24S 

A=  48  17  44 

A  =  45  25     0 

45f+i=  90  25    0 

9.97  34S 

miytlsincci 

0.21  327 
0.25  583 

sinyilsitja 

9.83  609 

e= 96.99 

et  =  483,06 

9.86  366 

sMß-ßi) 

2.60  553 
0.46  910 
8.91  211 

Em 
Esin(ß+ß: 

2.65  584 
0.02  757 
0.00  059 

' 

1.98  674 

a 

2,68  400 

Auch  für  diese  Aufgabe,  deren  Wichtigkeit  freilich  nicht  so  gross  ist, 
wie  die  der  Sfieliiussoheu  (des  einfachen  Bflckwärtseinsi.hneidens)  tolgen 
noch  einige  Zahlenbeispiele  (a  aus  e  oder  unigel^ehrt  bringt  l.einen  Unfpr- 
schied;  für  alle  zehn  Beispiele  reicht  5  stellige  Rechnung  *us) 
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g  34,     Die  Hniisensohe  Aufgabe. 


Nr.  1      a                 ß 

'''            y      \      n      \    ' 

1.  Fall.     (ß  —  ßi).    (Endpiiiit 

e  nnÄÄi  anf  derselben  Seite  yon  BCj 

1 

681,48 

78"  12'  22" 

18° 

25'  55" 

32°  14'  38" 

69  o  13'  19" 

555,09 

2 

729,08 

79    17  40 

34 

5  50 

73    16  10 

38     0  20 

1229,45 

3 

484.63 

86    27  33 

19 

37  35 

28    19  37 

116     5  41 

573,17 

4 

161,166 

62   20  20 

19 

44    3 

79    56  41 

26    19  37 

198,072 

5 

306.24 

93    17  10 

36 

9  50 

25     0  20 

72    13  40 

258,87 

6 

748,37 

63   48  16 

24 

39  44 

14   87  55 

110   48    5 

856,56 

IL  Fall.  (f(-M^i).    (Endpa 

kte 

von  A  Ji  auf  verschiedenen  Seiten  von  S  C.)\ 

7 

363,328 

38    17  11 

39  13    1114   20  28  1124  43  35 

767,62 

8 

77.736 

67     3  20    1  24 

51  40      46     0  30  !  72     1  20 

97,694 

9 

67,087 

86    13  30    i42 

58  20    |ll2   47  10  |l23   37  50 

248,38 

10 

375,77 

17    53    1 

29 

48  39 

148   47  19 

111    36    5 

624,79 

Auch  für  diese  Aufgahe  lassen  sich  selbstverständlich  ausser  der  vor- 
stehenden BoTmenbe^-ger-HanseK-Baar  sehen  eine  ganze  Anzahl  andrer  Auf- 
lösungen anfstellea.  Z.  B.  föhrt  der  schon  in  den  Vorbemerkungen  angedeu- 
tete Weg  (AuflöBnng  dreier  Dreiecke)  in  jedem  Fall  {auch  wenn  a  aus  e  ge- 
sucht ist)  sehr  einfach  zum  Ziel:  es  sei  z.  B.  in  der  ersten  Figur  101  der  Winkel 
ABAi  =  (ß-hßi)  =  S  (in  der  zweiten  Figur  101  ist  ö  =  360«  —  (3  -f  Ä). 
während  es  in  der  Kg.  100  wieder  (i^  —  ft)  statt  hier  [fi  +  ,3i)  heisst),  seist 


Ci  =  a 


"n   . 


=  cB  +  Cl2-5 

Setzt  n 


n  also  die  Zahlen; 

^9)    ?^  =  p,    -??^=jij,    sö  wird    (10)    e^~a^(p^+Pi^  —  2ppiCosS), 
oder,  für  den  wichtigern  Fall,  dass  a  aus  e  gesucht  wiid: 

Die  Klammer  in  {10),  der  Nenner  in  (11)  ist  nach  der  Aufgabe  zu 
berechnen;  gegeben  zwei  Seit.eny  und^i  eines  Dreiecks  [p  und  pi  sind  hier 
leine  Zahlen)  und  der  zwischenliegende  Winkel  6;  man  braucht  das  Quadrat 
der  dritten  Seite;  vgl.  §  24,  II"  1:  der  Hilfswinkel  /i  oder  \  von  S.  234 
führt  znm  Ziel,  wobei  man  das  Änfechlagen  der  Numeri  der  Zahlen  p 
und  pi  durch  Additiona-  oder  Suhtraktionslogarithmen  ersparen  kann,  und 
selbst  die  direkte  Rechnung  nach  (10)  oder  (11)  ist  nicht  umständlicher,  als 
■die  Rechnung  nach  (1)  bis  (8).  Und  da  diese  einfachere  und  nächstliegende 
Auflösung  auch  nicht  unsymmetrisch  ist,  so  kann  man  sie  als  der  Mausen- 
Bow  sehen  ziemlich  gleichwertig  bezeichnen.  6'>) 

Noch  grössere  Symmetrie  erhält  man  für  diese  zuletzt  genannte  Auf- 
lösung [nach  (1)  bis  (8)],  wenn  man  (mit  Reuschle)  nicht  nur  die  Winkel  if 
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Ei^veiterung   Isr  Snellms  tben   iufgabs 


und  ^l,  die  Ij^  — i^i)  odei  (fi  +  tfil  ™  180'  eisaiizpn  einfuhrt  sonlPin  au  h 
noch  die  Winkel  f  und  ^  die  (im  Diueck  4  4^0)  len  Wmtol  (j  —  yi) 
oder  (j*  +  J'i)  zu  1800  eiganzen  "'i 

Anmerkung      Eine   andere   Aufgabe  wmde   man   mit   der  Annahme 

erhalten,  es  krane  oder  solle  die  Winkclmesaung  nicht  in  den  beidan  ge 

suchten  und  nuht  in  den  beiden  gegeheiien  Punkten  gemitht  weiden  (dies 

sind   eben   di     m   iIpi   idi  tehenden  Nimniei    gemein si.hatt!ich  hehiudelten 

leiden   Aufgihenl     sondern   m    dem 


ge  mhten  Punkte  Es  ei  z  B  ge 
gehen  (Fig  102)  BC=a  gemessen 
siuddieWinkel^BC^tt,  JiBC=|Si 
in  B  und  die  Winkel  BAA^^S, 
CAAi  =  di  in  A.  Man  sucht  die 
Entfernung  jl^i  =e.  Doch  wäre  hier 
iinmittelbar  aus  den  zwei  Dreiecken 
ABC  und  AAiB  lU  rechnen: 


;«{Ö  +  Öl) 


-6,)si 


hjj) 


t-ßi  +  S) 


3)    lirweite  rangen    dei"   vorigen  Anfgalicn.     Als 

Übungen  mögen  die  folgenden  Aufgaben  erwähnt  sein,  ohgleich  die  meiäten 
au  praktischer  Wichtigkeit  nicht  einmal  an  2)  heranreichen. 

1)  „Einfach  erweiterte"  Sneltiuseehe  Aufgabe.  6ä)  Die  zwei 
Punkte  Pj  und  P^  (Fig.  103)  sind  gleichzeitig  ftber  die  drei  gegebenen 
Punktet,  C,B  (gegeben  AC^a,  BO—h,  Winkel  .AC.B=  j-)  einzuschnei- 
den durch  Messung  derWinkeI^PiC=a,  CP,P2=öi,CPs  Pj  =«2- ■B^2C=ft 
die  unbekannten  Entfernungen  i',  »■",  rj,  r^; 
s  zu  bestünmen.  Unbekannte  seien  in  dieser 
Eütifecksaufgabe  wieder  die  Winkel  (p  und 
^  in  A  und  B,  so  sind  diese  abermals  aus 
/S  Summe  und  SräHS-VerhältniB  zu  bestimmen : 
(1)  1354-1^  =  5400— (tt  +  ^  +  j'  +  Äj  +  öa) 
und  (St«MS-Sata  im  Dreieck  C  Pj  Pg) 

0  dass  also  in  der  That  aus  (2)   '- — —   bestimmt   ist.     Die   Auflesung   also 
■anz  wie  in  1)  (nach  §  20. 1;  entweder  mit  Benutzung  der  Hilfstafel  log  =-^— 


oder  mit  dem  Hilfawinkel  A,  hier  i 


Die   Aufgabe   lässt    sich    in   ähnlicher  Weise   beliebig  oft   erweitern : 
(Sechsecksaufgabe)    sind  die  drei  Punkte  P^.  F.^,  P-3  zugleich   über 
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A,  G,  B  rückwärts  in  der  Art  eingeschnitten,  dass  die  sechs  Winkel,  die 
Pi  A  mit  Fl  C;  CPi  mit  P,  P^;  CPa  mit  PaP,  und  PaPg;  -PgPa  mit 
Pg  C,  und  C  Pg  mit  Pg  B  bilden,  gemessen  sind.    Auflösung  ganz  ähnlich 


V  "         hjsm  ß .  sm  $2  Bin  Oj 
2)  Als  eine  Erweiterung  der  Aufgabe  der  zwei  Punktepü! 
{gleichzeitiges   EUckwärtseinsohneiden   zweier  Punkte    über    zwei   gegebene 


Punkte)  l&sst  sich  die  Aufgabe 
genseitig)  über  je  zwei  gegebi 


nkte 


i  Punkte  gleichzeitig  [ge- 


lehneidei 


i   ist   dies   folgende  Sechsecksaufgabe; 
das  Viereck  ABCD  ist  durch  fünf  Stücke 
bestimmt,  z.  B.  durch  AB  =  a,  DC  =  b, 
AD  =  e  und  die  Viereckswjnkel  ej  in  A  und 
Ej  in  D.    In  Pj  und  P?  sind  die  Winke!  « 
und  öl,  ß  und  ög  gemessen;  gesucht  werden 
die  unbekannten  Entferanngen  fi.  r^,  s  u.  s.  f. 
Es  lassen  sich  mehrere  Auflösungen  aufstel- 
len, die  einfachste  mit  Benützung  der  un- 
bekannten Winkel  qi  und  ijj;  wie?  63) 
i[  Eine  indere  Sechsecksanfgabe  ^o-aLamhert  ist  ebenfalls  viel 
behandelt  woiden:  Zwischen  den  sechs  Punkten  A,B,G;  D,  E,  F  sind  die 
in  dei  Fig    105  angedeuteten  acht  Winkel  ^j,  ^z,  8^,  ö^,  Bj,  e^.  ^i,  ^a,  ge- 
messen.   Da  das  Sechseck  zur  Bestim- 
mung (2  X  6)  —  3  =  9   unabhängige 
Stücke  braucht,  so  können  acht  davon 
unabhängige  Winkel  sein,  ivie  es  hier 
zutrifft,   so  dass  also  die  Form   des 
?  C  Sechsecks  vollständig  bestimmt  ist ;  das 
letzte  gegebeneStack  niuss  eineS  t  r  ecke 
sein  und  bestimmt  dann  alle  Abmess- 
ungen. Als  Unbekannte  seien  genommen 
die  Winkel  E AB  =  <pixo<i  EGB^  ^. 
EAF=\;   FCE  =  n,  ECD  =  e  sind  bekannt: 


IPig.  105. 


BC~ 


mf._ 


^3  +  fi-*i  I 
n  öisiK{\p-v) 


=  /ilH 


-  62    »nä  damit  wird ; 


oder 


|«(?+J0_ 


-p)  s 


:«V 


«(qct-l-M)  Si«qp  sittip 

hieraus  evhSlt  man,   durch  Entwicklung  der  sin  der  Summe  und  Differenz 
links  und  rechts  eine  Beziehung  zwischen  ctgcp  und  clg\p  von  der  renn: 

(1)  etgifi  +  mi  etgip^nj. 

■Ganz  ebenso  erhält  man,   wenn  man  die  Dreiecke  AFB  und  CFB  statt 
ABB  und  GDB  benützt,  eine  zweite  Gleichung  von  der  Fonn: 

(2)  etg  ^p  +  vi^  ctg  f  =  «2  ■ 

Aus  (!)  und  (2)  sind  also  qj  und  ij;  zu  bestimmen;  damit  ist  dann,  wenn 
Eine  Seite,  z.  B.  ^£  gegeben  ist,  auch  das  besonders  gesuchte  B£  bekannt 
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§  34.    Weitere  praktisch -geometrische  Aufgaben 


i  bestimmen  ist,  werden  die  zwClf  i 


4)  Eine  sich  liiev  aiischliessendeLamfterSsolieAcliteeksaufgabe  sei 
s  genannt :  Vier  Punkte  A,  B,  C,  D  sind  in  ihrer  gegenseitigen  Lage 
gegeben.    Auf  vier  weitern  Punkten  E,  F,  G,  H,  deren  Lage  gegen  A,  B,  0,  D 
inabhängigen  Winkel  genieasen,  die  die 
Verbindungslinie  jedea   dieser  Punkte 
mit  den  Punkten  A,B,  C,D  unter  sich 
einsehliessen  (vg[.  Fig.  106),    Man  ver- 
langt die   Berechnung    des  Achtecks, 
^-Q  (Ein  Achteck  ist  durch  2x8  —  3=  13 
unabhängige  Stuckebestimmt, vondonen 
also  12  Winkel  sein  können,  wie  hier. 
Ist  noch  Eine  Seite  gegeben,  so  sind 
alle   Abmessungen  bestimmt.  —  Man 
kann  eine  Auflösung  durch  eine  Gleichung  2,  Grades  finden.  6i) 

4>    Zwei    weitere   praktisch-geometi-ische    Aaf- 
Siaben  seien  noch  erwähnt: 

1)  „Vorwärtseinschneiden  eine'-  Punkts     hne  V  sur  m  Ur 


Grundlinie-: 


"Übereinstimmende  Additioi 

ähnlicher  Weise  zum  Ziele 

2)  Bestimmung  e 

und  Einen  Rückwärts 


(Fig.  107)  daa  Dreieck  Ai  B  A  \)i  OA  =  a 
GB  =  h  und  den  Wmkel  /    Dei  P  ii  kt 

]pi  jfl,l  P  g  11  hestimmt  weidei  während  uan 
ni  ht  zwischen  A  nnd  ß  und  zwischen 
G  und  P  zusammen  eben  k^nn  Man 
mis't  dcihilb  lie  Winkfil  ti  in  .^  [t 
in  B  was  Bind  dip  Entfernui  ge  dea 
Punktes  P  von  ^  C  B'  Mit  len 
unbekannten  Wiikeln  q;  und  %p  tindet 
u   1 

und  Subtraktion   in    (2)   führt   wieder  in    ganz 

de  in  1. 

les  Punkts  durch  Einen  Vorwärtsachnitl 
tt  (oft  ats  .üegenschnitt"  bezeichnet),  s^j 
Gegeben  ist  GÄ  =  a,  CB^h,  Winkel 
A  OB  =  y  wie  oben ;  gemessen  sollen  nun 
aber  zur  Bestimmung  vonPsein:  APB=S 
in  P,  und  ACP=yy  in  C;  bekannt  ist 
also  auch  unmittelbar  BCP^y^  —  y—y\- 
.-pWas  sind  die  Entfernungen  r,  r,,  i\'t 
(Geometrisch  entsteht  der  Punkt  P  also, 
als  Schnittpunkt  des  Kreisbogens  über  A  S 
als  Sehne  und  mit  S  als  Peripherie winkel 
und  der  Geraden  GP.  die  man  an  CA 
unter  dem  Winkel  /  anlegt.    Nimmt  man 
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§  35.     Aufgaben  über  tiigonome Irische  Höhdnme»    ng  -j-ifl 

ip  uiid  i/)  als  unbekannte  Winkel,  30  siiii  diese  zr  bestiimüen  aus 

0)  ,  +  *.«,        (2)    j2^~(T  +  „).J^»»  +  ,l 

Entwickelt  man  in  (2),  so  erhält  man,  ähnlich  wie  m  3  3)  eine  Glei  Imn? 
von  der  Form 

(2')  mctg<fi-hnetg>p+p  =^0. 

Setzt  man  hier  für  tfi  aus  (1)  (d  —  (f)),  so  erhält  man  eine  inadratisi,he 
Gleichung  für  ctgcp.  Warum  quadratisch?  Dieser  Weff  ist  aber  unsymmf 
irisch.  Wie  kann  man  symmetrisch  verfahren?  Bemerkt  sei  auch  dass 
öleichungen  wie  (1)  tind  (2),  wenn  man  eine  gute  erste  Näherung  für  <p 
(und  ifi  =  Ä  —  tf)  hat,  am  besten  nnd  beqnemsten  duieh  systematL  che  Vei 
suche  (Probieren)  aufgelöst  werden.    Tgl.  auch  §  10   Seite  12 

Schlnssbemerkung  zu  g  33  und  34.  Alle  die  ^ngefahrten  Aof 
gaben  über  pi'aktisch  tiigonometrische  Bestimmungen  dw  Lage  von  Punkten 
(Vorwärts  und  Räckwartseinsehneideii)  werden  im  folgenden  Abschnitt  in 
etwas  anderer  Fas&ung  wiederkehren.  Gegebene  Pankte  im  Sinne  der 
Geodäiie  sind  nämlich  durch  ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  gegeben  (rgl. 
die  Bemerkung  bei  §  33  2.  Schlass|;  die  Aufgabe  des  einfachen  Eückwärts- 
einschneidens  eines  Punkts  Ober  drei  gegebene  Punkte  (§  34,  1)  lautet  dann 
also  z.  B.  so:  drei  Punkte  A,  C,  S  sind  durch  ihre  Coordinaten  (a;»,  «/„).  (s,,  y,), 
(ici.  yi)  gegeben ;  in  einem  Punkt  i>  werden  die  Winkel  zwischen  Ä  nnd  C 
nnd  zwischen  C  und  B  gemessen  =  öj  und  =  S^;  was  sind  die  Coordinaten 
des  Punktes  D? 

Zuvor  aber  mögen  auch  noch  einige  Andeutungen  (tber  trigonometrische 
Höhen niessung  eingeschaltet  sein. 


§  35.    Aufgaben  über  trigonometrische  Höhenmessung. 

1)  Einleitung^.  Die  wichtigste  Art  der  Bestimmung  von  Höhen- 
unterschieden zwischen  Punkten  der  physischen  Erdoberfläche  ist  die  durch 
(, geometrisches")  Nivellement,  wobei  gana  mit  horizontaler  Ziellinie, 
nicht  mit  Höhenwinkeln  gearbeitet  wird;  ihre  Besprechung  gehört  aber 
nicht  hieher,  sondern  vollständig  in  die  Geodilsie. 

Die  nächst  wichtige  Art  der  Bestimmung  von  Höhenunterschieden, 
die  trigonometrische,  benutzt  gemessene  HChenwinkel  (Neigungs- 
winkel): Winkel  einer  Zielung  gegen  die  durch  die  Instrumentenmitte  ge- 
zogene Horizontale.  In  der  Begel  dient  zur  Messung  der  Hflhenwinkel  der 
Höhenkreis  (Vertikaikieis)  am  Theodolit  (s.  §  32,  1),  ein  geteilter  Ereis, 
dessen  Ebene  mit  der  Vertikalebene  der  Zietung  zur  Ühereinstimmung 
gebracht  wird.  Vielfach  misst  man  (besonders  in  der  elementaren  praktischen 
Astronomie)  Hühenwinkel  auch  mit  sog.  Eeflexionsinstrumenten  (Spiegel- 
aestant  u.  s.  f.). 
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l  35,     Aufgaben  über  trigonometrische  Höh  einlies snng. 


2)  Einige  elementare  Au%aben.  1)  Von  einem  Stand- 
punkt 0  in  dei'  Nähe  eines  Seenfers  aus,  dessen  Höhe  h  über  dem  "Wasser- 
spiegel (z.  B.  aus  der  Earte)  bekannt  iat,  liat  man  an  einem  Sextanten  den 
Höhenwinkel  nach  dem  Punkt  P 
einer  Wolke  =  «  abgelesen,  sowie 
den  Tiefenwinkel  ß  nach  dem 
Spiegelbild  P'  von  P.  Wie  hoch 
ist  die  Wolke  über  dein  See? 6«) 


s  der  Figur  u 


Man  liest  a 
mittelbar  ab ; 
(x-h)  ctga=[x-i-h)ctgß{=Rovi- 
zontalahstand  zwischen  0  und  P); 
X  —  h  _  ctgß  _cos  ß  sma     , 
x  +  h      ctgu      sin  ß  cos  a 
durch  übereinstimmende  Addition 
und  Subtraktion; 


in(ß+_ai   ^ 


B  =  fe- 


n_(ß_^ 


2h  sinßcosa-coißsina  Hn(ß-a)  """  "^  '°m(|3-«)" 
Beispiel:  fi  =  48,5  m,  |3  =  47083',  «  =  45013'  giebt  ai  =  1190  m.  Ist 
auch  die  horizontale  Entfernung  der  Wolke  verlangt,  so  ist  sie  {a:  —  h)ctga 
=  {x  +  h)etgß. 

3)  Die  Punkte  Cund  D,  deren  Entfernung  e  gegeben,  ist,  liegen  gleich 
hoch  (OD  horizontal);  der  Fusspunkt  Ä  eines 
Turms  jlB  liegt  in  der  Richtung  CD  und  eben- 
h  falls  in  derselben  Höhe  mit  C  und  D.  Wenn 
von  C  und  Z)  naeh  der  Turmspitze  B  die  Höhen- 
wiiikel  y  und  Ö  gemessen  werden,  wie  gross  ist 
AB  =  Ä? 


Antw 


'ili? 


-7) 

Wie  E,ndeit  sich  die  Antw  iit  wenn  zwar  C,i?, .4  noch  : 
(im  Sinne  der  praktischen  Geometrie,  d.  b.  also  in 
liegen),  abei  D  um  fi,  hchti  hegt  als  C  und  A  um 


(kl  und  hl 
3)  D: 


durch  Nisellem  r 
Höhe 


ermittelt)  ? 


iB  : 


L  bestill 


n  gerader  Linie  liegen 
Einer  Vertikalebene 
ftj  höher  liegt  als  D 

len   aus   folgenden 


In  der  durch  den  Fusspunkt  B  gehenden 
Horizontalebene  sind  auf  einer  Geraden 
C  E  (Fig.  111)  die  beiden  zusammenstossenden 
Strecken  CD  =  c,  I>-E=^  gemessen;  ferner 
in  0,  D,  IS  die  Höhenwinkel  y,  S.  s  nach  A. 

EsseiCDB^qT'.  also  iJDB^  1800— ip, 
so  wird,  da  BC^xctgy,  BD  =  xctgö, 
B  E  —  XctgB     ist 
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~2cxctgö  WS  q)  =  x^  etg^  y  —  x^  c(/  d  —  c^ 
^dxctgÖcosif,  =  x"  ctg'^  i  —  X^  ctci^  6  ~  d!' ; 
man  erhält   hieraus,  wenn  die  beiden  Werte  von  2  x  ctg  6  cos  (p   einander 
gleich  gesetzt  werden,  eine  in  x  rein  quadratische  Gleichung  Tind  kann  den 
sich  ergebenden  Wert  von  x  anf  die  Form  bringen : 

V[dsiffisiiin{Ö+  y)  dn  {d  —  y)  +  c sin^  y  sin  {Ö  -\-  e)sm{d  —  s)] 
Beispiel:  c  =  1650  m,  Ä  =  2850  m;   j' =  3»  18' 10",  Ä=509'30", 
8  =  20  7'  0"  1  3i  =  104,4  m.    Vereinfachung  der  Pcmnel  mit  e  —  d. 

4)  In  dem  Punkt  B  ist  eine  vertikale  Stange  (Latte)  aufgestellt,  an 
der  in  der  Entfernung  P,  Pg  =  i  von  einander  iwei  Zielmarken  angebracht 
Rind.  Im  Pnnkt  0  werden  die 
Hohen  Winkel  «  und  ff  nach 
den  Punkten  P|  und  Pg  gemes- 
sen. Wie  hoch  liegen  P]  nnd 
Pg  über  dem  Mittelpunkt  0 
des  Instruments  und  was  ist  die 
Hotizontaldistana  a  zwischen  0 
und  P? 
Bb  ist:  DP,  =afga,  DF^ 


-tg<x)  = 


— ;  oder;  Hori- 


coa  ß  cos  u 
Höhenunterschied  zwischen  0  undP,,  DTi 


=  atga;  Höhenunterschied  zwischen  0  und  Pj,  D  P^  =  atgfi. 

Beispiel.    ?  =  S,000m;    ß-WOi'm'.    «  =  8"51'30"',     Was  ist 
über  (tt—a),  sinift  —  a)  in  dem  Ausdruck  für  o  zu  bemerken  (Genauigkeit)? 

3>   Aufgabe   ilev  tri£onoiiketrisclien  HShenmes- 

snug  im  engern  Sinn.  Wichtiger  aJs  die  yorstehenden  Aufgaben  ist  die 
der  eigentlichen  trigonometriechen  Höhenmessung,  hei  der  auf  die  sog.  De- 
pression des  Horizonts  aufmerksam  zu  machen  ist:  in  den  obigen  Auf- 
gaben ist  einfach  angenommen,  dass  der  Höhenunterschied  zwischen  zwei 
Pmikten,  deren  Horizontaldistanz  a  ist  und  von  dem  der  zweite  vom  ersten 
ans  unter  dem  Höhenw'nkel  a  erschei  t  k  =  atqn  •ei  Diese  Voraussetz- 
aBg  ist  nun  aber  l'Qr  kl  «  (b        1«       M     ung  ht  Üb     wenige 

hundert  Meter)  zutreff  ndfQg         e       htn  h         tlg  ndes  zu 

erinnern;  es  sei  in  .A  d  Z  11  n  n  F  n  i  g  n  h  n  tal  gerichtet 
UI>  inFig.  113)  nnd  g  a  d  es  Z  11  4D  h  n  n  ntfernter 
Punkt  7>.  Dieser  Punkt  D  d  H  a  ntal  n  AU  t  nun  b  r  nicht 
gleich  hoch  mit  ^;  vi  In  h  h  gt  1  Pn  kt  S  (w  n  IB  d  duroh  A 
gellende  Kreis  vom  Erdn  tt  Ip    kt  t|    le  1   h    l    n  t  4     D     Strecke 

T>3'  ist  die  sog.  Depr  d     H        nt    (    t  d     Batf   nu       AJ}),  der 

Betrag  des  Einflusses  d     Erdk  ü      ugD  Eflu  dwe  schon 
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angedeatet  ist,    bereits   auf  wenige   hundeit  Meter  Entfernimg-   föhlbar  und 

steigt  mit  wachsender  Entfernung  rasch.    Die  Aufgabe  sei  nun  folgende : 

In  A  ist  nach  dem  Punkt  B  (Fig.  113),  dessen  Horizontal. 

t,  der  Hühenwinkel  a  (Winkel,  den 

^Z>  durch  .d  bildet)  gemessen.    Wie 

über  dem  Piinltt  A''. 

Bei  dieser  Gelegenheit,  wo  zum 
erstenmal  der  Halbmesser  R  der 
Erdkugel  vorkommt,  ist  anf  die 
■IT  Grösse  von  ttimVergleich  mit  auf 
dflrErdoberfläohe  msglicheuZiel- 
weiten  hinznweisen.  Wenn  eine 
Sichtweite  von  100  km  incgüch 
sein  soll,  so  verlangt  dies  schon 
(von  den  Verhältnissen  der  Luft- 
durchsiehtigkeit  selbstverständlich 
abgeaeheu),  dass  beide  Endpunkte 
bedeutende  MeereshChen  haben  oder  dass  wenigstens  der  eine  schon  ziemlieh 
hoch  liegt.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  sieht  man  von  einem  zum  andern 
Punkt  nicht  wegen  der  zwischen  beiden  vorhandenen  Erdwülbung  {A  und  B' 
in  der  Figur),  Aus  der  Geographie  ist  bekannt,  dass  einer  Strecke  von  rund 
110  km  der  Erdoberfläche  ein  Centriwinkei  im  Erdmittelpunkt  von  1"  ent- 


■  &7,3y 


spricht  (6  =Ä .  -^,  also  mit  Jt  =  etwa  6375  kin,  q-  =  1«,  fi  =  ( 6375  .  ■ 
=  111  kni). 

So  grosse  Zielweitea,  wie  100  oder  HO  km,  kommen  nun  bei 
der  trigonometrischen  Höhenmessung  entfernt  nicht  vor-  der  Winkel  q- 
der  dem  gegebenen  a  entspricht,  ist  also  vel  kle  cei  ala  1'  Einer 
Zielweite  a  —  22,  11 ,  ö'/g ,  1  km  entspricht  (rnud)  j  =  0"  12  0"  6 
CS',  O^O'.SS;  der  Winkel  cp  beträgt  al  o  tet«  nur  vienige  Minuten 
die  Strecken  BD  und  BE  =  JBI>.coSf  (Erhebung  des  Punktes.  B 
über  dem  mathematischen  Horizont  Ä  D  von  A)  s  nd  deshall  fu  die 
anzuwendende  Eechnungsschärfe  (5-stellge  Tafeln)  genau  gbich  und 
es  ist  ferner  gleich  giltig ,  ob  man  da  gegebene  a  gleichsetzt  dem 
Bogen  A  B'  oder  der  Sehne  A  TS  oder  der  strecke  A  F  odei  1 1>  oder 
selbst  der  Strecke  AE.  Ist  B  wie  oben  =6  375  000  Meter,  9  = 
O*'  12'  (I/5O,  einer  Entfernung  a  von  rund  22  km,  also  einer  bereits  sehr 
grossen  Zielweite  entsprechend),  so  ist 

j  AD^B.tgtp    =Ii.tgö^l2'     =  22  253,04  m 


(1) 


}  AB'  -- 


720" 


=  22  252,95  ! 


"206  264", 
Sehne  AB'  =2JJ.mw*=  2Ii.sin0^6'  =22252,93  m 
AF  =  E.sin(f:  =  E.sinÜ^W  =  22  252,90  m; 
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{rtiPSP  ab  olutpn  Zahlpii  ^m  1  genügen  1  genau  nur  7  stellig  zu  prhalten 
aber  die  UntPrschiPde  zwi  eben  ihnen  um  die  es  ch  hier  7U£itli  t 
allem  handelt  kann  man  3  stell  g  recbnfii  indem  man  Beibenent 
Wicklung  bis  zu  (j3  einschliesslich  macht)  In  dei  Tbat  bewegen  sich 
also  lie  Unterschiede  der  Langen  AD  Bogen  ^S  Sehne  iB  AT 
m  fDi  Die  htrecke  ÄE  kann  bei  gr  ssem  h  (Ho^hgehnge)  nid  be 
tr&cbücbem  f  alleidingo  einige  Meter  hnger  werden  Ab  die  e>en  ge 
nannten  Entfernungen  da  man  aber  Veigyossem  (  die  gesuchte  Höhe 
ioch  nicht  z  B  auf  ^/^ooo  genau  erlnlt  si  ist  auih  dies  gleichgiltig 
D  li  man  darf  ]edenfalls  «etz  n  H>he  vcn  S  über  dem  Horizont  AB 
oder  B  J)  —  B E  =  It  =  uty a.  üies  ist  aber  noch  nn,lit  der  gesuchte 
Höhenunterschied ;  dieser  ist  vielmehr  B'  B  =  H  =  h~\-  B  D  oder 
auch  (wegen  di-r  Kleinheit  von  ip)  Ji  +  B'i\  nämlich  um  BD^B'I' 
■  als  h.    Hier  ist 


dem  Einflusa  der  Erdkrümmung  (s.  oben)  grössei 
nun  ß'  F  =  B'  J)  =  li  —  B  cos  <p,  wo  qj"  =  -^  ■  a" 
ist;  da  dieser  Winke!  sehr  klein  ist,  so  darf  für  jede 
kommende  Schärfe    der  Eechnung  gesetzt   werden;    < 


oder 


i? 


{(p  in  Halbmesserteilen),  also  hier  —  1  ~ 


!    ^2 


oder  e«  ist 


(2)  £'_f  =  £'D  =  ü  — ü  1  — 4  rä  =Tg.  ^^1  iliza  ^"ch  %  32, 
4.  (3),  wo  hier  a  die  dort  mit  j  bezeichnete  Äbscisse  i  om  Berührungs- 
punkt aus  ist  und  das  zweite  Glied  rechter  Hand  m  jedem  PaU  verschwin- 

det.    Man  hat  also:    (3)  Gesuchter  flohennntersLliied  fi=  «ft/K-i- ö—- 


Mit  B  =  ^.  ergiebt  sich  die  oben  in  3  itdlschweigpnd  benutzte  Formel 
atga  für  die  Horizontalebene   als  HoiiMnt   des  Standpunkts      1er  Betrag 


oinlleternl    ^ 

100 
300 

0,8  min 
7,1    . 

500 
700 
1000 

2,0  cm 

4 

8       , 

2000 
5000 
10  000 
20  000 

0,31  m 
1,96  . 

31,3  „ 

2E 


(vgl   Gl   (3)),  um  den  ilso  diei 


■  Höhenunter- 


schied vergrOssert  wird  infolge  dei  KngelnSlhung  der 
Fläche,  die  Punkte  von  derselben  Meereshöhe  enthält, 
ist  für  kleineie  Zielweiten  a  klein  wächst  aber  mit  dem 
Quadrat  von  a  ei  hat  z  B  (loy  R  =  Q  805  für  Meter) 
für  einige  Entfernungen  bis  20  000  m  die  Werte  der 
nebenstehenden  Tabelle ;  während  er  also  für  a  =  100 
selbst  für  die  feinsten  Arbeiten  kaum  in  Betracht  kommt, 
ist  ein  Punkt,  der  in  der  in  A  genau  horizontal  gelegten 
Ziellinie  eines  Fernrohrs  erscheint  ond  10000  ni  von  A 
entfernt  ist,  nicht  gleich  hoch  mit  A,  sondern  nahezu 
8  m  höher  als  A,  bei  20  000  m  Entfernung  31  m  höher 
(das  Vierfache  für  die  doppelte  Entfernung)  u,  s.  f.   Vgl. 
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inch  Inn  §  ubii  Aulga^en  aus  1er  Mathe  na tiwhen  Geugrajhi  an  '5  Muss 
des  III   AI  Schnitts 

Wie  genau  mns3  man  nach  (3)  den  H  henwinke!  a  messen  we  m  i  an 
bei  n  =  500  1000  2000  5000  10  000  m  in  £"  eine  Genauigkeit  \  n  0  1  m 
erreichen  will? 

inraeikuBg  Die  vorstehende  Formel  (i)  gilt  unter  der  Vonns- 
setzung  d^'5  dei  Lichtstrahl  von  A  nach  B  eine  Gerade  sei  In  det  That 
ist  dies  n  cht  1er  Fall  sondern  der  von  B  lach  A  gelangende  Lichtstrahl 
ist  eine  sehi  flache  (no  h  vipI  weniger  als  Ä  B  gekrümmte)  nach  unten 
concaie  Cutve  da  er  von  B  ans  immer  tiefere  und  damit  dichtere  Luft 
schichten  zu  durchdringen  hat  Es  ist  deshalb  m  (2)  und  (3)  leih  eine 
(dem  Einflu's  1er  Erdlcrnramnns  entgegenwirkende!  Korrektion  wegen 
dei  Eefiaktion  des  Lichtätrahls  l^trfthleuhiechuii^l  anzuViingen  deren 
Berechnung  ledoch  dei  Geodäsie  vorbehalten  bleiben  mu's  erwähnt  sei  diss 
der  Einflnss  der  (stark  wechselnden)  Refiaktion  dirchs  hnittlich  etwa  '/,  von 

dem  der  Erdkiümmung  ist   so  dass  atatts^  in  {^1  unl  (t)   lur  hsch iittlioh 

nui    /g  davon  m  Pechnuig  zu  bnngen  ist 


Kapitel    4. 


§  36.     Deflnitiunen. 

1)  Iliiileitnng;.  Bei  den  Aufgaben  des  letzten  Kapitels  ist  schon 
mehrfach  hervorgehoben  worden  (vgl.  z.  B.  Bemerkang  am  Schluss  von  g  34), 
dass  es  sich  hei  praktisch-trigonometrischen  Rechnungen  fast  stets  um 
Bestimmung  der  lechtwinkligen  Coordin^ten  vDn  Paukten  handelt  Das 
Ergebnis  einer  Triaiignliecung  ist  (vgl  S  324)  das  VerzeiobniB  der  Uocidt 
naten  der  aämtliohen  Dreieckspunkte  in  einem  einheitlichen  System  recht- 
winkliger Coordinaten  einen  tngonometrischen  Punkt  neu  bestimmen  heis^t, 
seine  Coordiniten  in  diesem  'iistem  berechnen  auf  Grund  vjn  Winkelmess 
ungen,  die  entweder  auf  Punkten  mit  gegebenen  Coordinaten  (Vorwärtsein 
Bchneiden)  odei  auf  dem  zu  bestimmenden  Punkt  (ßuefcwartseinschneilen) 
ausgeführt  woid^n  sind      Dt    folgend    Kapitt>l  5    wu  i  feinei  zeigen      las 
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1:)  Co  id  1  tens^sten      R    htnia  winkpl  ö4t 

auch  ±ur  diB  [.nktische  uii i  tlie Hi-tischi.  ^Poh^  ri  liietr  e"  iic  /ugrutid 
legnng  eines  Systems  rechtwinkliger  Coordinaten  notwendig  i'it 

Das  Folgende  gehört  deahalb  m  ien  praktisch  wichtigsten  Ah- 
Bchnitteii  der  Tiigonometne  tls  spezielle  trigonometrische  Vorheieitnng  auf 
die  GpodasiP  ist  es  ganz  unentbehrluh  Und  gerade  die  einttchsten  Dinge 
die  Gniiidaul gaben  ton  §  37  sml  lurch  eine  möglichst  grosse  Anzahl  von 
Zahlt-nbeispielen  geläufig  zu  machen 

Die  geodätischen  bysteme  leohtwinkliger  Coordinaten  gehören  der 
mathematischen  Erdoherflache  an  fui  ein  kleines  Vi-rraesaungegebiet  ist  es 
ohne  weitetoa  zuUssig  dieser  Fläche  eine  sie  heröhrende  Ebene  die  Hon 
aontalebene  zu  sul  tituieren  Pili  giCssere  VermeGaungsgohiete  (m  der 
Landmessuiig  and  LaiidesTcrnessi  ngj  genügt  diPse  einfache  Annahme  die 
jedenfalls  für  eine  Fläche  v  n  viekn  jkm  ausreicht  (vgl  s  }01)  nicht  mehi 
durcliaua  man  muss  vielmehr  die  Vermpssungsflj.chp  betiichten  als  Stück 
einei  Kugeifläche  (odai  bei  noch  grösserer  \nsdehnung  des  Vermessnngs 
gehiets  als  Stock  einer  Bllipaoidflache)  und  man  hat  dann  al  o  zunächst 
mit  recht  vinkhgen  sphärischen  (oder  i  echt  winkligen  'jphäroidis  hen)  Coor 
dinaten  der  Dri-ie&kspunkte  zu  thun  Da««  tinl  bi=  zu  welchei  Ausdehnung 
und  ypmnigkeitsstufe  man  auch  noch  mit  den  rechtwinkligen  foorlmaten 
m  solchen  geodätischen  Systemen  so  rechnen  darf  wie  mit  rechtwinkligen 
ebenen  Cooidiiaten    ist  in  der  Geoläsie  nachzuweisen 

Wii  machen  für  das  Folgende  selbs-t\  erständlich  durchaus  die  An 
nihme  daas  es  sich  um  Rechnungen  in  der  Ebene  nm  ein  ebenes  re  ht 
wmkhges  Coordinaten«! stem  hmdelt 

3>Cooi'dinatenH>>ttein  Uiihtniijsswiiike].  Strecke. 
Coordinaten. 

1)  System.  Es  wird  stets  ein  ebenes  rechtwinkliges 
Cüordinatensjstem  vorausgesetzt,  in  dem  der  positive  Zweig 
der  j/-Ase  um  +  90<>  (Uhrzeigersinn!)  abweicht  von  dem  posi- 
tiven Zweig  der  x-Axe.  Die  Richtung  des  pusitiveii  Zweigs 
der  x-kxe  ist  dabei  ganz  gleichgiltig;  vgl.  dazu  §  13.  3. 

Bei  den  geodätischen  Coordinaten  Systemen,  in  Beziehung  auf  die  die 
Coordinaten  der  Punkte  einer  grossem  Landesvermessung  angegeben  werden, 
ist  es  gebräuchlich,  die  Richtung  der  x-Aie  in  den  Meridian  des  Coor- 
dinatenursptungs  zu  legen.  Geht  also  +  a  nach  Norden  (Beisp.  Bayern, 
Württemberg,  Elsass- Lothringen,  die,  40  preuseischen  Landmessungssysteme), 
so  geht  +  1/  nach  Osten;  hat  +  a;  die  Richtung  nach  Süden,  so  geht 
■+ y  nach  Westen  (Beisp.  Baden). 

2)  Richtungswinkel.  ^*)  Der  Richtungswinkel  einer  Geraden 
ist  der  Winkel,  den  sie  mit  der  a;-Axe  einschliesst.  Schärfer  (ein- 
deutig) ist  diese  Definition  wie  folgt  auszusprechen:  Sind  P^  und  P^ 
zwei  beliebige  Pnnkte  im  Coordinatenajstem ,  so  ist  der  Richtungs- 
winkel der  Strecke  P,  Fr,,  Bezeiehaung  (l\  l'o).  der  Winkel,  nm 
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(  oord  naten  v 
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den  eine  dnrcl  1p  Anfangspunkt  F  der  stre  kp  gpz  ene  Parallele 
zur  positiven  H,  cht  m§  der  j:  Axe  im  positive  Drehsinn  ( öhr- 
zeigevsiin)  geär  It  werd  mu«  ts  se  nt  dr  R  chtung  P^  P^ 
znsammenf  llt  D  ese  W  nkel  lugt  als  für  1  «rschiedenen ,  in 
der  Coord  ateuebei  e  nberhatipt  mogl  rl  n  B  cl  tunge  iw  sehen  0**  und 
360".     Dem  E  chtungsw  nltPl 

0    entspr  cl  t  de  P  cht  ng    \p     -i-  Zwe  gs  der  r-Axe, 
90»  +  -Aie, 

180  —  a;-Axe, 

270»  ,  ,    —  y-Axe, 

Tgl.  die  Ft  ll-±  tn  der  absicltleh  +  j.  weder  anlera  angenommen 
ist  als  früher  niml  h  nach  dpm  gpoditischei  Gebra  ich  Es  ist  schon 
erwähnt  da  d  e  E  htung  von  +  e  glp  cl  g  It  g  t)  Aus  der  auf- 
gestellten Defluton  folgt  at  m  tt  Ibir  de 

Satz  1  Uen  zwe  aut  e  ne  Ter  dei  z  unterschei- 
denden Richtungsn  entsprechen  zwei  Richtungswinltel  die 
sich  nm  180"  unterscheiden,  d.  h.  es  ist 

(1)  (I\  !•,)  =  (I'i  1'2)  ±  180» ; 

denn  der  Eichttingswinkel  der  Strecke  PgPi  wird  erhalten  wfnn  man 
durch  Pg  "^i«  Parallele  mit  -t-  x  zieht  und  diese  im  positiven  &mn  um 
Pg  dreht  bis  zum  Zu 
sammeiifallen  mit  dei 
Richtung  P__P,  vgl 
die  Fig.  114 
)  In  der  Formel  (1) 
ist  +  IbO  gpauhrie 
bpn  weil  fcn,h  mit  dem 
emen  und  andern  Zei 
chen  zwei  Winkel  ei 
geben  die  sich  um 
360  d  h  nicht  unter 
scheiden  Man  hat  das 
Dliere  dm  unteie  Zei 
chen  zu  nehmen  je 
nachdem  man  mit  dem  ersten  oder  zweiten  len  neube rechneten  Winkel 
zwischen  0"  und  360"  bringt :  Winkel  >  ShO"  amd  überflüssig  ebenso 
negative  Winkel,  obgleich  man  an  sich,  wenn  (Fig.  114)  (P,  P^l  =  55"* 
ist,  ebensogut  setzen  könnte:  (PiPg)  — 415"  und  statt  (P^P^y^ 
Ö5"  +  180"  =  235"  auch  (P^F^)  =  55"—  180"  ^  -  125<'. 

Man  merke  den  Satz  (1)  auch  so:  Veränderung  eines  Rich- 
tungswinkels um  180"   bedeutet  Umkehrung   der    Richtung; 


Flä.  lli.} 
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,  0° 
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90" 
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-P    1 
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§  36.    Cootdinatea System.    Strecken.    Coordinateii.  g4"7 

■während  tg  (und  cotg)  des  so  veränderten  Richtungswinkels  unver- 
ändert bleiben,  ändern  sin  und  cos  das  Vorzeichen  (vg'l.  §  13  und  §  14,  6)- 

Aus  der  Definition  geht  sofort  auch  hervor: 

Satz  2.  Gehen  von  einem  Punkt  P^  zwei  beliebige  Eich- 
tnngen  P,  ^^  und  P^P^  aus  (a.  Kg.  114)  und  bedeutet  y  den 
Winkel  in  Pj  „zwischen  P^  links  und  Pg  rechts"  (d.  h.  den 
Winkel,  um  den  man  Pj  Pg  von  linlis  nach  rechts,  im  positiven  Dreh- 
ungssinn,  d.  h.  im  Uhrzeigersinn,  drehen  muss,  um  es  in  die  Biehtung 
P^  Pg  ZU  bringen),  so  ist 

(2)  (P^  P^)  =  {Fl  P^)  +  y  oder  (J-*,  J-^)  — (Pj  Pa)  = -t-^  d,  h. 
Richtungswinkel  des  Schenkels  P^  Pg  minus  Eichtungswinfcel  des 
Schenkels  P^P^  gleich  Winkel  zwischen  PiP^  links  und  Pi_P^ 
rechts;  der  Winkel  /  kann  dabei  einen  ganz  beliebigen  Betrag  haben, 
positiv  oder  negativ  sein,  vgl.  übrigens  die  folgende  Bemerkniig, 

Man  mache  sieh  die  Siltze  (1)  und  besonders  (3)  durch  eine  grosse 
Zahl  von  Zahlen-Annahmen  in  der  Figur  klar,  und  merke  sich 
ferner  ein  für  allemal :  alle  Richtupgswiukel  hält  man  z  wischen 
0"  und  360°;  um  bei  den  Richtungswinkeln  oder  bei  Diffe- 
renzen  von  Richtungswinkeln  (siehe  z.  B.  y  in  (2))  negative 
Zahlen  zu  vermeiden,  darf  man  stets  jeden  beliebigen 
Richtungswinkel  um  360*'  vergrösaern,  ohne  ihn  ku  ver- 
ändern (aber  um  180"  darf  man  einen  Richtungswinkel  nicht  ändern, 
denn  damit  kehrt  man  die  Richtung  um).  Ist  z,  B.  in  Gleichung  (2) 
,(p,  pg)  =  1350  und  (P,  Pg)  =  90'',  so  ist  y  (in  dem  oben  angeführten 
Sinn)  =  +  45O;  ist  (P,  Pg)  =  0"  and  (P^  Pg)  =  315»,  so  ist  y  =  l)0 
—  315"  =  3600  _  3150^  also  ebenfalls  =:  +  45»;  ist  aber  (P,  P3)  =  0 
nnd  (Pj  pg)  =  ^^"y  S'^  1^*  ("1  ^^^  '^'^^'^  gegebenen  Drehungssinn  für  y, 
Ton  P2  nach  Pg  im  +  Drehungssinn)  y  —  0*—  40**  =  —  45**  —  -)-  315". 
Es  ist  also  hier  der  Winkel  zwischen  Pg  links  und  Pg  rechts  =  815", 
■  oder  auch:  der  Winkel  zwischen  P,  links  und  P3  reclits  {^  —  y 
in  obigem  Sinn)  =  +  45" 

3)  Strecke,  Dei  Abstand  zwischen  zwei  Punkten,  P^ 
und  Pg,  die  Strecke  P^P^  =  s,  hat  kein  Vorzeichen,  für  die 
.Rechnung  also  stets  das  Zeichen  +.  In  der  That  ist  diese 
Entfernung  eine  von  der  Annahme  des  Coordinatensjstems  o-anz  unab- 
1  ang  g    G      e     w  nn  d      w     P  nl  t    P    und  P  d     Fb       ge 

geben  s    1  t   h     Entf  nung  g     b  d   t  ts  1      Ib     w    man 

auel  +  %  und  dam  t  das  a  (^  0  1  aten  -vst  n  1  ma  N  1 1 
unabb  ng  g       n  d      Wall   d      R    1  tu  g  +         t    d  t,  1  ) 

d  fln   rt    E   htun     w  nl   1  (P  P  ) 
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348      §  3'?.    Die  beiden  tiigun   du   liufo:dlji,n  im  rniihv   ij  idinatensytem. 

4)  Coordinateu.  Abhängig  sind  feinei  von  der  Annahme  des 
Coordiuaten Systems,  und  zwar  nicht  mehi  nur  von  dei  Richtung  das 
+  Zweigs  der  a:-Ase  fwie  die  ßichtungawmkel)  sondern  auch  ¥Oji  der 
Lage  der  «-Axe,  ferner  ydh  ier  Annahme  deb  Nullpunkts  auf  ihr, 
die  Coordinaten  der  Punkte  Piner  in  iei  Coordinaten ebene  gegebenen 
Figur. 

Schon  bei  der  Einfühlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  (x,  y), 
in  g  13.  2)  ist  betont,  dass  Abscisse  x  und  Ordinate  y  eines 
Punktes  stets  mit  Vorzeichen  Tersehene  Strecken  sind;  auch 
die  Differenz  zweier  Abscissen  oder  zweier  Ordinaten  hat  stets  ein  be- 
stimmtes Vorzeichen. 

Für  einen  Punkt,  der  im 


I,  Raum  des  Coordinaten  Systems  liegt,  ist 


Die  Coordinaten  der  Punkte  werdeu  mit  denselben  Indices  be- 
zeichnet, wie  die  Punkte;  z.  B.  sind  die  Coordinaten  des  Punkts  A: 
ic„,  Hl,;  die  Coordinaten  der  Punkte  Pj,  P^  sind  (^j,  j/J,  (iCa,  3/2). 


Abscisse 

Ordinate 

y 

+ 

4- 

§  'il.    Die    beiden   trigonometrisclieii  Grunflaufgabeii   im 

rechtwinkligen  Coordinaten systeiu  und  einfache 

Anweadungeu. 

1)  Allgemeiiief  Sntz.  Alle  elementaren  Aufgaben  über 
trigonometrische  Rechnungen  im  rechtwinkligen  Coordinaten  System  führen 
zurück  auf  zwei  Hauptaufgaben;  beide  sind  dieselbe  Aufgabe  in  zwei 
verschiedenen  Formen  und  beruhen  auf  dem  bereits  in  g  13  S,  113 
aufgestellten 

Satz.  Sind  Pj  und  P^  zwei  beliebige  Punkte  im  Coor- 
dinatensystem,  ist  die  Länge  der  Strecke  Pj  P^  =  s  (s  ist  eine 
absolute  Strecke,  s.  §  36,  3.  3)  und  {FiJ>z)  der  Richtungs- 
winkel von  J\P^  (s.  I  36.  3.  2),  so  sind  die  Projektionen  der 
Strecke  s  auf  die  x-  und  die  y-Axe,  mit  den  ihnen  zukom- 
menden Vorzeichen,  gleich  s.cos  {P^P^)  und  s.sin  {PiP^); 
d.  h.  es  bestehen  (vgl.  dazu  noch  g  13.  1,  mit  Pig.  32)  die  Gleich- 
ungen : 

J  rpa-ic, -s.cos (PiJ-a) 

bei  den  Coardiitatcndifferenzen  steht  die  Abscisse  und  die  Ordinate  des 
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§  37.    Anfangspunkt  gegeben,  Endpnnkt  geäueht.  349 

„Endpunkts  voran"  (Endpunkt  im  Sinne  der  Richtungswinkelbe- 
zeicliniiag).  Man  nehme  zu  diesen  völlig'  allg^emein  gütigen 
Gleichungen  (1)  sogleich  aiicli,  z.  T  an  d*T  Hand  der  Figur,  z.  T. 
oline  S'ig-ar,  spezielle  Pälle:  (i»!  P^)  =  0  heisst  z.B.,  die  Strecke 
hat  die  Richtung  dos  +  Zweigs  der  x  Axe  also  ist  cos  =  1,  siw  =  0 ; 
in  der  That  ist  dann  nach  (1)  die  Projektion  aul  die  j;-Axe  gleich  der 
Strecke  (aber  jene  so  mit  Vorzeichen  versehen,  dass  jJj  >  iBj  ist;  siud 
die  Punkte  im  II.  oder  III.  Raum,  bo  ist  also  der  absolute  Betrag 
von  x^  grösser  als  der  von  a^j)  und  die  Projektion  anf  die  y-Axe  ist  0 ; 
für  (Pi  Pg)  =  180"  sind  die  Projektionsfaktoren  ftos  und  sin  des  Eich- 
tungswinkels,  vgl.  §  IS,  S.  113)  — 1  und  0;  für  (I\p2)^Q(i°  sind 
sie  0  nnd   +  1 ;  für  (P,  P^)  =^  270"  endlich  0  und  —  1. 

Die  beiden  Hauptaufgaben,  die  dieser  allgemeine  Projektion: 
satz  (1)  löst,  sind  nun  die  beiden  folgenden,  die  nichts  andres  gebei 
als  die  Auflösung  ebener  rechtwinkliger  Dreiecke,  wobt 
das  einomal  die  Hypoteimse  und  der  Winkel,  das  andrema 
die  beiden  Katheten  des  Dreiecks  gegeben  aiiid.  ^9) 

Nur  ist  hier  der  Winkel  de'<  rechtwinkligen  Dreiecks  (der  Rich- 
tungswinkel) nicht  auf  den  fepiekdum  0"  bis  90"  beschränkt,  sondern 
kann  jeden  beliebigen  Weit  (genügend  allgemein  [mit  Rückaichi 
auf  P'{a)  =  i'(k  360"  +  «),  wenn  /  eine  beliebige  ganze  positive  oder 
negative  Zahl  ist],  einen  beliebigen  Wert  zwischen  0"  und  360*')  haben 
und  es  ist  deshalb  nur  noch  die  Hypotenuse  des  Dreiecks  (die 
Entfernung  s  der  zwei  Punkte)  eine  absolute  Strecke,  während 
die  Katheten  (die  Projektionen  von  s  auf  die  zwei  Asrichtungen)  be- 
stimmte Vorzeichen  haben. 

ä)  Anfangspunkt  gegeben,  Strecke  nnd  Bich- 
tnngswinkel  gegelien,  Undponkt  gesncht:  Der  Punkt 
Pi  ist  durch  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  (sOj^^i)  ge- 
geben; von  ihm  geht  unter  gegebenem  Richtungswinkel 
(PiPjj  die  Strecke  P^P^^  von  gegebener  Länge  s  aus;  gesucht 
werden  die  Coordinaten  {x^y^)äes  En  dp  unktsPa  dieser  Strecke. 

Die  Gleichungen  (l)  geben  sofort  die  gesuchten  Coordinaten  von 
Pg  aus 

(2)     iC2-35,  T^Ä.cosCJ-iPa)     ;    i/^  =  Vi^s.sir,iFiI'2). 

Diese  Gleichungen  gelten  ganz  allgemein  für  alle  Lagen  von  P^ 
■und  alle  Werte  von  (P,  Pj).  Je  nach  dem  Wert  des  Richtungswinkels 
(Pj  P2)  haben  cos  und  sin  bekanntlich  die  folgenden  Vorzeichen 
(vgl.  §  13): 


yGoosle 


,  Richtungswinkel  und  Streclte  gesucht. 


Ist   (Pi  P3) 

cos      ;      sin      1 

im    I.  Quadranten  (zwischen  0»  und  90"),  so  ist 
„   II.          ,          (     ,       90«    ,  1800),    ^    ^  ' 
,  III.           ,          (     ,     180«    .  270«),    ,    , 
,  IV.           ,           (      ,     2700    ^  360«),    ,    „ 

+  11  + 
II++ 

Nach  dem  nljer  die  Änsführang  dieser  Bechnuagren  in  §  14,  7. 
Angegebenen  (vgl.  auch  §  21)  Ijedürfen  die  untenstehenden  Rechen- 
beispiele keiner  weitern  Erläuterung  mehr.  Man  führe  die  Rechnung 
stets  ohne  Figur  und  zeichne  sich  erst  nachträglich  die  entsprechende 
Skizze. 

Beispiel  1:  Von  einem  Punkt  P]  mit  den  Coordinaten 

Xi  =^  -1-2650,44  m  2/i  =  +  8487,31  m  geht  eine  Strecke 
PiPj  von  der  Länge  s  =  268,19  m  aas  unter  dem  Richtungswinkel  (Pil\) 
=  «  =  670  42'  30-. 

Was  sind  die  Coordinaten  des  Endpunkts  Pg  ? 


yi  =  -+-  3487,31 
+    248,15 

seosu=  -h  101,73 

s<!osa|  2.00  744 

a;,  -=  -i-  266Ü,4t 
+    101,73 

8  -  268,19 

a  =    67"  42'  30- 

cosa  1  9.57  900 
s     .  2.42  844 

a;a  =  + 2752,17 

y2,=  +  S73S,46 

sm  a  '.  3.90  627 

s  sin  «=-(-248,15 

sdna\  2.39  471 

Beispiel  2'!  a'i=— 2780.59,  !/i=+30420,70;  s=392,50;  0-81203740". 

=  —  2786,59 

-I-    265.82 


I. 

ww  ffi  =  -(- 265,82 

saosa 

2.42  458 

y,  =  +  80420.101 

-    288,79: 

s  =  S92,50 

«  =  312«  87'  40" 

''}  s 

9.83  074 
2.59  384X 

ya  =  +  30131,91. 

9.86  674« 

il> 

m  «  =  —  988,79 

ssiw« 

2.46  058!» 

3J  Enilpunkte  gegeben,  Richtnngswinkel  und 
Strecke  gesncht.  Gegeben  sind  die  Coordinaten  (3^,  .«;,), 
{x^.  2/2)  zweier  Punkte  P^  und  P^.  Gesucht  sind  Langes  und 
Richtungswinkel  {FiP^)  der  Strecke  P|P„. 

Die  Strecke  P,  P^  ist  Hypotenuse  in  emem  rechtw  1  kl  ge    Dreieck 

')  Das  Zeichen  X-  dessen  Anbi  eung  s  cb  selbst  far  schon  z  eml  ch 
geübte  Eeohnei  empfiehlt,  bedeutet  dass  de  aus  der  Tatel  entnonmenen 
Funktionen  sin  und  cos  zu  vertaus  hen  s  nd  Es  st  ilse  anz  wenipn 
wenn  «  im  11.  oder  IV.  Quadranten  d  h  (mit  spitzen  W  kein  f  und  i/i) 
«  =  (900  +  qtj  oder  =  (2700  +  tp)  ist    s  Anmerkung  S    13^ 
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dessen  beide  Katheten  (mit  ihren  Vorzeichen)  gegeben   sind.    Ist,   was  oft 
vorkommt, 

a)  die  Länge  der  Strecke  />,  P^  allein  gesucht  und  sind  die 
Differenzen  der  Abseissen  und  Ordinaten  nicht  zu  gross,  so  Itann  man  nach 
der  Formel  s  =  Vfe  —  a^i)"  +  tos  —  J/i)^ 

mit  Hilfe  der  Quadrattafel  rechnen. 

b)  Ist  dagegen  ausserdem  auch  der  Richtungswinkel  (P,  Pg) 
gesucht,  so  rechnet  man  diesen  zuerst  und  mit  seiner  Hilfe  s.  Für  prak- 
tisch-trigonometrische Eechnnngen  braucht  man  stets  den  Richtungswinkel ; 
aber  auch  wenn  er  weiter  nicht  gebraucht  wird,  rechnet  man  im  allgemeinen 
immer  nach  b),  selbst  für  kleinere  Coordiuatendifferenzen ;  für  grosse  reicht 
ohnehin  die  Quadrattafel  nicht  aus. 

Die  Gleichungen  (1)  liefern  durch  Division ; 
_Vs  —  Vi 

(APa)  cos(Pi  JPj)' 
Aus  (3)  erhält  man  scheinbar  zwei  Werte  für  den  Eichiungs- 
winkel,  die  um  JSO"  verschieden  sind.  Es  ist  aber  nur  einer  von 
beiden  brauchbar,  indem  nicht  uar  tg  des  Richtungswinkels  nach  Grösse 
und  Vorzeichen  bekannt  ist,  sondern  auch  die  Vorzeichen  von  sin 
und  cos  gegeben  sind.  Aus  (4)  muss  sich  nämlich  s  als  positive 
Strecke  ergeben;  es  muss  also 

I  sin{P,  Pg)  das  Vorzeichen  von  1/3  — i/i  und 
\  cos  (P,  Pa)     ,  ,  ,    3^3  —  iCi  haben. 

Demnach  liegt  (vgl.  §  14,  4.  und  5.)  der 


(3)      I  tff  (Pi  P'a)  =  ^^     (Endpunkt  voran !) 

(4) 


Richtungswinkel  {P|Pa)im|  j/a  —  yi     01:2— x 


I,  Quadranten,  wenn    ]      —\~ 


IV-      .        ■    ;'  —   I   4 

In  der  That  kann  man  ja,  da  der  Eichtungswmkel  (P|  P  )  Emieutig 
definiert  ist,  auch  nur  Einen  Wert  (Pj  Pg)  aus  (S)  erhalten  Die  Strecke  a 
BUS  (4)  rechnet  man  nicht  doppelt  nach  beiden  Formeln  s  ndern  mit  Hilfe 
der  bequemem  von  beiden.  Diese  entspricht  stets  der  ans  1er  letzten  rechten 
Spalte  der  Tafel  zu  entnehmenden  Funktion,  we  1  m  dieser  'spalte  die  Diffe 
renzen  klemer  sind  als  in  der  mit  st«  überschriebe len  und  also  die  Inter 
polationsrechnnng  bequemer  auszuführen  ist,  D  e  bei  Beiecbnung  des  recht- 
winkligen Dreiecks  aus  beiden  Katheten  (§  S  IV]  aif^e^it  llt»  lala»  leache 
Eegel,  aus  der  Spalte  tg  oder  ctg  stets  in  die  Iftzte  S]  ilte  rechts  über 
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jugehen  and  die  Ergänzung  des  dort  entnommenen  Logaiithmus  zum  Loga- 
rithmus der  grossem  Eathete  zn  addieren,  um  den  Logarithmus  der  Hypo- 
tenuse au  erhalten,  ist  leicht  als  auch  für  alle  müglichpn  Fdlle  iler 
vorliegenden  Aufgabe  giltig  nachzuweisen,  und  man  h^t  dimit  nach  (3) 
und  (4)  abermals  flie  folgende,  bei  der  Häufigkeit  dieser  Eechiiung  sehr  wichtige 

Regel.  TJm  den  logtg  des  Richtungswinkels  (P,  P^) 
der  Strecke  Pj  P^  zn  finden,  zielit  man  vom  lo'j  l>2— y,)  den 
log  (x^  —  Xy)  ab  (in  den  Coordinatendifferenzen  Endpunkt 
voran!)  Das  Vorzeichen  von  (y^  —  yi)  und  von  {a^  — a!i)  g^iebt 
■das  Vorzeichen  von  sin  a  und  von  cos  u  und  damit  ist  der 
Hichtungswinkel  Eindeutig  bestimmt. 

Um  den  log  der  Strecke  P^  Pg  zu  finden,  geht  man  von 
der  Spalte  tg  oder  ctg  in  die  letzte  rechte,  mit  fos  üher- 
schriebene  Spalte  und  addiert  die  Ergänzung  des  dort 
zu  entnehmendeu  Logarithmus  zum  grössern  der  Loga- 
rithmen {y't~tfi)  oder  (ai^  — a;i).  Selbstverständlich  and  deshalb 
Unwichtig  ist,  dass  man,  da  s  sich  mit  dem  Zeichen  -i-  ergeben  muss, 
jener  Ergänzung  noch  das  Torzeichen  eben  des  grössern  der  beiden 
Logarithmen  zu  geben  hat. 

Für  das  Aufschlagen  der  Richtungswinkel  (J'j  P>)  =  «  beachte  man 
noch  die  folgende  Zusammenstellung,  wobei  (p  der  unmittelbar  der 
Tafel  zu  entnehmende  spitze  Winkel  ist  und  (tg  <c)  den  absoluten  Wert 
von  tg  a  bedeutet: 


I.    tg  a  positiv     tyff  =  {tg  a) 


n.    tg  IX  negativ 

ctg  tp  =  {tg  a) 

(„(^-2-!/,  positiv 
^  '  1  fl^s  —  a-i  negativ 
m-,  iVt-Vi  negativ 
^■'Ua-iCi  positiv 

a  ^  2700  +  if. 

+3153,011! 
4-9997.991 

Beisj.  2)  (leg.  pi  =  - 2888,76 1  ica - 
(?/,  =  +  827,05  ya- 

-2025,30» 
-      2,01  ( 

a^_a!,  =  -317,24 

{xz  -  xi) 

2.32546 
0.07990  n 
2.50139  « 

^3-^1  =  +  863.56 

i^z  —  ^j) 

2.51728» 

0.02944 

2.93629 

(P,Pal=146018'0" 

iffiPiP^ 

9.82407  « 
2.58129 

(PjPa)  =33908'25' 

igiPiP^) 

9.58099  n 

8  =  381,32. 

*  =  924,10., 

2.96573 

Beisp.  3)  Gesucht  die  Entfernung  der  beiden  Punkte 
lxi  =  —  2789,05 1  »Ja  =  -  2904,90 1 
)  y,  =  +  3225,17 1  ?/3  =  +  3089,68 1 
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a)  mit  der  Quadrattafel: 
y^  —  n     =  — 135,49 
*a  —  "^1     =  —  115,85 
(j/a-y^a  -18357 
{X2—Xi)^  ^  13422 
«3  =:  31779 
s  =  178,27. 


b)  mittels  des  Hilfs(Eichtung3-)winkels: 


— 135.49 

(Vt-m) 

2.1S191rt 

KZ*" 

0,11916« 

—  115,85 

(«a  — si) 

2.06  390  » 

s  =  178,27 

igf 

0.06  801 
2.25  107 

Anmorkung  So  emfich  die  beiden  vorstehenden  Örundaufgaben 
der  trigonometrischen  Rechnung  im  Coordinatensybtem  sind,  so  wichtig  ist 
es,  da*!s  man  für  alle  mb^lichen  Falle  eine  grosse  Änzihl  von  Beispielen  für 
beide  Aufgaben  lechnet  Die  beiden  Aufgaben  iiifl^''en  voUatändig  geläufig 
^ein  und  mit  Sicheiheit  ohne  Tigur  ausgeführt  werden  alle  Eechnungen  sind, 
wie  schon  einmal  angedeutet  ist  nach  den  obigen  allgemein  giltigen  Kegeln 
ohne  Benützung  dei  Pigui  ?u  führen  es  empfiehlt  sich  aber,  für  den  Anfeng 
nachtragli  h  eme  Skizze  ■aufzutragen 

Zur  Zahlenreohnuns  sei  hiei  ein  für  allemal  angemerkt, 
daes  man  für  den  gewöhnlich  vorhandenen  Pall,  dass  ttberall 
auf  1  cm  genau  gerechnet  werden  soll,  mit  5-stelligen  Tafeln 
ausreicht,  so  lange  die  Coordinatendifferenzen  nirgends  über 
1000  m  hinausgehen;  sind  grössere  Coordinatendifferenzen  vor- 
handen, so  mues  man  6-stellig  rechnen  (auch  schon  bei  kleinem, 
wenn  man  ausnahm s weise  auf  1  mm  zn  rechnen  hat).  Mehr  als  6-3tellige 
Logarithmen  braucht  man  in  der  ebenen  Triangulierung  nirgends. 

'  4>   Xünige   Übnnsen   zn   diesen   zivei  Aufgaben 

folgen  hier  vor  deren  Gebrauch  bei  den  wichtigsten  praktisch -trigonometri- 
schen Punttbestimmnngsaufgaben. 

1)  Wie  ist  aus  den  Öleiehungen  (3)  und  (4)  abzulesen,  dass 

[BA]--  [AB)±l80o  ist? 

Es  ist  (3(JB)  =  ^^^— ,  dagegen  tg  (B  Ä)  =  ^-^-^ ;  die  tg  der  beiden 

Richtungswinkel  sind  also  nach  Grösse  und  Vorzeichen  gleich,  die  zugehörigen 
Richtungswinkel  selbst  aber  um  180"  verschieden,  weil  sin(AE)  das  Vor- 
zeichen von  (j/t—j/^),  sm(Bjl)  aber  das  Vorzeichen  von  (i/o  — j/b)  hat;  ebenso 
für  COS. 

2)  Mit  Hilfe  von  (3)  zu  beweisen,  dass  die  Summe  der  drei 
Winkel  einet,  ebenen  Dreiecks  =  1800  ist.  Das  Dreieck  sei  P^  P^Pg; 
die  Coordinaten  der  Eckpunkte  seien  {«i  yj),  (%¥a).  (^sJ/s)  ""d  die  Numer- 
ierung der  Ecken  mag  gegen  den  Uhrseigersinn  um  das  Dreieck  gehen. 
Bezeichnet  man  die  Vfinkei  des  Dreiecks  in  Pj  mit  (1),  in  P^  mit  (2), 
in  Pg  mit  (3),  so  ist  dann  nach  §  36  (3): 

(*)  (I)  =  (PiP2)-(PiP3)i(2)-(PaP3)-(P2Pi)i  (3)  =  (PgPi)-(-P3-Pa). 
(erst  nachträglich  eine  Figur  machen !).    Nun  sind  die  Winkel 

(1)  +  (2)  +  (3)  =  1800    [oder  =  fc .  360»  +  180«,  k  eine  ganze  Zahl), 
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wenn  sich  zeigen  lässt,  dass  (*")  tg  (1)  -i-  fif  (2)  +  tg  (3)  =  (j  (1) .  tg  (2) .  tg  (3) 
ist,  Tgl,  Gleichung  (57)  im  Anhang  zum  Abschnitt  I. 

H,.,  ist .» .,  w  - .,  I  (p,  p.)  -  (p,  p.)  1  -  güyig^ 


C;  -»)( 


)-( 


)(» 


~») 


^^'    1  +  ^ ^^ 

(  - 

■«hX   - 

)  +  i^ 

-y)(3'-!') 

D      A    d-u  k  gibt      h    b 

d 

ggt 

t      d     t 

d         P     tt    d      kt  d     Wink  1 

b 

h     b  tt 

d 

d 

b         1     L               h  d                ai 

1 

hl 

gt       h    b 

h    la>     i     h   1        d     kt   E    1 

ht    g 

wild        1  d 

t  t    b    se      t                Ih      \\ 

kl 

1    Dfl 

d 

w        t       t 

h      d      Rhtgwikl       b 

3 

Ah  1  h    A    d  ü  k       Ti    f 

q  U)      h  It 

ffi    fs{2) 

tg  (3) ;  setzt  man :        y^-yi  =  lf 

\^2 

-iEi  =  (C 

ys-y%  =  y" 

%- 

-Xz=x" 

«"'x 


■i-y'"!/"' 


so    erhält  man    mit   Beachtung  der  Vorzeichen   (z.    . 
y^  —  yi  =  —  J/*")  die  Ausdrücke : 

womit  leicht  (**)  zu  verifizieren  ist. 

Selbatveratändlicb  ist  diese  ganze  Eechnnng  nnnütig  (nur  als  Übung 
aufzufassen) ;  denn  durch  Addition  der  Gleichungen  (*)  erhält  man  unmittelbar : 
(1)  +  (2)  +  (S)  =  (Pj  Pb)  -  (P,  Ps)  +  (Pa  Ps)  -  {V^  Fl)  +  (i-B  -Pi)  -  (Ps  Pa)  = 
(P,P2)  +  (p2P8)  +  (i'3Pi)-l(-P:-P2)±1800  +  (P2P3J  +  l800  +  (PsP,)± 
1800 1  =  —(+1800  + 180" +  180O),  Dieser  Ausdruck  kann  nur  die  Werte 
_540Ci^  —1800,  +180«,  +  5400  „.  s.  f.,  allgemein  180"  +  t-SeO»  [ft  eine 
ganze  Zahl),  ein  ungerades  Vielfaches  ron  1800  annehmen.  Woher  rührt  die 
Mehrdeutigkeit?  Numeriert  man  die  Ecken  mit  dem  Uhrzeigersinn, 
so  ist  (Pi  P2)  —  (Pi -Ps)  "■  3'  f-  11'''''''  °'^'"^  ^"  Innenwinkel  des  Dreiecks 
in  Pi  u.  s.  f.,  sondern  dessen  Implement;  die  Summe  dieser  „Dreiecks- 
winkel" ist  nicht  1800,  sondern  9000. 

Punktes  durch  sog.  Bogenschnitt.  ") 
Gegeben  sind  zwei  Punkte  A  und  B  durch 
ihre  Goordinaten  [x^,  y^] ,  (iCä ,  yi,) ;  zur 
Bestimmung  eines  Punktes  C  werden  ge- 
messen die  Strecken  Ä  C=  b  und  BC  =  a. 
Was  sind  die  Goordinaten  (a;,,  j/t)?  Geo- 
metrisch entsteht  der  Punkt  0  als  Schnitt- 
punkt der  zwei  Kreise  um  A  und  B  mit  & 
und  a  als  Halbmesser;  es  ist  nur  zu  be- 
achten, dass  im  Coordinatensystem  C 
und  0'  verschiedene  Punkte  sind. 
,)  Aus  den  gegebenen  Goordinaten  hat  man  (zweite  Grundaufgabe): 


3)  Bestim 
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Das  Dreieck  ABC  ist  damit  durch  seine  drei  Seiten  gegeben,  also  sind  die 
Winkel  a,  ß,  y  zu  bereolineii :  mit  g  =  -j-  (<n-  6  +  c)  und  mit 


y^ 


'(.-a)(.-t)(.-::j  .,,  „,|=i=?,  cl!,f =1^,  s(5'='- 


(Eechenprobe). 

Hun  sind  also  die  Eichtiingswinkel  von  AC  und  SC  bekannt; 

(^  CO  =  (^  B)  —  a  ;  (BG)  =  {B  Ä)  +  9  =  {AB)  ±  180«  +  ^ 
(für  den  Punkt  C  wäre  {AG')^  (AB) -^  a,  {B  G'}  ==  {B  A)  —  ß),  und  es 
ist  uur  noch  (doppelt;  Eechenprobe)  die  erste  Grundantgabe  zu  lösen ;  Ton 
Punkt  A  (ebenso  Ton  B)  mit  bekannten  Coordinaten  geht  unter  bekanntem 
Eichtungs Winkel  [A  C)  {oder  [B  C))  eine  Strecke  von  bekannter  länge  & 
(oder  a)  aus;  man  sucht  die  Coordinaten  des  Bndpunkts;  es  wird; 

(  ^'  =  ^■.  +  ^  <^cs  {-^  C)  "="  a-t  +  g  eos  (B  C) 


■n(AG)  =   y,  +  asin{BG). 


b)  Man  kann  die  Auflösung  anch  so  machen:  Es  sei  D  der  Fuss- 
punkt  des  Lots  von  C  auf  ^  5 ;  die  Strecke  4  JD  sei  =  p,  B  2)  =  g,  die 
Höhe  Ol)  =  h.  Diese  drei  Strecken  sind,  nachdem  wie  oben  (AB)  nnd  c 
berechnet  sind,  sofort  sehr  einfach  nach  §  25, 1.  zu  berechnen  {h  mit  Probe). 
Für  die  Ooordinaten  von  D  hat  man  damit: 

Xa  —  x,  +  pcos(AB)  =  Xi-\-qeoa{BA) 

yä  =  y^+p  sin  (AB)  =  yi  +  9  dn  {B  A),  foiglich  auch,  da 
(DG)  =  (AB)-W>=  (B-l)  +  900         ist: 
X  ^T^  +  hco-,  (D  C)  y  =y  -\-hänlDCi 


Man  reihne  hiezu  einige  Beispiele  aus  —  Man  könnte  luch  ix  v  )  auf 
dieiem  Wege  ohne  Benützung  der  Coordinaten  des  Punktes  I)  und  ohne 
trigonometrische  Eechnnng  finden ,  wie  ' 

Man  versuche  auch  auf  eine  goniometnsehe  oder  iie  zuletzt  ange- 
deutete algebraische  Aufli'ung  von  folgendem  Ansatz  au^.  zu  kjmnen ; 
Xc  und  yc  sind  zu  bestimmen  aus 

(w,  -  0^)2  +  (y.  -  y„)2  =  62        (a:,  -  ^)ä  +  (j/.  ~  y.)^  =  <^^- 

4)  Bestimmung  eines  Punktes  durch  sog.Diagonalenschnitt 
(als  Schnittpunkt  zweier  durch  je  zwei  ihrer  Punkte  gegebener  Geraden). 
Vier  Punkte  A  B  C  I>  sind  gegeben  dnich  ihre  Coordinaten  iii^y«), 
(xs  j/i),  (Xf  j/=),  (a:  y  )  Was  sind  die  Coordiniten  (x,  y,)  des  Durchachnitta- 
punkta  E  der  Geraden  [Diigonalen  des  Vierecks  wenn  die  Punkte  als  Eck- 
punld*  eines  Vierecks  aufgefasst  werden)  AG  uni  BD? 

Eine  trig  lometrische  Lösung  dieser  im  analytisch  -  geometrischen 
Sinn  sehr  einfiijhen  und  arithmetisch  bequem  zn  rechnenden  Aufgabe,  die 
anch  praktisch    ebenio  wie  die  vorige    nicht  ohne  Bedeutung  ist,  erhält 
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Ans  deE  gegebenen  Coordina- 
teii  (s.  Pig.  116)  sind  bekannt*. 


y^- 


'"-'-,in{AB}       cc,(AB} 
ts(AE)  =  ts(AC)  = 


Damit  sind  die  Winkel  des  Drei- 
ecks äEB  bekannt,  a  =  (ÄE)~{AB),  ß  =  iBA}  —  {BE),  (Probe:> 
e  =  lSI}'>~(a  +  ß)  =  (ES)  ~(£Ä)  =  (S E)  —  (AE);  somit  die  Seiten  AE 
und  EB,  sowie  die  Coordinaten  von  -E  au  berechnen  aus: 


y.  =  y-- 


>s{AE)^x,- 


n{AE)  =  y,  +  l 


m  (B  -E) 
ifUBE). 


Die  Auflasung  ist  allerdingo  unsymmetnach,  da  die  Punkte  A  B 
keinen  Vorzag  vor  den  zwei  andern  liaben  Rechnet  man  auch  noch  (OD) 
und  CD  =  f,  [{GÄ)  und  [DB)  ^ind  schon  bekannt]  so  kmn  man  die  Auf 
leaung  mit  f,  y,  6  wiederholen.    Zahlenbeispiele  bille  man  selbst 

5)  Kreisbogen  im  Coordinatensj  stem  Von  der  Geraden  NT 
ist  der  PiL.htungs Winkel  {N  T)  gegeben  im  Punkt  T  mit  geitebenen  Coor 
d  natfln  {x  yi)  schüesst  sich  berührend  an  ein  Kieisbogen  vom  aegehenen 
Halbmessei  r  und  gegebener  BogenUnge  2  Tj  =  6,  was  ^nd  die  Coordi 
naten  {Xf  ye)  des  Endpunkts  Tj  dieses  Bog-ens  and  was  ist  dei  Bichtungs 
Winkel  der  Tangente  TiNi  in  Tj  ?  Ist  ß  der  Centuwmkel    der  b  entspricht, 

so  ist^  =  -e  und  die  Sehne  r3'j  =  s  =  2rw^   der  Richtungswinkel  (TTil 


1  TT,  ist  = 


.(flrr)H 


j-  (oder  —  "n"  je  nach  der  Lage  des  Bogens),  somit 


x,'^x,  +  scos[TTi),  y;  =  yi-hssin(_TTj)  zu  rechnen;  endlieh  ht(TiNi) 

=  {NT)-i-8  (oder  —  ß).    Der  Weg  über  den  Mittalpunkt  0  dos  Bogens 

wäre  umständlicher;  ebenso  der  Über  den  Schnittpunkt  8  von  JT  T  und  JVj  T,. 

Beispiel:    (W  2")  =  62M' 20" ;    r  =  300  m,    6  =  300,00  m;    Xt  ^ 

+ 13215,14  m.  y,  =  +  2488,77  m.    Da  6  =  r  ist,  so  ist  ß  =  g  =  57»  17'  4V', 

(^1  JVi)  =  U90  22'5";  ferner  wird  (rTi)  =  90M3'  12",  (o</s  =  2.45  887  ; 

(  x/=  +  13  215,14  +  3,61  =4-13  218,75  m 

1  !/,'=  -h  2488,77  +  287,68=  +  2776,40  m. 

b)  Dreieckskctte  mit   Zngrnndlegung   eines    Coordinaten- 

systems      Von   der  Aneinanderrtahung  yon  Dreiecken  zu   einer  Eette  und 

dei  Kombination  vm  Dreiecken  zu  Netzen  war  sehon  in  §  33  die  Eede; 

es  i-t  loit  iuch  schon  angegeben   da^.!  die  Zugnindlpgung  emes  Ooordinaten- 

systeins   ille   Re  hnungen   erlei  htert      Di»-   Antgibe   sei    nun  folgende: 
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Einige  Übungen  zu  den  zwei  Grundaufgabeii 


S57 


A  und  F  sollen  die  Mundlöcher  einea  geraden  Tunnels  werden;  beide  Punkte 
sind  durch  eine  Dteieekskette  (Fig.  117)  verbunden,  in  der  die  Basis  AB 
und  alle  Winkel  gemessen  sind.  Es  iet  die  Biohtnn^  der  Tannelase  AF 
in  den  beiden  Punkten  A  und  F,  d.  h.  ihr  Winkel  gegen  die  Dreiecksseiten 
AB  oder  AG  einerseits, 
FI),  FE  anderseits,  so- 
wie die  Läng«  A  F  des 
Tnnnels  anzugeben. 

Die  gemeesenen  Winkel, 
an  denen  die  Verbesser- 
ungen wegen  der  Winkel- 
summen in  den  Dreiecken 
angebracht  sind,  so  dass 
die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  =  1800  ist,  seien  wieder  mit  den 
Zahlen  (1)  bis  (13)  bezeichnet  [ 

Basis  -IB^ 

(1)  =  85°  7'  20" 

(2)  =  48  89   iO 

(3)  =  i8  IH     0 

180    0    0 

(4)  =  61  59    10 


(7)  =  56=45'  50" 

(8)  -  45     0  20 

( >)  -  7S   13   50 


(6)  = 


.   20 


Vor  allem  wird 
,  S    S22/o231,  nia 

Für  die  weitere  Eechnum 
em  zu  (riund  legen     Da 


110    0    0 180    0    0 

im  die  Langen  allei  Dreieeksseiten  bestimmen  (vgl. 

findet  die  unti-n  angeschuebenen  Logaiitbmen 

lan    nun   aliei   ein  Coordmaten- 
le  Lage  hier  ganz  behebig  wählen 


AC 
BG 

2  50  671 

3  63  004 

AD 
OD 

2  71  674 
2  fi6  87& 

CE 
DE 

2.81  003 
2.74  166 

DF 
EF 

2.83  385 
2.54  300 

A  Ui'prung 

und  die  Verlängerung  vin  B  -1  die  positivi. 

Richtung  der 

j  Ase,  damit  lat  -f-y  so  anzunehmen,  y, 

le  es  in  der 

Figur  geschehen  ist 

Die  tooidiniten   von    4  unl  £    sc 

me  die  In.h- 

tungswmkel  von   iB     4.(     AD  sind  din 

unmittelbir 

begannt    namhch 

1  a;   -0            /  K,  =  — 830,48 

i  ^„  =  0  t  yi,  =  0, 

(4BJ  =  180°  ff     0" 
{AG)^    98  52    40   (=180°  — (1)) 
(AD)=    34  53   30  {=  180°  —  [(1)  +  (4)]). 
Überhaupt  sind  aber  die  Eiehtnngswinkel  aller  Seiten  nunmelir  un- 
mittelbar der  Figur  zn  entnehmen;  z.  B.  ist,  nachdem  (AD)  =  34"  53'  30" 
öder  (DA)  =  2140  53'  30"  gefunden  wurde,  anoh  bekannt: 

{Di^)=(I'^)-[{6)  +  (9)  +  (12)]=67">28'30"iferneraus 
(a.A)=276052'40"auch(OJ;)  =  (O.d)  +  (5]  +  (7)  =  4140  1'  0"  =  540  v  0",  also 
(^0=23401' 0"iiud  damit  (BJ']={B0)  +  (8)-i- (10)  =  371042' 50"- 11042' 50". 
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Jf,8  §  j*^     Vottt  11 1  sein '-ohne  1  den  e 

Die  ange^chnebenen  Eiehtungswinköl  {iD)  {DE),  (ÄC),  (OE)  nnd  (EE) 
Bind  nicht  anfällig  gewählt ,  man  wird  Tielraehr  von  einem  der  Punkte  mit 
angenommenen  Cootdinaten  am  einfachsten  Ä  auf  möglichst  kurzem  Heeh- 
nuugswege  nach  F  £\  kommen  suchen  Dies  ist  dei  Weg  Ä,  D,  F  nnd  zur 
Kontrole  A  C,  E  F  Um  die  Coordinaten  dieser  Punkte  zn  rechnen  ist 
nichts  erforderlich,  als  mehrfache  Anwendung  dei  1  Grundaufgabe;  z.  B.  ist 
für  den  ersten  Wey 

Xi  =  x,-\-  AB .  cos  {AD) ;       y,i  =  y,  + AD  .sin(AD] 
l=ö)  (=0) 

Xf  =^  x.i+  HF.  cos  {BF) ;       yf  ^  y^-h  DF.sin(BF); 
und  ganz  ebenso  fßr  den  zweiten  Weg  A,  0,  E,  F.    SGlirt  man  die  Multi- 
plikation der  Strecken  mit  cos  nnd  si*i  ihrer  Eichtun gswinkel  durch,   so 
erhält  man  der  Eeihe  nach; 

a!a= +427,34,  */*= +297,96;  X/= +682.60,  »//= +913,69;  femer 
a;.=-38,63.i/,=+320,31;a;,=-f-340,7S,ä/,— f-842,80;  k^:^ +682, 60. y/=-|-9 13,69 

Ans  den  Coordinaten  von  F  erhält  man  endlieh  den  Eichtunpwinkel 
{AF)  mid  die  Länge  AF,  nnd  awar    da  «„  =  0,  ^»  =  0  ist,  einfach  ans: 

tg{AF)  =  ^,  AF=-^^i^  "^  ■ — ^^=r.  Mit -IF  sind  dann  aber 
"^       '      Xf'  sm{AF)  cos\iF) 

auch  die  gesuchten  Winkel  der  Richtung  AF  mit  AD  oder  ^(7  nnd  der 
Eichtang  EA  mit  FE  oder  EP  bekannt 

y,-     1  2.96  080  i  Dis  gesntltfl  L ngs  nird    \F  =  1140,51m;  tsroer  tfir  dis  Wiiiliil 
B^J,"{^J')    0.09  6301    (^■^)^53°14'  14" 
Xf    '2,83417 
tg{AF)    I  0.12  663 
AF    I  3.05  710 
Di«  logcliöii^ett  Zablei  ai«lie]i  rKÜls: 


{ÄD)  = 


CAF=ii   38  26 


[EA]  =  233° 

14'  14" 

(J^J?)=191 
{FB)  -  ^47 

42  50 
28  30 

EFA^    41 

SP  24" 

AFB=    14 

14  16 

§  38.     Die  beiden  Hauptaufgaben  der  Eleititrlaugulieruug 

(pralftischen  Trigonometrie):  Bestimmung  eines  Punktes 

durch  Vorwärts-  oder  Rückwärtseinschneiden. 

Diese  beiden  Hauptaufgaben  sind  die  Bestimmung  der  Lage  eines 
Punktes  durch  Winkelmessung  a)  in  gegebenen  Punkten  oder  b)  in  dem  ge- 
suchten Punkt.     Man  hat  hiernach 

a)  Eestiramang  eines  Punktes  durch  Vorwärtseinschneiden, 

b)  Bestimmung  eines  Punktes  durch  Eückwartseinschneiden  (vgl.  g  34, 
1,  8.  327).  Dabei  sind  nun  also  gegebene  Punkte  durch  ihre  Coordinaten  ge- 
geben, für  den  gesuchten  Punkt  sind  die  Coordinaten  zu  bestimmen. 

I)  Erste  Haaptanfgabe ;  Vorwärts  ein  schneide  11 
eines    Pnnltts    V   von    zwei    Pnnkten  A   und   B   ans 

(oder  Triangnlierun^  toq  G  mit   Hilfe    des  Dreiecks  ABO): 
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§  38.    Vorwärtsein  seh  neide  II  eines  Punktes.  359 

Von  einem  Dreieck  AGB  sind  gegeben  die  Coordinaten 
(^„,  y^)  und  iXt,  y„)  zweier  Ecken  A  und  B;  gemessen  sind 
ferner  die  Winkel  «,  ,9,  j-  des  Dreiecks.  Gesucht  sind  die 
Coordinaten  der  dritten  Ecke  C  (vgl.  g  33,  Aufg.  1),  ") 

Reines  Vorivätteeinschneiden  des  Punktes  C  von  Ä  und  B  aus 
würde  nur  Messung  von  a  und  ,8  verlangen ,  wie  denn  auch  der  Punkt  0 
dureh  die  so  entstehenden  zwei  Bestimraungslinien  planimetriscb  festliegt; 
^  es  wäre  dann  )-  =  1800— (tt  +  (S).    Ist  auch 

■Fig.  115.1  der  dritte  Winkel  y  gemessen,  so  ist  C  zugleich 
über  Ä  und  B  rückwärts  eingeschnitten, 
es  ist  mehr  gemessen,  als  planimetrisch  er- 
forderlich ist;  es  liegt  also  eine  „Änsgleich- 
ungaaufgabe''  vor,  deren  Bedingungagleiciiung 
""■"'- -.j'(ri  ^'^"^  ^^hr  einlach  lautet;  Summe  der  drei  .aus- 

geglichenen" Winkel  {a-^S-\-y)  muss  =180» 

■ '  — ~ ^^     sein    (Verteilung    des  llesaungs Widerspruchs 

auf  die  "Winkel  a,  ß,  y). 
Um  Zneiieutigkeit  der  Aufgabe  zn  vormeiden  (vgl.  §  37,  i,  3),  hat 
mm  übti  die  Art  der  Bezeichnung  eine  Üljereinkunft  zu  treffen  und  hat 
liz)  folgende  gewählt:  Denkt  man  sich  (Fig.  115)  in  der  Verbindungslinie 
dei  bellen  gegebenen  Punkte  so  stehend,  daas  man  nach  dem  gesuchten 
C  'leht  30  bezeichnet  man  die  Ecke  zur  linken  Hand  als  A,  die  zur  rechten 
il=  B  (Zur  Bestimmung  von  0'  aus  denselben  gegebenen  Stücken  wQrde 
also  1er  jetzt  mit  B  bezeichnete  Punkt  A  sein  und  umgekehrt). 

Die  Auflösung  ist  folgende:  Man  rechnet  (AB)  und  c  =  AB 
(zweite  Grundauftfabe) ;  mit  c,  na«h  dem  Smms- Satz,  AC~b  und  BC 
=  a;  mit  {AB)  sind  auch  {AC)  und  (SC)  bekannt;  somit  von  den 
Coordinaten  von  A  und  B  aus  die  Coordinaten  von  G  zu  rechnen  (erste 


Grnudaufgabe). 
(1) 

tffiAB}  =  '^^^^      und 

<2)        ^"-."n/i)  -  ::i/iy'"'""* 

(3)  {AC)  =  (AB)-cc 

(4)  iBC)  =  (BA)  +ß  =  {AB)±lSO'>-i-ß. 

Die  Seiten  AC  iiui  BG  finden  sich  nach   dem  Äi««w-Sata  aus 
AB  =  c  und  den  Winkeln  durch : 

damit  wird  endlich; 

(7) 

-^-ÄC.cosiAO)  =  x,-hBC.cos(BC) 

+  A  CsiniAG)  =  y,  +  BG.sin{BG) 
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§  38.    Vorwärts  ei  nscli  neiden  eines  Punktes, 
Die   doppaltö   EechiiuDg  der  gesuchten  Coordinaten  liefert   eine 


Beispiel. 

Gegebene  P 
^  Uic,  =  +  29644,841 
B.  ast -=+ 30482,161 


flit  —  «,  =  +      837,S2|»/t  --y„=  - 


^em 

sseneWinkelr 

Cotr. 

n  A 

«  =  360  27' 40" 

hW 

-  s 

f(  =  83  47  10 

20" 

.  0 

)-  =  60  44  40 

50" 

179  59  30 

0. 

-  923,48. 


(!/6  —  y-) 


tp{JiJ) 


2.96  496  «1 
0.13  061«' 
2,92  315 


0.04  181 « 
3.09  557 
0.05  995 


{A  B)  =  S120  L4'  46" 
-a^iAÜ)  =275  46  56 

(BA)  =  132  14  46 
l-(3  =  (BO)  =  215    2    6. 

IC.  ^  +  29644,84  j 
{AC]  =  +      142,76  :BC.c, 

K== -h  29787,10  I 


A  B/stn  y 


x^  =  +30*82,16 

i{BC)^—    695,06 
a:.  n.  +29787,10 


ÄG.sm{AG)-=-~    1409,77  SG.sm(BC)^ 


OS  (AG) 
AG 
niAG) 


:os{BG] 

BC 
,in(BG) 


3.15  482 
9.77  402 


9.00  324 
3.15  187  X 
9.99  778  n 


Bei  der  Wichtigkeit  der 
Zahlenbeispiele ; 


orstehenden  Aufgabe  folgen  noch  einige 


jx,. 

ix. 

^ 

ß 

1^ 

Benitrt. ' 

+  255M,S7 

,+  80124,1S 

i+  27564.96 

(6   16   35 

1+  27661.93 

dfsg:. 

+  I042+,87 

+  39352,91 
+    898S,8a 

1+  29260,86 
!+    9013,46 

60  84,4 

BS  88,7 

80  46,9 

j+  29373,02 

4=t«11, 

i+  29252,91 

)+  20268,95 

ni4  6S 

68  35  47 

[+  29369,961 

+    a988,S2 

i+    9012,46 

,+  85019,85 
+    3198,48 

1+  S4e34,62 

86  1».  29 

42   25  24 

51  18     7 

j+  ^^""-^ 

aesgi. 

—  10671,76 
■+  33173,05 

j—  11M9,65 
t+  32387,27 

75  37  2<1 

54  40  58 

j-  11090,09 
i+  33739,60 

aesgl. 

Zusätze.    1)  Eine  Anwendung  dieser  Aufgabe  auf  eine  andere  Coor- 


y  Google 


§  38.     Vorwärts  ein  schneiden  ohne  Visur  in  der  Grundlinie.        361 

dinatenaufgabe  ist  schon  in  g  37,  i,  4)  angegeben ;  ebenso  getiört  §    7  4  il 
hieher. 

2)  Die  vorstehende  Bechnung  ist  die  bequemste  und  praktisi,h  atsts 
anzuwenden.  An  sich  kflnate  man  nbet  selbstvetständlich  die  Terschiedensten 
W^e  gehen;  einige  seien  wenigstens  (im  Sinn  einer  Übung)  angedeutet, 
der  erste  ist  der  der  Aufgabe  §  37,  4,  3)  b),  der  den  Fuaspunlit  D  der  Höhe 
von  0  auf  AB  benützt.  Mit  den  dort  und  oben  gebrauchten  Bezeiihnungcn 
ist,  nachdem  (Äff)  und  AB  =  e  gerechnet  ist: 
p  =  ^r—sinß  .eosa,    q  =  —. —  sinu.eosß,   h  =  ptga  =  qtg  (!   (wrait  ji 

und  q  kontroliert  sind).    Sodann  hat  man  fflr  die  Coordinaten  von  D : 

ai  =  Xa-i-pcos{ÄB)      ^       xt-i-qcos{BÄ} 

y^^y.-hpsin(ÄB)      ^       y^  +  qsi>i(BA}: 

beachtet  man  endlich,  dass  (DO)  =  iJB)  +  90^  ist,  so  wird: 

x,  =  Xä  +  heos(DG)^x<,  —  kBm{ABi 

y^=y,  +  -hsin{DO}  =  y^-\-hcos{AB). 

zahlt  man   die  Tafelein^nge  nach,   so  findet  man,   dass  sie  nicht 

grösser  ist  als  bei  der  ersten  Auflösung;  besonders  ist  zu  beachten,  dass 

man  für  (DC)  nichts  neues  aufzuschlagen  braucht.     Aber  die  Schlussprobe 

fehlt  {(lie  Proben  sind  froher  vorhanden).     Der  Punkt  D  teilt  <lie  Strecke  e 

im  Verhältnis  p:q  =ctgu:ctgß,  ebenso  verhalten  sich  {ain  —  3!,):{xi, — a;«) 

und  l^i—y,) :  (j/s  — y^)-    Man  kann  dieses  Verhältnis  noch  weiter  benutzen, 

doch  soll  nicht  weiter  darauf  eingegang  n  we  d  n  —  Od        an  könnte     n 

dem  Mittelpunkt  E  der  Strecke  AB       g  h       d        Cd  naten  al    M  ttel 

der  Yon  A  und  B  sofort  gegeben  sind  (w  n  t  dann  au  h  ( /  —j  )    \%  —x  ) 

einfach  kontroliert  werden ;   sind  j      ]2diWkl  dej-duhd 

Schwerlinie  ('"  =  OE  zerföllt,  so  s    d  j-  n  d  jg    n  I  tan  t     W  b 

stimmen  aus  yi-\-ya  =  y  und  -.-^■-  = j-,    mtv       d        tJanauit 

m^a      smfi 

ferner  [EC]  bekannt   und   daraus  (*„  y^j   zu  berechnen.  —  Bndlich;   man 

künrite  den  Punkt  F  auf  AB  benutzen,   der  der  Winkelhalbierenden  in  G 

entspricht   —  Alle   diese  Lösungen  sind,  wie  schon  bemerkt,  praktisch 

ohne  Bedeutung.     "Wichtiger  ist  noch   folgende  Abänderung  der  Aufgabe  1, 

ä)  Kinfaclies  Vorwürtseinschueldcn  ,,oIiue¥isnr 
in  der  Grandlinie"  (vgl.  §  34.  4,  1) 

Häufig  kann  bei   der  vorstehenden   ersten  Hauptaufgabe  der  Klein- 

triaiigulierung   in    der  Basis  AB  des  Dreiecks  ABC  nicht   gezielt   werden. 

f<  Man  hat  dann  die  Aufgabe  des  Vorwärtseinschnei- 

^  /"^V  ^^^^  „ohne  Visnr  in  der  Grundlinie":   Gegeben 

\    ^i    y^  \  sind  die  Coordinaten  der  beiden  Standpunkte  A 

\^^  r\,       ^^^  ^ ''1'"^  '^'^  Coordinaten  zweier  weiterer  Punkte 

\  "-y  B    jy  nnd  E,  die  von  A  und  B  aus  siebtbar  sind  (in 

,— 1  /         der  angeführten  Aufgabe  des  §  34  sind  J>  und  E 

l_f^ J  identisch;  der  hier  behandelte  allgemeinere  Fall 
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3(52 


5  38.     Vorwärts-  uiiJ  Pückn^itsv  hutt 


ist  im  Cöordiiiatensystem  nicht  unibtandlichet)  Gemessen  werden 
(Fig.  118)  in  A  der  Winkel  DÄC=  n  m  B  der  Winkel  EBG=v  meist 
auch  noch,  wenn  möglich,  in  0  der  Winkel  y  womit  wieder  eine  Mesaungs- 
probe  gegeben  ist  (vgl.  oten  in  1}.  Die  tutgabe  ist  unmittelbar  auf  die 
voiige  zurückzuführen.  Wie  dort  sind  zunächst  [AB  und  4B  ferner 
aus  den  CoorSinaten  von  D  und  1  der  Richtung s Winkel  {A  D) 
.       ,  ,  „     E    „     B    ,  ,  (BE) 

au  beätimmen.     Nun  ist 

(AO)  =  {A  D) -h  IX     ,        (B  0)  =  (B  j;)  +  *  i  ferner 

«  =  {AB}  —  {AC),    ß  =  [BC)~-{BÄ)=  (BO)  — {^£)  + 1800; 
ist  y  ebenfalls  gemessen,  so  hat  man  die  Messungsprobe  a-\- ß  +  j  —  180<i, 
andernfalls  ist  y  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmen.    Damit  ist  die  Aufgabe 
auf  die  Torige  zurückgeführt. 

3)  Bestiminnnij;  eines  Punktes  dnrcli  einen  Vor- 
wärts- nii4l  einen  Rttckirärtssclinitt  (oft  sog.  Gegen- 
schiiitt);Tgl.  §34,  4,  2  mit  Fig.  108).  Gegeben  sind  die  Punkte  ^,  C,  B  durch 
ihre  Coordinaten  {x„,  y^),  {Xc,  y,),  {Xb,  j/ä);  in  C  wird  der  Winkel  ACP=  y-^, 
in  P  der  Winkel  APS  =  6  gemessen.    Was  sind  {Xd,  j/d) ? 

Man  kann  für  diese  Aufgabe  viele  Auflösungen  aufstellen,  z.  B. 
benutzen  den  Punkt  E,  in  dem  (Fig,  108)  AB  und  GP  sich  schneiden 
und  der  leicht  zu  berechnen  ist. 

Man  kann  die  Aufgabe  auch  ähnlich  verallgemeinern,  wie  2)  die  Auf- 
gabe 1)  verallgemeinert;  Gegeben  sind  die  Punkte  A,  B,  G  und  D;  in  B 
wird  der  Winkel  zwischen  A  und  P  und  in  P  der  zwischen  C  und  D  ge- 
messen; was  sind  die  Coordinaten  von  P"?  Wie  wird  die  Auflösung  für 
diesen  allgemeinorn  Fall  der  Aufgabe  am  einiachsten? 

4)  Zweite  Hanptanfgalie:  Bäckwärtseinsclmei- 
«len  eines  Punkte«  D  über  drei  gegebene  Punkte 
A,  C,  B;    oder  SnelliU8»c\te  Aufgabe  im  Coordinaten- 

systeni.     Gegeben   sind   die  Coordinaten   dreier   Punkte  A, 


0,  B,  nämlich  {x„,  yj,  (a;„  y,), 
gemessen   die  Winkel  ^.   zwi 


(äs,  ^/s);  in  einem  Pankt  D  sind 
sehen  A  und  C,  ö^  zwischen  C 
anAB;  was  sinddieCoor- 
I  dinaten  des  Punkts  D? 
■  Vgl.  Fig.  119.  Die  Aufgabe 
B  ansserhalb  des  Coordinaten- 
systems  ist  in  §  34,  1.  aus- 
führlich behandelt. 

Am  bequemsten  und  jeden- 
falls am  anschaulichsten  ist 
iie  Jordan schit  Auflösung'^), 
die   die  Aufgabe  zuerst  vom 


y  Google 


§  -iS.     Rückwärts  oin  sehn  ei  den  eines  Punktes,  3i33 

Coordiaateu System  loslöst,  nun  die  Winkel  und  Atunessungen  nach 
§  34, 1.  bestimmt  und  sie  sodann  wieder  ins  Coordinaten System  zurück- 
faiirt,  um  (x^,  y^  yon  A  und  B  ans  zu  rechnen.  Die  Bestimmung 
von  a,  b,  y  geBchieht  zunächst  aus: 

^'       '      ^.  —  x,:  I  sm(AG)        cosiAC) 


tgiBC)^--"--"^-,  \  Bü=h^-^ 


i{BC)   "  cos(BG} 


Damit  hat  man  auch  y,  nämlich 

(3)      ;  =  ( CA)  —  (OS)  =  {A0)  —  (B  0),  die  ohen  berechnet  sind. 
Mit  a,  J>,  y;  ö^,  S^   ist  nun  die  Auflösung  des  Vierecks  diese 
(s.  den  oben  angegebenen  Ort): 

(6)  tff^~~-  =  tg~-^ctg(ib'>+l).    Damit  sind  <p 

und  Tfi  bekannt,  also  zu  berechnen  die  gesuchten  Eatfemungen : 
}\  =  ^— r  sin  {*]  +(p)  =  AD 

("    '-  =  sl«,*<«=  +  *'  =  -=-° 

a  und       ö 

r  =  -T  ■  ■  sino)   =  — — j-  sin  ib  (Bechenprobe) ; 

ferner  hat  man,  wenn  man  nur  von  zwei  der  gegebenen  Punkte  aus 
(was  als  Bechenprobe  genügt)  den  Punkt  D  berechnet,  für  die  Rich- 
tungswinkel : 

^{AB)  =  (AG)+<fi  j  Rechenprobe :  {DA)  +  ^i  =  (2> C)  = 
^'  \{BI))=(BC)  —  >p\  (DB)  — Ö2  oder  (^J')-f-öi3=(iJD)-Ö3; 
damit  wird  also  schliesslich : 

lx,=x,-^AB    <-os(AD)     '^    x+BD    coHBD) 
\v  ='y  +AD  sm(AI))    ^    t/,  +  BD  sm{BB) 

Über  die  Bezeichnung  dei  Punkte  A  C,B{C  der  »ituttleie'",  öj  und 
*a  je  <180")  u   b   f     |J.  spitzer  Wmkel,  ''^  ~  ^  positiver  oder  negativer 

spitzer  Winkel)  ebenso  über  die  Determination  der  Aufgabe  (Unbe 
Btimintheit  wenn  B  luf  dem  ,gefil!irlic!ien'  Kreis  dun-h  A,  C,  B  liegt)  ist 
§  34, 1  zu  veiglpichen  Die  Anordnung  dea  Rechens chemas  hat  nath  §  34  und 
nach  der  voratehendeu  Aufgabe  1.  (VorwartBeinschneiden)  keine  Schwierigkeit 
Beispiel.  (Hier  reichen  5  stellige  Logitithmen  geiade  noch  au'! 
wenn,  wie  im  v  ilicgenden  Fall,  die  Winkel  öj  und  ög  niilit  ^ehl  siharf 
gemessfn  sind] 


(9) 
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Rttckwärtseinsciliieiden  e 


Gegebene 
C:    a!.=^ -1- 30796,55 

A:  ic„  =+ 28644,80 

Punkte: 

?/,  =  +  11731,96 
j/„  =  +  11308,34 
j,.  =  + 13010,25 

E^iAG) 

Xc  —  Wa 

2.56  064 
0.00  6II1 
3.33  2791 

tg{AÜ) 

9.22  78b 

3!,—«;,=.+    2151,75 
x=— Ks  =  ~     985,38 

^.-y.  =  + 363,62 
),,  —  ^s  =  — 278,29 

AC  =  a 
E  sin  öl 

3.33  890 
0.05  142 

Gemessene    Winkel: 
in  D:|  ^  JDC  =  <(i=    62040'    0" 
\  BDC^.S2=    68  2t  37 

(*)  asmd, 

3.39  032 

y.  —  V'- 

x,  —  xt 

2.44449« 
O.Ol  667 

{AG)=      90  35' SO" 
(B  G)  =  195  46  14 

tg{BG) 

9.45  089 

y^{GA)  ■  iGB)  =  {AC)~(,BCi=17S  49  161 

BG^b 
Esinö^ 

0.03 159 

(*)  blsinS^ 

j,  +  Äi  +  öa  =  304  53  53 

""»=Si 

360»— (7+ai  +  Ö2)  =  ip  +  >^=    55    6    7 

X=    050  51' 18" 
(45''  +  3.)  =  1100  5ri8" 

9.58  088n 
9.71  742 

IL-tL^^    27«  33'    4" 

l.f^ 

9.29  830w 

(spitz  zu  nehmen)  '^'      ^  =-11  U  27 

ÄD 

3.38  223 

Probe:  (jo-^ö,  +  i(i-;-Ö3  +  ^ 
=.  3600. 

(*)    o/st»  Öl 
nncp 

9.99  191 
S.S9  032 
9.44  846 

if  =    16  18  37 
V^  =    38  47  31 

1  ^  +  öi=    780  58' 37" 
1  ^fi  +  öa  =  107  12    8 

Probe:;! 

2.83878 
2.83  878 

'■'*''t^'  +  ''|-(OZ.) 

(A(J}=     90  35' 30" 
.      +  7)  =    16  18  37 

3.04  186 
9.98  012 

{ÄJ))=   35  54    7 

BD 

3.02  198 

A      -t(i=-3S47  81 
1      (SC)  =  195  46  U 

ADcos{Al?) 

3.33  625 

cos  (A  D) 

AD 
sin  {AD) 

9.95  402 
3.38  223 

A\(c,=-h  28ö44,80|                  y.=  + 11368,34 

9.64  031 

AI>ms(ÄJ})=-^  2168,9 

ÄDsin{ÄD)=-Y-   1053,3 

AD  sin  (AB 

3.02  354 

Zi|a;^=+30813,7 

»/,= +12421,6 

1/,=+ 12010,25 

BDsifi{BI>]=+     411,38 

BD  cos  {BD 

2.98  594m 

B\x,^  +  3l7Sl,n 

BDeos{BD)=~'     968,14 

cos  (BD) 
BD 

sin  (B  D) 

9.96  896« 
3.02 198X 
9.59  226 

Z»|.r^=  + 30813,79 

yä=  +  12421,63 

BD.nn(BD 

2.61  424 
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§  38.    EücbwärtseinsclineideD  eines  Punktes. 


365 


(Oi))  = 


Die  beiden  Werte  iHr  D,  von  Ä  und  B  aus,  stimmen  genügend 
Oberein  (S-stellige  Eechnung,  während  die  Coordiiiaten-Differenzen  bei  ÄD 
aber  2000  und  1000  m  sind);  der  zweite  Wert  ist  selbstverständlich  schärfer. 
Am  schärfsten  würde  hier  der  Wert  von  C  aus  ausfallen;  es  ist 

lOM-r'  =  (AD)^öi        _    .  ,     ,     rir^      /  3.83  878 

f034'6"^(iJi>)-ö,'^-P^'"'«'  ^"^  '"^^^  =  12.83  878; 
eben  diese  Proben  zeigen  anch  S-steliige  Logarithmen  noch  ausreichend. 
Von  0  aus  wird; 

GD.m{GD}  =  +  17,24,        CD.s™(Ci>)  =  + 689,67,    also 
Xa  =  +  30813,7&      ,      y.  =  +  12421,63    wie  oben. 

Bei  der  Wichtigkeit  der  Aufgabe  folgen  wieder  einige  Zahlenbeispiele, 
die  meist  6-stellig  gerechnet  sind  (aber  mit  Sehlussahrundmig  auf  1"  in. 
den  Wiuteln). 


28560,64 
9323,91 
— 10590,87 
+  38408,73 
- 11382,55 
+  32119,37 

3S573.02 

10181,79 
116511,0 

44640,9 
—  43638,95 
+  31642,16 


8807,58 
11058,44 
31052,53 
11878,57 
34603,07 
)  35791,61 
■  10804,öt 
110961,9 
41931,3ä 

-  39039,6< 

-  85001,56 


9012.46 
- 11382,55 

-  32119.37 
- 13489,83 

-  33583,28 
35860,32 
1S7S7,06 

100964.6 
51730,6 

-  37299,67 

-  38464,( 


53  33  29 

49  48  52 

27     6 

10    9  21 

45  19  47 


'  6'  42' 

55  21 

37  20  10 

20  21  20 


- 13275,97 
-  31605,15 


104303,4 

32013,1 

~  39577,61 

^  37667,18 


Zusätze  1)  Eine  Veriügemeineiung  lieber  Aufgabe,  ähnlich 
wie  üe  der  Anfgibe  I  ml  unl  bei  dem  am  '^hluss  yon  8.  Angedeuteten, 
ist  praktisch  weitloi  Der  Punkt  Z>  entsteht  als  bchn  ttpunkt  zweier  Kreise, 
die  über  i  und  &  als  lehnen  und  mit  öj  und  ba  als  Peripheriewinkeln  be- 
sihrieben  werden  In  allgemeinerer  Fassuig  wuide  also  nnsere  Aufgabe  so 
hüten  El  sind  gegebei  in,  Cooid  naten  (j^^  y^)  [*ä  ys) ;  (x«  y»)i  (a^i  J/f) 
Ton  Tier  Punkten  A  B  i,  F  Auf  einem  Punkt  D  dessen  Coordinaten  (a!^,  yi} 
zu  bestimmen  s  id  sind  gemessen  d  e  W  ikel  iBB~K  und  EDF  =  t. 
Waa  sind  die  Cooidmatei  yo  D~i  Diese  Aufgabe  10t  deshalb  praktisch  un- 
wichtige weil  bei  ''j  htba  iccit  aller  der  angegebenen  Punkte  von  J)  aus  kein 
Grunl  voilipgt  nicht  zwei  solche  Winkel  zu  wählen  die  einen  Schenkel 
gemeinsel  iftlich  hiben  wie  oben  ingenommeu  ist  Immerhin  versuche  man, 
zur  Übung  liese  all"  meinere  Äufgibe  zu  Itsen 

")  Dagegen  ist  noch  empört  Übei  anlere  Pechnungsmethoden 
z     b  gen     Man   kiin   d  e  A  igibf    les  Eu  kwirt  fii  s  hneidens  wieder  auf 
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366  §  *i8.    Eilet w&rtseinsohiiei den  eines  Punktes. 

den  \6T  hiedi-iisten  We(,en  lösen  Erwähnt  lei  weii^  tens  daos  mai  he 
Äntgabe  ganz  xnf  ^Qiwirtaeinaclii  eidc  i  zi ruckfnhren  kam  nnl  ZTiar 
abermals  auf  ver^iehiedene  Art  Mit  den  Ciordinaten  von  Ä  und  C  und  dem 
Winkel  öl  smd  zugleich  lie  Coordinaten  des  Mittelpunkts  Mi  des  Kreises 
■über  fl  all  feeiine  und  mit  S^  ils  Pprij  heue  winke!  be  timmt  (vgl  ^  2d  3) 
ebenso  ist  M^  bestimmt  h  rch  die  Punkte  B  C  und  den  Winkel  02     Ferner 

sml  die  Hilbmesier  d  e^er  Kreide  aus  2  Ä,  =     "      unl  2  Äg  = ^  be 

kannt  (bei  der  obigen  Lösung  ist  tg  i.  das  Verhältnis  der  beiden  Ere  halb 
mes=er  Tgl  §  34  1  S  3^q)  von  Mi  und  M^  au?  ist  aUo  D  bestimmt  durch 
die  Entfernung  JJf ,  D  =  Äi  und  M_  Z>  =  Äg  (Autg  i  5)  in  §  37)  Die  Coor 
dinaten  von  Jfj  unl  Mj  smd  sehr  emfacli  auszurechnen  es  seiei  E^  ml 
E^  die  Halbierungspunkte  der  Seiten  CA  und  CB  derei  Coordinaten  un 
mittelbar  duich  x  ,  =  -^[x  +3,i  j/,=  2(y-.  +  j/)us  f  gegeben  sm  i 
■dann  ist  (Winkel  4MiC=2öi  u.  a.  f.)  EiMi  =  \aetgdj,  ^aMa-^ydotj/öa- 
Ferner  ist  (i;iiKi)=-(iO) +  9011,  (^itfa)  =  (BO)  —  90»,  so  dass  (x„^y^J 
("'m,  y»j)  sofort  anzuschreiben  sind;  endlich  sind  aus  iJ,,  Eg  die  Coordinaten 
von  D  zu  berechnen  (g  37,  4,  3).  —  Man  kann  auch  (ohne  die  Coordinaten 
von  Ml  und  Mg  ausrechnen  zu  müssen) ,  die  Coordinaten  von  D  dadurch 
Ijestimmen,  dass  man  den  zu  C  in  Beziehung  auf  MiM^  symmetrischen 
Punkt  berechnet.  TS)  —  Noch  andere  Auflösungen  der  Aufgabe  rechnen  mit 
Hilfe  der  sog.  CoHims sehen  Hilfspunkte  (Schnittpunkt  E  von  CD  oder  seiner 
Terlängerung  mit  dem  durch  die  Punkte  A,  Z>,  B  gehenden  Kreis  -,  der  Punkt 
E  ist  durch  die  Winkel  ög  und  ffj  von  A  und  B  aui  voiwärfs  eingesihnittcn 
auch  für  D  kommt  man  dann  auf  doppeltes  VorwirtseiiiSLhneiden  zurück 
Über  noch  andere  Auflösungen  siehe  '^). 

Eine  weitere  Auflösung  endlich  (von  Bet,sel  von  Baur  etwas  ab 
geändert),  mit  der  oben  im  Text  angegebenen  trigononietnschen  wesentlich 
vollständig  übereinstimmend,  ist  hier  noch  wegen  ihrer  analytischen  Eleganz 
(Unabhängigkeit  von  der  Figur  u.  s.  f.)  im  Sinn  einer  Übung  anzuführen  ^^1 
Die  durch  ihre  Coordinaten  (iüQ,  y^),  (pi,  y{),  (a:..  y^)  gegebenen  drei  Punkte 
seien  Ag,  Äi,  A^;  in  dem  Punkt  P,  dessen  Coordinaten  (i  y]  zu  bestimmen 
sind,  sind  gemessen  die  Winkel  zwischen  A^  hnks  und  Ai  rechts  =  fti 
zwischen  Af,  links  und  J^  rechts  =  ffg  (man  beachte  das«  hier  die  beiden 
gemessenen  Winkel  von  demselben  linken  bchenkel  aus  gezahlt  sind 
wie  es  die  Art  der  praktischen  Winkelmessung  bei  dieser  Änfgabi  nahelegt) 

Bezeichnet  man  die  unbekannten  Entfernungen  mit 
P/lc  =  .-o,      iM|=ri,      Piz  =  r 
und  die  unbekannten  Richtungswinkel  dieser  Strecken  derselben  Peihenfolt,e 
nach  mit  (-P^Io)  =  fO'  <      (-PA)  =  'Pi        l-P  '^"^  =  fi 

so  hat  man  zur  Rechnung  der  acht  Unbekannt  n  i  y  »u  r^  >■  ?>  ifi  V. 
zunächst  sechs  Gleichungen : 
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§  38.    Rückwärtse  in  schneiden  eines  Punktes.  367 

ixo  —  x  =  rQeos(iit)        i        j/o  —  y  =  »"o  s»«  %  i 

(1)  a:,  —  a;  =  ri  cos  q»i  j/j  —  y  =  rj  siw  qoj  j ; 

ausaerdem  bestehen  aber  noch  die  zwei  Gleichung-en : 

(2)  qii  =  iPo  +  f I  .  f2  =  9ü-+-  h' 

also  sind  au9  (1)  und  (2)  die  acht  Unbekannten  zu  hestimmen. 
Dnich  Elimination  von  x  und  y  aus  (1)  erhält  man: 
m        pi— a;ü  =  ri«)3q)i  — rocosg)o  1  j/i  — yo  =  n  s'"*!— ''osin'Pol . 
liTa  — 3^0  =  »"a  cos  qja  —  ro  cos  q)(,  !  j/a— s/o^rasisiqsa  — fosinq^o) ' 
setzt  man  nun  die  Streuten  Au  Ai  ==  nj  und  AtjA^  —  a^  und  ihre  Richtungs- 
winkel {AiiA{)  =  ai  und  (^a^a)  =  <'2'  ^^  "i^^ 

(  «1  cos  «1  =  3^1  —  Xf)      I      o,  «in  «I  =  1/1  -  2/0 1 

und  damit  die  Gleichung  (3) 

'.(ftj  —  a^&ina\  1 


Vermöge  (2)  ist  nun  cfi  —  q!i,  =  ßi,  somit  erhält  man,  wenn  man  noch 
ganz  ebenso  »*a  aus  den  beiden  antern  GL  (5)  eliminiert,  die  zwei  Gleichungen 
(rflSinft  =aisi»(«i  — fpi) 
I  ro  sin  ß^  =  da  sin  («g  —  (p^]. 
Setzt  man  hier  zur  Äbkflraung 

(7)  «1  —  *i  =  /<i  ,       «3  —  ¥'2  =  /t^  , 

so  ist  (^2 — fi)  ■'^"'^  ''^  Verhältnis  sinm'.sinfAi  bekannt;  man  bestimmt 
also  -=-  (ßi  4-  fii) ,  womit  dann  fi^  und  ^j^  und  also  auch  qt^  und  ^^  g^" 
funden  sind. 

Zunächst  ist      ß^  —  i"!  —  C"ä  —  "i)  ~  (9'2  —  9i)      ''<'®'' 

(8)  ,"2  —  /*!  =  («£  —  «i)  —  (;f2  —  i^i)  i  ferner  nach  (6) : 

-^.««  ^,  =  ro  =  ^^-«i«  M2-  Setit  man  nun  (9)  ^*Ml  =  „j,  ^  =  ^, 
so  wird     (10)  «^i^  "f  !^^if2  ^    g^^jt    (u)    ?^^  =  B. 

Kl  «2  Si«  /t|  "1 

Aus  (8)  und  (11)  ergiebt  sich  mit 

(12)  't!i  =  '^^  (18)   .jBä±^  =  «^''-lt<,(45«  +  J). 

Aus  (8)  und  (13)  sind  nun  ft^  und  ßi  und  damit  auch  qjat  ^i.  fo 
und  ro  bekannt.  Um  Cj  und  ra  zu  bestimmen,  eliminiert  man  j-q  aus  den 
beiden  obern  und  aus  den  zwei  untern  Gleichnngen  (5)  und  erhält 


(5) 

\r2C0S(f^- 

-'0' 

-ro( 

WSIfio  =  OlCOS«l 

WS  qfo  -  02  cos  «a 

i;:: 

in  411  - 
inifa- 

-roB» 
-rosii 

Eliminiert  man  r^ 

aus 

den 

beiden  obern 

Gleichungen  (5), 

ri  sin  9Si  cos 

gji- 

-1-as 

jHq)i-»s9o  = 

--aysi 

«9ic 

OS«! 

risiraqticos 

Tl- 

-r(,c 

ösq[iism<po  = 

=  «1« 

IS  Tis: 

i«  «1 

oder 

-eoi 

«l(si 

«18W 

OS(()i- 
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368      §  39-   Weitere  Aufgaben  zur  trigonometr,  Puiiktbestimmung. 

'  ""^  ^  si^  ■''"  '-"^  ~^'^""  ti^  ^'"  ^"2  —  9>o)- 
Wie  die  Formeln  znr  Rechnung  zu  ordnen  sind,  ist  klar;  «i,  tt^; 
aa,  «a  ans  (4);  |(^-;<,)  ans  (8);  l  aus  (9),  (12);  1  ()<2  +  f»i)   ans  (18); 
<p^,  (pj  aus  (7);  qi),,  (mit  Probe)  ans  (3);  r,,r2  aus  (14);  r^^  (mit  Probe)  ans 
(6);  X  und  y  (wenn  man  will,  dreimal)  ans  (1), 

§  39.     Weitere   Aufgaben  zur  trigonometrischen  Punkt- 
hestimmuug.    CoordinatentransformatJon. 

An  praktischer  Wichtigkeit  können  sich  die  hier  in  1)  noch  aufzu- 
zählenden neitern  Aufgaben  zur  trigonometrischen  Fonktbestitnmung  mit 
den  zwei  Hauptaufgaben  des  §  38  bei  weitem  nicht  messen ;  dagegen  bieten 
sie  schöne  Übungen  im  trigonometrischen  Rechnen.  —  Die  in  2.  nochmals 
hehandelte  Aufgabe  der  Coordinatenumwandlung  steht  in  keinem  unmittel- 
baren Zusammenhang  mit  den  Aufgaben  der  §  37,  88  und  39,  1,);  dagegen 
ist  sie,  schon  bei  den  elementarsten  geodätischen  Aufgaben  vorlcommend 
(vgl.  §  31,  2.  8)  und  3.  4)),  vielfach  aoch  für  praktisch -trigonometrische 
Aufgaben  (Punkte  in  verschiedenen  Coordinaten Systemen)  von  grosser  Bedeu- 
tuiig  und  mag  deshalb  den  Ahschluss  dieses  Kapitels  bilden. 

1)  W^eitei-e  Anffiaben  zni  tiiaEonoinetLiMchen 
Panktbestiinmnitg;.  Alle  Aufgaben  des  t;  34  soweit  sip  nicht 
in  g  38  hesprochsß  sind  (ÄKeiiiiciohe  Aufgabe!  kann  man  nui  auch 
im  Coordinatensjstem  behandeln,  woVpi  albo  die  ^egebcupn  Punkte  durch 
ihre  Coordinaten  gegoben  sind  und  für  die  zu  hp&timmenden  ihre  Coor 
dinaten  gesucht  werden.  Zu  einzelnen  dipser  Auf^absß  sollen  hiei 
einige  Notizen  zusammengestellt  wei  ien 

1)  Hansensche  Aufgabe  (gleichzeitiges  untl  gegenseitige'. 
Bück wSrtseiuschuei den  zweier  Punkte  ubei  zw  gegebene)  vgl  g  j4  ä 
Hier  hat  wie  'schon  soeben  angedeutet  ist  nur  die  Form  der  Aafgabe 
selbständige  Bedentung,  bei  der  die  Winkelmessung  in  den  zu  be 
stimmenden  Punkten  gemacht  ist 

Eine  Auflosung  ähnlich  dor  Jö*(Zi»scbön  fui  §  Sh  4  hegt 
ndhe  und  braucht  hier  nicht  ausgeführt  zu  weiden  Die  ifflnsewsche 
Äuflcsung  nach  der  die  ganze  Aufgabe  gewöhnlich  den  Namen  trägt, 
ist  der  Beiatlhchen  fnr  §  38  4  (s  S.  367)  ganz  analog  und  mag 
ebenfalls  selbst  aufgesucht  werden 

El  wähnt  sei  nur  noch  (laf.s  man  aui-h  bei  dieser  Aufgabe,  wenn  man 
will     Jinz    mit    (mittelbarem     ¥'  rw&i  ts einschneiden   auskommen    kann. 
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nämlich  unter  Benätzung  der  sog.  ColliyissQhm  Hilfspunkte  (vgl.  §  38,  4., 
Znsatz  2).  ^e)      _ 


Äf,  A^  die  z 


1  ge- 


gebenen,  I'i  und  Pa  die  i 
suchten  Punkte;   durch  die  Winkel- 
messung in  Pj  ist  der  EJreis  durch 
Äi,  A^,  Fl    vollständig    festgelegt, 
ebenso  durch  die  Winkclraessung  in 
P^  der  Kreis  A^  Ä^  P2.    Es  sei  ferner 
P'  der  Schnittpunkt  des  ersten,  P" 
der  des  zweiten  Kreises  mit  der  Ver- 
bindungslinie Pj  P2   ^^'  heiden  ge- 
suebten  Punkte ;  die  Coordinaten  von 
'  (dies  sind  ehen  die  CoUiüsschen  Hilfspankte)  lassen  sicli  sofort 
Es  ist  nämlich  mit  den  Bezeichnungen  der  Pigur,  wie  man  un- 
(  den  KreisTiereckeii  abliest,  nachdem  (ÄiA^)  und  -^1-^2  aus 
n  Coordinaten  berechnet  sind, 
I  {^1  P-)  =  (^1  A^)  4-  «2    i     (i,  P")  =  (^1  Ä^)-ßi\ 

ferner  lassen  sich  aus  den  Dreiecken  Ä^  Ä^  P'  und  A^  A^  F"  die  Entfern- 
ungen -dl  P',  A^P';  ÄiP",  A^P"  reebnen.  Man  hat  also  nun  für  die 
Coordinaten  der  Punkte  P'  und  P" : 

I  a!"  =  »,  +  ^1  P'  cos  {Ai  P')  I  a"  =  «1  +  ^,  P"  eos  (A^  P")  \ 

wobei  zur  Kontrole  auch  noch  die  entsprechenden,  von  A^  (x^,  y^  aus- 
gehenden Gleichungen  benutzt  werden  können.  Übrigens  braucht  man  die 
Coordii  ate  1  (a;  y  )  (x  ^  )  hier  wieder  nicht  vollstündig  auszurechnen,  da 
e  lob  für  das  Folgende  nur  um  die  Differenzen  {ic"— a/)  und  {y" — y') 
handelt  nämlich  um 

,16   —a;  =  A]P    coe  (^1  P  )  —  ^1  P'  cos  (^1  P')  , 
=  ^  P'' cos  (-ia  P")  - -ig  P' cos  (^2  P') 


r  und  P" 
berechnen, 
mittelbar  a 
den  gegeben 

(1) 


(2) 


(S) 


-  A,  P"  dn  {A-i  P")  ~AiP  siK  (4,  P') 

-  A^  P"  BtM  (^a  P")  —  A^  P'  sin  {A^  P) 
man  kann  den  Übergang  von  den  Logarithmi-n   zu  den  Zahlen   durch  Be- 
nützung von  Additions-  und  Subtraktionalogarithmen   vermeiden, 
keine  unbeträchtliche  Abkürzung  vorstellt.     Jedenfalls  ist  bekannt; 


w 


(5) 


l!,(P'P")-f,(P,P,)-L_t,, 

Mit  (Pi  P£i  sind  dann  überhaupt  alle  Richtungswinkel  bekannt,  nämlich 
(Pi  ^j)  =  (P,  Pa)  +  «1  I  {P^A,)^(P^P,)~ß, 
(Pl^)  =  (P,Pa)-c:2  I  (P2^)  =  (^aP0  +  ffa 
und  somit  nach  Berechnung  der  Seiten  des  Dreiecks  Ai  A2  Pi  und  Ai  A^  Pg 
anch  die  Coordinaten  von  P,  und  Pg  mit  Proben.  Eine  genügend  durch- 
greifende Probe,  wenn  mau  die  Doppelrechnung  der  Coordinaten  von  P' 
und  P"  oder  von  (af'  —  x")  und  (y"  —  j/*)  und  der  Coordinaten  von  P^  und 

Hamnier,  THgonometrle.    a.  Aufl.  24 
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Pa  vermeiden  will,  kann  man  aucli  darin  finden,  dass  das  unabhängig  be- 
rechnete {Fl  P^)  ™i*  i-P"  ^")  öbereinstimmeii  muss.  Diese  Auflösung  ist 
nicht  umatändlioher  als  die  oben  angedeutete;  eingewendet  kann  nur  werden, 
dass  P' F"  oft  karz  ausfallen,  somit  (F'  F")  unsieher  werden  wird.  Die 
Auflösung,  wenn  sie  auch  geometrische  Anschauung  za  Hilfe  nehmeu  muss, 
hat  aber  den  Vorzug,  dass  man  durchaus  mit  Formeln  au  rechnen  hat,  die 
vom  VoiwilrtBeinschneiden  her  geläufig  sein  müssen;  bei  seltener  Anwen- 
dung einer  Aufgabe  ist  dieser  Umstand  nicht  gleichgiltig. 

2)  Das  gleichzeitige  Rück  wärts- 
wf  einschneiden  zweier  Punkte 
über  je  zwei  verschiedene 
gegebene  Punkte  (vgl.  §  34. 
3,  2)  ist  ebenfalls  sehr  verschie- 
dener Behandlung  fähig. 

Man  kann  wieder  die  Collins- 
schen  Hilfapunkte  benutzen,  aber 
auch  direkt  so  verfahren  ■") ;  Es 
seien  P„  Pg;  Fg,  F^  die  gegebeneu, 
Fi,Pe  die  gesuchten  Punkte,  also  gemessen:  PiPsF2  =  (l),  F2Pf,Fe  =  (2j. 
Ps  Pe  Pi  =  (3) ,  -P4  Fe  P5  =  (4).  Verwendet  man  als  Hilfslinie  die  Strecke 
PgP4,  SO  sind  (5)  und  (6)  aus  den  gegebenen  Coordinaten  bekannt;  führt 
man  als  Unbekannte  die  Winkel  (p  unä  »^  ein,  so  ist  zunächst 

(1)      ?i^  =  3600-4[{(l)  +  (2)  +  (5)j  +  {(3)^-(4|  +  ^6J|]  =  «. 


1^„ 


Projiziert  1 
so  ist  also 


vo  a,  b,  p  die 
Setzt  man  hier 


(3)  (p  =  «-i-cc    ,    if»  =  «  —  a;,  so  erhilt  man  für  den 

den  die  Bichtuugen  von  F^Fi  und  P5  Pg  loit  einander  bilden: 

«  =  ±  T  K<2'  +  '•'  -  f*"^)  -^  ■'^l    ''^'"-    ■"«'' 
{2)  +  n  =  5400  _  [(3)  +  (4)  +  (6)  +  («  -  i)\     uni 
(4)  +  r  -  5400  _  [(1)  +  (S)  +  (5)  +  [«  +  -vi]    i=t 
|  +  x=^  +  4[{(l)  +  (2)+(5))-((3)  +  (4)-H{60]   oder  mit 

iian  den  Zug  P5  Pg  P4  Pß  auf  die  zu  P5  Pg  senkrechte  Eichtung, 
ic  zu  bestimmen  aus: 
m  («  +  «). fc  (2)- 


:»(o-a!).«(4)=+j> «.((!  +  «), 


i  der  Figur  angedeuteten  bekannten  Entfernungen   sind. 


1  liurzer  Entwiclilung,  für  tg  x  den  Ausdruclr ; 
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(«) 


'f- . 


«)m 


WO  über  das  Vorzeichen  leicht  au  entscheiden  ist.  Damit  ist  die  Änfgabe 
gelöst. 

3)  Die  Auflösung  der  üb  igen  Aufgaben  vuii  §  34,  S,  im  Coor- 
dinatensystem  soll  hier  nicht  ausgeführt  werdnu  Man  kann  für  ähnliehe 
Aufgaben  ein  Verfahren  finden  das  s  e  e  nheithch  lOst  '8)).  Kur  zu  der  „ein- 
fach erweiterten"  Snellius hchen  Aufgabe  dem  gegenseitigen  Eückw&rta- 
anscbneiden  zweier  Punkte  über  Irei  gegebene  (§  34,  3.,  1),  die  man  im 
Coordinaten System  ganz  nach  Analogie  Ton  fe  38,  4.  behandeln  wird,  sei  hier 
noch  nachträglich  eine  geometrische  Bemerkung  gemacht. 

Diese  Änfgabe  kommt  in  der  Nautik  oft  in  folgender,  etwas  ahge- 
änderter  Form  vor;  die  Schiffsorte  P[  und  Pg  sind  gegen  die  an  der 
Küste  gegebenen  {in  die  Karte  eingetragenen)  Punkte  A,  C,  S  festzulegen; 
man  hat  in  Pj  (mit  dem  Sextanten)  den  Winkel  u  —  Ä  Pj  Ü  gemessen,  sieht 
aber  von  I\  aus  S  noch  nicht;  nach  bestimmter  ^Fahrtstrecke  Pj  P^,  deren 
Bichtung  (in  die  Karte  einzutragen)  darcb  den  Eompass  und  deren  Länge 
durch  Loggen  und  Zeit  bekannt  ist,  sieht  man  in  Pg  den  Punkt  B  und 
misst  ß  =  CPgB,  Um  die  Punkte  P| ,  P2  in  die  Karte  einzutragen,  ist 
graphisch  so  zu  verfahren;  mit  den  Punkten  Ä,  C  und  dem  Winkel  a  liegt 
der  Kreis  Mi  fest,  mit  G,  B,  ß 

iFlg.  122.1 


der  Kreis  M^;  Richtung  (u 
der  Karte)  und  Länge  von 
PiP^  sind  bestimmt,  nur  der  Ort 
,  nicht  (diese  beiden  Stücke  treten 
i  die  Stelle  des  gemessenen 
eitern  Winkels  je  in  P]  und 
a  beim  „gegenseitigen"  Rück- 
wärts einschneiden  über  die  drei 
Punkte  1  C  B)  P,  ergebt 
Bioh  als  Schnitt  des  Ki-eiaes  Mj  und  des  Kreises  M  i>  der  ton  M^  aus  um 
eine  Strecke  gleich  und  in  der  bekinnteu  Eithtung  Pi  Po  gegen  Jtfi  hin 
vera<,hoben  i-it  odei  P  als  Schnitt  lon  Erei^  Vg  uni  von  Kieis  M-^  lei 
von  Ml  aus  um  eme  fetittke  gleich  und  parillel  Pi  P^  gegen  Mo  ver 
schoben  wird 

Diese  nautische  Aufg\be  ist 
sehliessen     da  sie  eine  Längenme! 
bestmimung  duieh  rei 
mag  aller  doch  hier  an  sie  erinnert  auin 
unserer  A  fg  b      g  1    tl  h     w  t 

aenp  Wii  k  1  d  tl      g      A  fg  b       d     h 

Man  neni  t      1  h    Ä  f    b  d         d    L  g 

Winkeln        dt,  St  b    t 

Aufgaben  d  d      b  P    1  kt  Zug 

rechteAx         b  h     11    (A  d    t    f,b      1b      1 


hier  alleidin^s  zui  ächst  auizu 
enthält  nicht  nur  eine  Punkt 
rem  .tngon  metrisch")  ist  E"! 
1  anzudeuten  dass  sich  der  Kieis 
f  t  t  w  rnin  einzelne  gemes 
h  g  ene  Langen  ersetzt 

Lg  P  ukten  aus  gemessenen 

t     poljgoDometrische 
'  wei  zu  einander  senk- 
t  gelösten  Aufgabe  2)). 
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Diesen  Aufgaben  ist  das  folgende  Kapitel  5.  gewidmet;  es  mag  aber  doch 
gldch  hier  im  Znsammenhang  mit  dem  Vorhergehenden  und  um  eben  zum 
Kapitel  5.  überzuleiten,  noch  eine  ähnliche  Aufgabe  aufgestellt  werden: 

Von  einem  Punkt  Pj  sind  die  zwei 
Punkte  Äi  und  A^  sichtbar,  ein  dritter 
der  einfaches  ßflckwärtseinachneiden  ge 
statten  würde,  fehlt  aber;  dagegen  kann 
man  Pj  P^  =  c ,  z.  B.  =  200  m ,  bequem 
und  genügend  genau  direkt  messen  und 
in  Pg  sind  zwar  J.,  und  Ä2  nicht  eiihtbar, 
es  bietet  sich  aber  (neben  P,)  ein  dritter 
gegebener  Zielpunkt  A3.  In  dem  Fünfeck 
sind  also  aus  den  gegebenen  Coordinaten 
(xiyi),  {iCa^/a),  («jj/a)  von  Äj.  A2.  A^ 
bekannt  zwei  zusammen stossende  Seiten 
a.  6  und  der  Winkel  zwischen  beiden,  femer  ist  die  nicht  an  eine  der  yorigea 
aaslossende  Seite  c  gemessen,  endlich  in  deren  einem  Endpunkt  der  Fünf- 
eckswinkel  [Implement  von  (3)),  im  andern  Endpunkte  zwei  weitere  unab- 
hängige Winkel  (1)  und  (2);  zusammen  wie  nothwendig  7  Stficke.  Die 
direkte  Auflösung  ist  sehr  einfach.  ?9) 

ä)  Co or diu ateiiniu wandlaug;.  Mit  den  in  den  letzten 
Paragraphen  behandelten  praktisch -trigonometrischen  Aufgaben  steht. 
diese  Aufgabe  nur  dann  in  nu  mittel  barem  Zusammenhang,  wenn  bei  ihnen 
Punkte  vorkommen,  die  sich  auf  verschiedene  Coordinateosysteme  beziehen 
und  man  dann  also  zunächst  die  Punkte  in  ein  einheitliches  System 
umrechnen  muas.  Da  aber  die  Aufgabe  der  Coordinatentransformation 
anch  aonat  von  grosser  geodätischer  Bedeutung  ist,  so  mag  sie,  in  gegen 
frfiher   etwas  erweiterter  Form,   den  Abschluss  dieses  Kapitels   bilden. 

Aufgabe.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
diüatensystemOX,  OYsind  dieCoordinaten  gewisser  Punkte 
gegeben;  es  sollen  die  Coordinateit  dieser  Punkte  in  Be- 
ziehung auf  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatonsjstem 
O'X',  OY-  berechnet  werden. 

Die  Lage  des  neuen  Coordinatensystems  selbst  ist  dabei  durch  die^ 
folgenden  Angaben  tiestimmt; 

1)  der  Ursprung  0'  hat  in  Braiehung  anf  das  alte  System  die  Coor- 
dinaten  (a,  6); 

2)  die  Äbscissenaie  des  neuen  Systems  hat  im  alten  System  den 
Eichtungswinkal  qi  [beliebig  zwischen  0'  und  3600),  30  zwar,  dass 
dass  man  q)  erhält,  wenn  man  durch  0'  eine  Parallele  zur  posi- 
tiven Eicbtung  der  le-Ase  zieht  und  diese  im  Uhrzeigersinn  um  0' 
droht  bis  zum  Zusammenfallen  mit  O'X'.  Hau  entwerfe  danach 
selbst  eine  Figur. 
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Dieae  Anfgale  ist  für  den  Fall,  dass  0  mit  0  zusammenfällt  (ii  — 
6  =  0  ist),  berBits  in  §  15,  4  yollstäiidig  erledigt;  man  beweise  die  dort 
geinndenen  Glenhungen  (4)  nochmals  mit  Hilfp  des  Addition atheorems  der 
Funktionen  un  und  tos  (Gleichungen  (5)  und  (b)  daselbst). 

Denkt  man  das  alte  System  (0  x,y)  parallel  so  verschoben,  dass 
0  mit  0  KuiammenfiUt  so  ist  leicht  zn  sehen,  dass  die  Gleichungen  (4]  von 
§  15  für  den  jetzigen  allgemeinen  I'all  nun  so  lauten  ; 

(  j-  =  a+  .   co^qj-y  Sinti' 

[  y  —  l  +  x  sirrqi  +  y  cosqi. 
Diese  Gleichungen  gelten  vullig  allgemein  für  ganz  beliebige  {»' j/'), 
für  ganz  beliebigei  <p  und  iur  beliebige  Lage  ;on  0'  {a,  b)  im  System  0. 
Nur  sind  selbstverst1,ndlich  die  Voreeichen  der  Coordinaten  tind  des  sin  und 
des  C01  \m  (p  zu  beachten  Sie  drücken  zunächst  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  in  Beziehung  anf  das  alte  System  aus. 
in  seinen  auf  das  nene  bezogenen  Coordinaten  und  so  braucht  man  in 
der  elementaren  Geodäsie  die  Gleichungen  meist  (vgl,  §  Sl,  2,  8)  und  8,  4)). 
Man  kann  aber  ebensogut  allgemein  giltige  Gleichungen  zum 
Übergang  vom  alten  System  auf  das  nene  aus  ihnen  ableiten;  es  sind 


.ur  die  Gleichungen  (1)  nach  x'  und 

y'  aufzulösen;  man  findet: 

(2) 

[    <■>'=       (^-a)co^ 

■■<f  +  iy- 

-l)sin<p 

\    y-  =  -{x-a)sm 

<f  +  (V- 

-b)cos(p. 

Bei 

spi 

el  (für  (2)).    Es   sind 

die    Coordinaten    von   fünf 

Punkten 

i,  B,  C,  D, 

E 

in  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  System  gegeben, 

nämlich: 

»;„  =  +  35325,75 

ya^ 

—  27230,40 

Xb  =  +  85574,95 

y&  = 

-  27198,48 

xc  ^  +  85596,01 

V"  = 

—  27002,40 

«d^-  +  85700,58 

Vd- 

—  26999,38 

ase  =  -ir  35951,46     | 

Vc    = 

—  36fl23,56. 

(besucht  sind  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Beziehung  auf  ein  Coordinaten- 
syatem,  dessen  Ursprung  im  Pnnkt  A  liegt  und  in  dem  die  positive  Rich- 
tung der  Äbscissenase  mit  der  +  x-&xe  des  alten  Systems   einen  Winkel 
n  qr  =  +8I''7'50"  einschliesst. 

M  t  =  +  85825,75,  b  =  —  27280,40,  (f  =  31°  7'  50"  erhält  man 
nnm  ttelb  das  nachfolgende  Schema,  das  keiner  Erklärung  bedarf.  Bei 
d  t  Zahlenrechnung  kehren  a,  &,  bei  der  zweiten  logarithmisohen  Eech- 
kh  iogcos(p  und  Ingsinip  je  fünfmal  wieder;  man  schreibt  sie 
d  h  Ib  b  i  m  luf  -ichiebzettel  und  hält  sie  über  die  einzelnen  Zahlen 
und  L  g     thmen     Man  hat  damit  folgende  Bechming:  ^f) 
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Bezeicitnyno  des  Fiiiim 

A 

B 

C 

D 

E 

■+  249,20 
-f-    31,92 

+  270,26 
+  228,00 

+  874,78 
+  231,02 

+  626,71 
+  306.84 

(x  —  a) 

2.39655 
1.50406 

2.43179 
2.35793 

2.57378 
2.36365 

2,79638 
2,48692 

{ce~-a)cos(p 

2.82902 
1.21755 

2.36426 
2.07142 

2.50625 
2.07714 

2.72885 
2.20041 

—  (x-ä}sin<(, 
(y~b)coeq> 

2.11004« 
1.43653 

2.14528« 
2  29040 

2.28727  « 
2.29612 

2.50987  * 
2.41989 

{x  —  a)  eos  ep  -■ 
(y-b)sin<p  = 

213,315 
16,503 

231,344 
117,875 

320.814 
119,438 

535,612 
158,640 

—  (iE  — a)sinij)  = 

-  128,8S6 
27,828 

-189.726 
195,164 

-198.764 
197,750 

-323,500 
262,659 

x'  —- 

y'  = 

0 
0 

+  229,82 
— 101,51 

+  349,22 
+    55,44 

+  440,25 
+     3,99 

+  694,25 
—    60,84 

Änioerknng'.  Es  kommt  in  der  Geodäsie  Tor,  dass  die  cc-  und  dio  x'-Axe 
einen  Winkel  (p  von  nnr  emer  klpinen  Änzalil  y  n      b  llen     In  diesem  Talle 

darf  man,  wie  immer,  sin  j)=;—  setzen  nnd  auch  n  oh  cosqii^  1  (biä  au 
welchen  Grenzen?)  ßeisp  el  I  der  wnrttembe  gischen  \ermessung  liegt 
die  ic-Ase  des  Systems  nicht  genau  im  Mer  dian  des  Nallpnntts ,  sondern 
diese  Eichtnng  +  ic  weicht  Tom  Norlzweig  dei  Nullpunkt  Meridians  um  den 
Betrag  15", 6  nach  Osten  ab.  Wenn  ein  Punkt  im  Land  es  vermessungs  System 
die  Coordinaten:  x  r^ -h  37245,04  m,  */  =  —36842,93  m  hat,  was  sind  seine 
Coordinaten,  hezogen  auf  den  Meridian  des  Nullpunkts?  (Die  beiden  Coor- 
dinaten an  fangspunkte  feilen  zusammen). 


*)  Die  dritte  Dezimale  bei  diesen  Werten  ist  nur  angesetzt, 
zweite  in  sf  nnd  y"  sicher  zu  stellen. 
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Kapitel    5. 

Ebene  Polygonometrie. 


Dieser  wichtige  Teil  der  Trigonometrio  der  Ebene  hat  eine 
doppelte  Aufgabe;  er  setzt  einmal  die  Berechnnng  der  planimetrischen 
Figuren  fort,  wobei  er  sie  von  der  Zerlegung  in  Dreiecke  und  Vier- 
ecke (Kapitel  1 .  und  Kapitel  2.)  dadurch  unabhängig  maclit,  dass  der 
Rechnung  ein  Coordinaten System  zu  Grund  gelegt  wird,  die  Eckpunkte 
des  beliebigen  Polygons,  um  das  es  sich  nun  handelt,  auf  ein  System 
rechtwinkliger  Coordinaten  bezogen  werden;  die  Berechnung  fehlender 
Stücke  eines  Polygons  geschieht  also  mit  Hilfe  der  Eeehnung  der  Coor- 
dinaten der  Eckpunkte  (vgl.  die  Bemerkungen  §  SO,  S.  296  und  S.  300), 
Sodann  aber  bildet  er,  in  derselben  Art,  wie  das  auf  ihn  vorbereitende 
Kapitel  4.  und  die  daselbst  rechnerisch  behandelten  praktisch -trigono- 
metrischen Aufgaben  die  unmittelbare  Vorbereitung  auf  die  prak- 
tische Polygonometrie  der  Geodäsie;  und  diese  Bestimmung  ist, 
im  Sinne  des  vorliegenden  Buches,  noch  wichtiger  als  die  erste. 

Man  versteht,  wie  schon  im  letzten  §  39  (S.  372)  angedeutet  ist 
unter  poljgonometrischer  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  m 
der  Geodäsie  eine  Messung,  bei  der  Winkel  und  Strecken  gemessen 
werden  {im  Gegensatz  zu  der  trigonometrischen  Punktbestimmung, 
Kapitel  4.,  bei  der  nur  Winkel  gemessen  werden,  indem  zwat  selbstver 
ständlich  auch  irgendwo  im  trigonometrischen  Hetz  Eine  Basis  Grund 
linie,  gemessen  sein  muss  (vgl.  §  33,  Einleitung),  für  die  Klein- Trian- 
gulierungs- Aufgaben  jede  direkte  Längenmessung  aber  stets  durch  den 
„Anschlnss"  an  bereits  trigonometrisch  bestimmte  Punkte  ersetzt  wird). 
Der  jPolygonzug"  oder  „polygonale  Zug"  verbindet  die  polygono- 
metrisch  zu  bestimmenden  Punkte  und  in  ihm  sind  also  alle  sich 
folgenden  Seiten  und  Winkel  gemessen.  Die  Polygonzüge  bereiten, 
von  den  trigonometrisch  bestimmten  Punkten  aus,  die  Kleinmessung 
(vgl.  §  31)  vor,  indem  sie  Aufnahmslinien  für  diese  direkt  herstellen 
oder  vermitteln ;  geschlossene  Polygone  sind  für  die  praktische  Trigo- 
nometrie nicht  so  wichtig  wie  die  Züge,  Wir  gehen  deshalb  auch  vom 
offenen  Zug  aus-,  alles  was  allenfalls  über  geschlossene  Polygone  dann 
noch  hinzuzufügen  ist,  ist  eigentlich  selbstverständlich,  sobald  die  Be- 
rechnung des  Zugs  richtig  erfasst  ist. 
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376  §-  'iO.    Der  polygonale  Zug.    Definitionen, 

§  40.     Der  polygonale  Ziig  und  seine  Berechnung,  ^i) 

1)  Ucfliiitioiiei).  In  der  Ebene  seien  (m  + 1)  Punkte,  mit 
(0),  (1),  (2)....  (m)  nnmeriert,  in  ganz  beliebiger  Lage  gegeben.  Die 
Streclien  tO)(l),  (1>(2),  (2)1,3),....  («-!)(«),  d.  h.  die  Verbin- 
duDgsstrecken  der  Ecken  in  der  Reihenfolge  der  Numerierung, 
bilden  den  puljgonalen  Zu^  ider  Polygonzug  (0),  (1),  (2),  ....  («), 
dessen  Buken  die  genannten  Punkte  sind. 

In  diesem  Zug  sind  nun  die  Seiten  {Strecken  zwischen  je  zwei 
aufeinanderfolgenden  EckenJ  und  Winkel  gegeben  (Poljgouwiakel 
oder  Brechunjfswnikel   namlioh  in  jeder  Ecke  zwischen  den  daselbst 


Die  Selten  seien  mit  i  die  Brechungswinkel  (Polygon- 
winkel) mit  ß  bezeichnet  Em  tur  allemal  sind  folgende  Beatimmungen 
festzuhalten : 

1}  Der  Polygon  Winkel  (der  Buchstabe  r  bedeutet  hier  und  im 
folgenden  stets  jede  behebiga  Ecke)  ß  ist  der  Winkel  um  den  m  der 
Ecke  (r)  die  Riuhtuiig  nmJa  dei  vorbeigehenden  Ecke  (r  —  1)  im 
positiven  Diehungismn  (Uhrzeigersinn)  ^elrelt  werden  muss  bis  sie 
mit  der  EicUtung  nach  dm  folgenden  Ecke  (t  -Hl)  zusammenf-lllt 
(vorhergehende  und  folgende  Ecke  im  Sinne  du  Humerierung 
der  Ecken)  Die  einzelnen  Poljgunwinkel  he  sseu  also  ß^  (erstei)  ß^, 
ßg, |3.      (letzter)    alle  ß  sind  beliebig  zwischen  0"  und  360" 

2)  Die  Seite  «  i«t  die  Strecke  zwischen  den  Eckfn  {)  —  1)  nnd 
(r),  also  die  beite  die  (im  Sinne  dPi  Numeiierung  gezählt)  m  der  Ecke 
(r)  endigt      Die  einzelnen  beten  s  nd  Sj  (erste]  ,        «    (let7te). 


/Ä 

/^^ 

%. 

k^ 

("5 

"tvl-i) 

T^w 

y,! 

0 

*x 

Mit  Hilfe  der  gemessenen  Seiten  und  Winkel  ist  der  Zug  in  sich 

vollständig  bestimmt,  man  kann  ihn  z   B.  plan imetri seh  auftragen. 

Wie  schon  angerleatet  ist,  bezieht  man  nun  aber  die  Ecken  des 
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g  40.    Der  polygonale  Zug.    Berechnung.  377 

Zugs  auf  ein  reolitwinkliges  Coordinatensystem;  über  die  Lage 
der  a-Axe  dieses  Systems  matheti  wir  im  allgemeinen  gar  keine  Voraua- 
aetaung,  nur  liegt  wie  immer  mit  +  x  und  dem  Nullpunkt  auf  x  auch 
-^y  vollständig  fest  (-f-j/  weicht  im  Uhrzeigersinn  von  +  a;  um 
90»  ati). 

In  diesem  System  kommen  nun  die  Richtungswinkel  «  der 
Seiten  und,  mit  ihrer  Hilfe  berechnet,  endlich  die  Coordinaten  {x,  y) 
der  einzelnen  Eckpunkte  in  Betracht  und  es  gelten  ferner  die  Be- 
stimmungen : 

3)  Der  Bichtungswinkel  der  Seite  s,.  heisse  a,  und  zwar 
sei  ttr  stets  =(p^_,P,)=  dem  Richtungswinkel  von  (r — 1)  nach 
(r);  der  Richtungswinkel  (P,P,_i)  wäre  also  «^±1800. 

4)  Die  Coordinaten  der  Ecke  y  sind      {£,.»),). 

2u  der  Porm  der  Züge  ist  gleich  hier  nochmals  zu  bemerken, 
dass  oben  bei  1)  über  die  Brechungswinkel  ß  gar  keine  Voraussetzung 
gemacht  ist,  und  diese  Voraussetzung  ist  hier  zunächst  durchaus  fest- 
zuhalten Es  ändert  z.  B.  an  allem  Folgenden  nichts ,  ob  Seiten  des 
Zugs  sich  durchschneiden  oder  nicht.  Praktisch  wichtig  sind  aller- 
dings wie  sich  in  der  Geodäsie  später  zeigen  wird,  besonders  Züge, 
deren  ß  uiuht  Behr  viel  von  ISO''  abweichen,  ziemlich  „gestreckte" 
Zage  Wenn  alle  ß  nahe  bei  180"  sind,  so  ändern  sich  die  a  der 
aufeinanderfolgenden  s  nicht  sehr  viel:  für  einen  genau  gestreckten 
Zug  (alle  ß  =  180'')  wäre  für  alle  Seiten  der  Richtungswinkel  der- 
selbe; es  ist  dies  nicht  von  praktischer  Bedeutung,  aber  als  anschau- 
liche Erläuterung  für  die  folgenden  Gleichungen  (1)  zu  erwähnen. 

5)  Anfjcabe.  Von  einem  polygonalen  Zug  (0),  (1), 
(2),....{w)  sind  gegeben  alle  Seiten  Sj,  s^ s,  und  alle  Po- 
lygonwinkel ß-^,   ß^ ^.-i;    ferner  die    Coordinaten    («o,  j/o) 

des  Anfangspunkts  (0)  und  der  Richtungswinkel  «i  der  ersten 
Seite  Sj.  Gesucht  sind  die  Coordinaten  sämtlicher  übrigen 
Eckpunkte  (1),  (2),  (3), . . .  («). 

1)  Bestimmung  der  Riclitungswinkel  der  Seiten  3^,s^,..s,. 
Der  Richtgsw.  der  Strecke  von  (r— 1)  nach  (r)  ist  u„  also  nach  §  36, 3)  (1) : 
„    (r)nach(r— 1)        «^±1800. 

In  dei  Ecke  [i )  gelangt  man  nun  aus  der  Richtung  von  {r)  nach 
(r — 1)  in  die  Richtung  von  {>)  nach  (r-t-l)  gemäss  der  Definition 
von  ßr  eben  durch  positive  Drehung  um  den  Polygonwinkel  ßr,  somit 
ist  nach  §  36,  2,  (2)  allgemein 

„  ^1  =  «,  +  1800  +  ß^. 

Man  fandet  demnach  die  einzelnen  Richtungswinkel  rekur- 
rierend aut  den  Glmhantj-'n 
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"2  ==  «1 

+  180O  +  ft 

«5  =  «2 

+  1800  +  ß^ 

n=  's 

±  181"  -^  /'s 

(1) 

\    ,!,=    (   _,    Tl    180     +  ß 

Diese  Gleichungen  «md  ein  für  allpmal  mit  und  ohne  Figur  klar 
zu  machen  und  zu  merken  Dab  obere  oäer  untpre  Vorzeichen  bei  ISO"* 
darf  man  ganz  nach  Willkür  nehmen  denn  man  erhalt  mit  d  m  einen 
oder  andern  zwei  Winkel  die  &ich  um  3b0"  d  h  fui  uns  nicht  unter- 
scheiden Man  hat  das  eine  ider  andeie  Zeichen  deiart  ^q  wihleTi, 
dass  alle  «  zwischen  C  und  SbO"  zu  liegen  kommen  Nur  weglassen 
darf  mau  die  180°  Veränderung  belbstveratdudiich  nirgends  wie  man 
am  einfachsten  an  dem  am  fechlusi  von  1  acgedeuteton  Fall  des  vullig 
gerade  gestreckten  Zu^s    ter  lauter  gleiche  a  liefein  musb    übersieht. 

2)  Bestimmung  dei  Cooidmaten  i  r  Ecken  (1)    (2)        (n). 
Nachdem  gemäss  (1)  die  Eichtun gswmkel  berechnet  amd    liefert 

nnnmehr  die  eiste  Grundaufgabe  §  37    2)  unmittelbar  die  zur  rekur- 
rierenden Bestimmung  der  Courdinaten  dienenden  Gleichungen: 

speziell  ist  also 

Ix^=sco     +  «1 .  cos  «1  ;/i  ^'j/ti     +  Si .  »in  a,  I 

.•»s  =  asj     +  sg .  cos  «3  V3  =  Vi     +  "8  ■  «*»*  «Ä  ! 

9!,  —  «;„_i  +  s, .  coe  IX,  y,  =  y^^\  •+■  s„ .  sin  «„.) 

3)  Ausführung  der  Reclinung.  Die  Ausrechnung  des  Zugs  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  geschieht  selbstverständlich  mit  Benütz- 
ung eines  Schemas.  Sehr  zweckmässig  ist  das  folgende  Bawr  sehe  Schema  82), 
In  der  ersten  Spalte  steht  ausser  der  Nummer  der  Ecke  je  die  Seite, 
deren  Indes  diese  Nummer  ist,  d.  h.  also  die  Seite,  die  in  dieser  Ecke 
endigt;  die  zweite  Spalte  enthält  Eichtungs-  und  Poljgonwinkel; 
in  der  dritten  und  vierten  Spalte  werden,  mit  Benützung  der  «  in  der 
zweiten,  gebildet  die  Logarithmen  von  SrCosa,  und  von  Srsinur  {Projek- 
tion der  Zugseiten  auf  die  Coordinatenaxenrichtungen  mit  den  ihnen  zu- 
kommenden Vorzeichen)  m  der  fünften  und  sechsten  endlieh  werden  die 
Zahlen  zu  diesen  Logarithmin  aufgeschlagen  und  mit  ihrer  Hilfe  gebildet 
av  nnd  j/r-    Die  Berechnung  geschieht  also  in  folgender  Weise: 

1)  Ausrechnung  der  a  nach  (1);  es  sind  je  die  beiden  Winkel,  die 
zwischen  zwei  Horizontallmien  stehen,  zu  addieren  und  es  ist  die 
Summe  um  1800  zn  -verindern,  um  den  Richtungswinkel  der  fol- 
genden Seite  zu  erhalten. 
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§  40.    Der  polygonale  Zng,    Berechnmig.  379' 

2)  Anbvingung  der  Zeiohon  n  (und  X)  bei  hgcosa  und  logsina 
(und  dazwischen]  und  der  Kennziffern  der  log  s;  ÄnsfüJlung 
yanJogeosa  Tind  logsina  und  von  loga,  wobei  am  besten  die  Loga- 
rithmen in  der  Eeihenfolge  in  das  Schema  eingeaefat  werden,  in 
der  sie  sich  in  der  Logarithmen- Tafel  finden. 

8)  Bildung  der  (0(7  (s.cosaj  wad.  log  (s . sin a),  nachdem  ebenfalls  alle 
Vorzeichen  eingesetzt  sind. 

4)  Aufschlagen  der  Zahlen  zu  diesen  Logarithmen  nach  Ein- 
setzen der  Yorzeichen. 

5)  Bildung  der  x  und  y  nach  (2)  durch  Addition  der  beiden  zwischen 
zwei  Horizo  tile      tehe  den  Zahle 
NmtlhdkiiteE         t  II      7!  A 

füll      g  pltwiih  BlfU  ht  P  t 

I  1 1  d     A    fül  f  1      d 

Eh        gl!  iVBh  d  dd  11    (J 

DesSm  hlmlBhgd  1     Igfülrt     t 

m  1    If    1  180      bg     h         h  t  mm      m  t  i  m  U  f      h  d 

(     —     )     d         d     i    Add  t         II      t.1     h    g      (1)      hält  m        w 
fbdSct  geg  gg  gg 

gl  bt        d  h  t  1    k  ht  b  g  hl  bt  f  hts 

{ß  +      +       +ß     )      tsteht  11  ht  b 

b        g         Z  hl       1   180     (d     180  d  1  1  11 

mTl      td       /i       -j-  Tl      td       Zh      — 

h  ) 

3)         —      =  ^  -^  ■i  +      + ,    )  —  A    180      (1.  g         Z  hl) 

=  ff 
h)  \  Ol  Beiechnung  dei  a,  und  y  bilde  man  die  tsummen  der  {»  tos  «} 
u  d  dei  (8  s  a)  &p  danp  nach  Ausrechnung  der  x  u  id  y  uheieinst  mmen 
müssen  mit  dem  Äbscissen  und  Ordinatenunterschied  der  Ecke  1»)  und  (0) 
denn  ga  ü  auf  demselben  Weg  wie  bei  al  eil  alt  n  ai  duroJ  Add  t  on  aller 
Gleichungen  (2)  m  t  Wegla'sung  der  auf  beiden  Se  ten  TOiko  nmenden 
Gl  Olsen 

(4)  2(8  cos«  =  r  —(.0  I  -(s  am  t)^j  —j 
Der  in  (4)  ausgesprochene  Sata  lautet  so:  Die  algebraische- 
Summe  der  Projektionen  der  Seiten  eines  zwischen  dem  Punkt 
(0)  und  dem  Punkt  (w)  verlaufenden  polygonalen  Zugs  auf  irgend 
eine  Gerade  (z.  B.  die  Richtung  der  a^-Aie,  die  ja  aber  vflllig  beliebig 
ist),  ist  von  der  Form  des  Zugs  ganz  unabhängig.  Man  beachte, 
dass  den  Projektionen,  wie  immer,  Vorzeichen  zukommen,  deshalb  also 
algebraische  Summe);  oder:  die  algebraische  Summe  der  Projek- 
tionen  der  Seiten  irgend  eines  Zugs  zwischen  den  Punkten  (0) 

und  (h)  auf  diej^'^M  ist    stets,    wie    auch    der    Zug    verlaufen 
mag,  gleich  P"  "^"i.     Dieser   Satz   ist   zur    Auflösung    vieler  Aufgaben 
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.380  §  ^'^'     rjur  polygunale  Zug.     Bereolmung. 

im  rechtwinkligen  Coordinatensystem  wäcbtig:  tuaii  wende  ihn  z.B.  an  auf 
die  poljgonomctrisohe  Aufgabe  am  SoMüss  von  §  39,  1). 

3)  Erstes  Beispiel.  In  dem  polygonalen  Zug  (0),  (1),  (2), 
(3),  (4),  (5)  seien  gemesseni  die  Winkel: 
,3j  (in  der  Ecke  (1)  zwischen  (0)  links  Tind  (2)  rechts)  ^  1850  29'  10" 
|3a  (.  .  .  (2)  .  (1)  .  ,  {3J  ,  )=  4S°  2' 38" 
^B  (.  -  -  (3)  .  (2)  ,  .  (4)  ,  )- 2250  21' 26" 
ßii.    ,       -      (4)        ,  (3)     .        „     (5)      ,     )  =  1970  53'    5". 

ferner  die  Seiten; 

[  Sj  (Strecke  zwischen  (0)  und  (1))  ■■=    75,24 
■s»  (     -  -        (1)    ,    (3))=  110,89 

53  (      „  .         (2)     ,     (3))  =    94,28 

1   S4  I      -  -         O)  l-iti  =  16    0 

I   ^  (      ,  -         (4)  (  ))  - 100  38 

Mi,n  zeii-hne  aich  mit  Zeichen  hall  >k  reis  u  d  M  t  b  d  n  Zng  n  m 
bestimmten  Mass^tab  (z  B  1  20U0,  100  md  m  nnLnn 
daigestellt  durch  5  cm)  auf,  in  dei  Eck  (  )  ist  n  b  ad  selafe 
Knickung:  äes  Zugs  (Polygon Winkel  nu    43  ) 

Sodaon  soU  aber  der  Zug  beie  hntwdndaCl  1  gn 
(1)  und  (2)  gemäss,  und  zwar  sollen  z  F  tl  g  ng  d  Zug  n  n  m 
Coordinatensystem,  in  dem  eben  dioC  i  te  d  Ekngfndn 
werden  sollen   weiter  gegeben  sein 

Coordmaten  de»  Anfan  p  It  ()  d  Zugs 
^0  =  —  22545,33,  yo  =  +  17899,45  (i  mit  1  t  n  l  Auf  g  pttnkt 
fest  and  der  in  sich  vollständig  gegeb  nZ  [d  \fh  gl 
könnte  um  jenen  Anfangspunkt  noch  blbg  Ihtwln  mus 
also  noch  die  Richtung  einer  Seite  imC     dntnyt  gl>ii      d 

nämlich)  endlich: 

Richtungswinkel  der  ersten  Zugseite,  R.-W.  ((0)  (1)) 
==  «1  =  211°  14'  18"  (Man  zeichne  sich  mchtrSglich  nach  diesen  An- 
gaben zwei  Parallelen  zu  +  a:-  und  +  w,  i  B  j/^ -1-17  500  und 
x  =  —  22  500  zu  der  Zugfkizze  hinzu) 

Gesucht  sind  die  Coordmaten  der  Ecken  (1),  (2),  (3),  (4),  (5) 
m  diesem  System,  in  dem  der  Zug  nun  testhegt  Die  hier  folgende 
Rechnung  wird  nach  all  dem  Vorhergehenden  keiner  weitern  Erklärung 
mehr  bedürfen  die  gegebenen  Zahlen  ^md  fett  gedruckt  (Zug- 
seiten und  Blechungswinkel,  ddzu,  mit  etwas  andern  Ziffern,  die  Coor- 
dmaten von  (0)  und  der  Eichtungswinkel  von  \'),  die  gefuadenen  Coor- 
dmaten sind  unterstrichen  (sie  -tehen  fui  jeden  Punkt  neben  ein- 
andei  unt-n  in  dem  dem  Punkt  „ugewiesenen  Horizontalfach). 
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§  40.     Der  polygonale  Zug.     Berechnung-.  $81 

Beispiel   1: 


Ecke  (r) 
Seite  sr 

ßr 

■'E 

^^h'r  Sinai 

..e„a. 

s,  sin  «, 
3/^ 

(0) 

- 

- 

__ 

—  22545,33 

+  17699,45 

(l) 
75,34 

211014' 13" 
185  29  10 

9.93  198n 
1.87  645 
9.71  482« 

1.80  843n 
1.59  127« 

—  64,33 

—  22609,66 

-   39,02 
+  17860,43 

(2) 
110,89 

216  43  23 
48  2  38 

9.90  392« 
2.04  489 
9.77  667  n 

1,94  881« 
1.82  156« 

—  88,88 

—  22698,54 

-   66,31 
+  17794,12 

(3) 
94,28 

79  46  1 
325  21  25 

9.24  957 
1,97  44a 
9.99  304 

1.22  S99 
1.96  746 

+   16,75 
-  22681,79 

+   92,78 
+  17886,90 

156,20 

155  7  26 
197  58  5 

9.95  772n 
3,19  368X 
9,62  393 

2.15  140« 
1.81  761 

-  141,71 

—  23823,50 

+   65,71 
+ 17953,61 

(5) 
100,38 

173  0  31 

9,99  676« 
2.0Ü  164X 
9.08  536 

1.99  840.1 
1.08  700 

—  99,63 

-  22923,13 

+   12,22 
+  17964,83 

-+  e 


Ü  Ann     tnn^en      1)  D  tel     d        f   h    A  f^ube     t  fü    d 

prakti     tTngmt      (b       Gda)  dtlhWlits 

keit,  da       hjdLgplAfh      wdkhit         m       d       h      h 
zatlre     1     E      p     1        Uggl    fl  lit  w    d         M      bdl       Ibt 

Zahlenb     p  1        t  g       b  1  b  g     ZU 
iflt  es  empf  hl  n  w    t         h  l      F  g 

und  erst  na  h  Ä    fQl       g  d     B       h 


1 


f 


1      g  n  g     E    h    üb     g 

bh  g  g       h  It 

r  f    t             Tragt 

h  It  K     t    l     I 

f  Igte  Zw    k     g      gt 


d  W    k  ]     (    t  d  m  Z 
t   1    g     [e 


t]J 


Eechnung  d        &   t    1     g        (fO     d 

MiHim  t     p  p  m  A  ft         ) 

D      (    1  rf )  A  tt   g  Z 

der  Eck        t  d  m  4  ft    g  h  S  t 

halbkre    od       Ib  t  m  t  S  hn        d    T 
selbstverständlich    bedeutend  tberlegen,    besonders   m   Beziehung   auf 
Fehlerfortpflanzung. 

Bei  einiger  Rechenübung  wähle  man  dann  auch  besondere  Fälle, 
z.  B.  alle  Poljgonwinkel  nahe  bei  180»  (die  et  dann  nicht  sehr  Tiel  Ton  einander 
■verschieden);  ferner  ein  aoicher  nahezu  gerade  gestreckter  Zug  annähernd  in 
der  Eichtung  einer  der  Äsen;  u.  s.  w, 

2)  Darüber,  wie  in  der  praktischen  Poljgonometrie  der  Richtung,s- 
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382  §  40.     Der  polygonale  Zug.    Anmerlrangen. 

Winkel  der  ersten  Seite  zu  Stand  kommt,  ist  wenigstens  noch  eine  Andeutung 
zu  machen ;  der  Anfangspunkt  des  Zugs  ist  hier  ein  trigonometrischer  Punkt 
A,  dessen  Coordinaten  also  in  dem  Coordinatensjstem ,  in  dem  der  Zug  fest- 
gelegt werden  soll,  gegeben  sind  {vgl.  §  34,  S.  324  u.  s.  f.).  In  diesem  An- 
fangspunkt A  =  (0)  des  Zugs  wird  nun  hier  auch  ein  ,Polygonwinkel"  ge- 
messen, nämlich  Zwischen  dem  Punkt  B  (mit  ebenfalls  gegebenen  Coordinaten) 
links  und  dem  ersten  Poljgonpunkt  (1)  lechtsj  ist  dieser  Wijikel  ßo,  so  ist 

also   «1  =  (Jif)  +  ^o       wo  (iB)  aus    tgtAB)-  ^"-—M^  zi  bestimmen  =t 

so  kommt  min  al     zun  Bithtungswiikcl  der  ei  teil  Seite 

3)  In  der  praktischen  Potjgonometne  «ind  übrigens  ni^ht  nur  he 
Coorlinaten  les  4nfangi[unkts  des  Zugs  im  Coordinatensjstem  fest  gegebei 
sondern  luch  ebenso  lie  les  Bndpunkts  dsr  Zug  der  zwischen  die-,e  beidtn 
festen  Punkte  hineinzulegen  ist  ist  fempr  durch  Messen  eine'  ^Abschlns' 
Winkels"  Pclygon  Mnkel  im  Endpunkt)  'inz  in  dersellen  Alt  „angebunden* 
wie  oben  m  2)  fdr  den  Anfangspunkt  ang  deutet  ist  Die  Gleichungen  |3j  und 
(4)  der  letzten  Nummer  haben  damit  nicht  mehr  nur  die  Bedeutung  emtacher 
Bechenprobeu  sondern  zugleich  v  n  Measungspioben  indem  die  Beträge 
(«  — «ij  ebenso  {j!,  —  x-))  unl  (j/„  —  j/ßl  hiei  zum  Voiau'J  unveränderlich  ge 
geben  sinl  (vgl  den  Satz  nach  Ul  |4|)  indessen  gehört  die  jAusgleichnng' 
der  sich  zeigenien  „Widerspruche"  bei  diesem  ,an  "  oder  ,ein gebundenen' 
Zug  nicht  hl  her  sondern  in  die  Geodäsie  ^  Man  überlege  auch  folgendes 
^enn  Pine  Seite  grob  filsch  gemes'.en  wird  m  welcher  Art  wird  dadurch 
der  aui  he  Fehlerseite  folgende  Zugteil  anrichtig''  Wenn  ein  Winkel  einen 
graben  Dehler  hat  wie  wirkt  dies  luf  den  jenseits  dei  Fehleietke  1  egenden 
Teil  des  Zuges  '  (Zunächst  ausserhilb  des  Cooidinatensvstems  dann  m  t 
BenatzuHo'  von  Co  rhiiateni 

4)  Pnr  viele  Zwecke  der  Pul^^onometiic  besonders  wenn  he  bere  1 
neten  Cow  liniten  nur  lazu  dienen  sollei  den  Z  g  möglichst  genu  zu. 
Papier  bringen  au  können,  hat  man  aber  die  Wihl  der  Lage  des  Coor- 
dinatensystems  ganz  frei  Man  wird  in  diewm  Fall  selbstverständlich 
Nullpnnkt  und  3>Axe  möglichst  bequem  annehmen,  jene  in  den  Anfangspunkt, 
diese  in  die  erste  Seite  oder  ähnlich  legen  vgl  das  Beispiel  §  37,  S.  357 
(Triangulierung). 

5)  Pur  den  freien  (nicht  angebniidpnfin)  Zug  ist  es 
■endlich  ganz  glen,hgilt!g,  üb  die  Coordinaten  des  Anfangs- 
punkts oder  einer  andern  Ecke  und  der  Richtungswinkel  der 
ersten  Seite  oder  einer  andern  Seite  gegeben  ist;  man  hat 
nur  von  den  gegebenen  Stücken  aus  zum  Teil  rückwärts  zu 
rechnen. 

Man  behandle  selbst  folgendes  Beispiel,  in  dem  zu  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Zugs  (0),  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  (7),  (8),  (9)  gegeben 
sind:  die  Coordinaten  der  Ecke  (5);  x^  ^  +  3275,64,  ^/^  =  +  2686,06 
■und   der    Richtungswinkel    der    Seite  Sg    (zwischen  den    Punkten   (2) 
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und  (3)),  nämlich  ug  =  Ibl^iV  S".    Das 
hier  sogleich  neben  die  Daten  gesetzt: 


=  245,U 
ä  =  75i,00 


Ergebnis  der  Rechnung  ist 


ß^  = 

19°  14' 42" 

f{,= 

266   &1  24 

ß.= 

0     0    0 

ßA-- 

279     3    9 

ß^- 

191   60  39 

ßn- 

151   »5  54 

ßi  = 

266     «  64 

ff«  = 

78   44  45 

"»  = 

-157041'    3" 

(3'S  = 

=  +  3275.64 

1^5- 

+  2686,56 

Sg  =  375,70 
«4  =  473,70 
«5  =  200,17 
«a  -  259,45 
s^  =  207,79 
sg  =  424,40 


Man  flndet;    «i 

^  9320  34'  57" 

^    450  22' 24" 

cCfl  =  3053.72 

yo  =  2006,85 

xx  =  2904,79 

yi  =  1812,18 

iCg  =  3189,95 

3/2  =  2528,57 

313  =  2792.38 

^3  =  2671.22 

«4  =  3229,68 

jf4  =  2491,73 

xg  =  3289.07 

j,8  =  2945.94 

a;,  -  S384,35 

y,  ^  3126,81 

Xft  =  3029.98 

^8  =  3360,26 

%  =  3174,85 

ä/9  =  3607,09 

Was  bedeutet  ji^ä  =  0  ?  Aach  für  Züge,  die  nach  5)  darch  die  Coor- 
■dinaten  einer  beliebigen  Ecke  und  den  iüchtungawinliel  einer  beliebigen 
Seite  im  Coordinatensystom  festliegen,  rechne  niaü    zur  Übung  zahlreiche 


§  41.     Das  geschlossene  Polygon,  Allgemeines, 

1)  Hinleitang.  Es  ist  schon  angegeben,  dass  für  die  pral;- 
tisohe  Polygonometrie  in  der  Geodäsie  das  geschlossene  Poljg'on  im 
Vergleich  mit  dem  polygonalen  Zug  (§  40)  nnr  eine  untergeordnete  Eolle 
spielt.  Gleichwohl  mnss  hier  die  Eechnung  beliebiger  Polygone  gelebrt 
werden  als  Fortsetzung  der  Eechnung  der  Dreiecke  und  Vierecke. 

Lääst  man  in  dem  polygonalen  Zug  des  vorigen  g  40  die  Ecke  (w) 
mit  der  Ecke  (0)  ausammen fallen ,  so  entsteht  ein  geschlossenes 
Polygon  («-Eck);  die  Seiten  können  sich,  der  Definition  unseres  Zi^ 
.gemäss,  beliebig  schneiden.  Es  entsteht  in  der  Ecke  (n)  (=(0);doch 
soll  jetzt  (0)  ztt  Gunsten  von  (n)  ganz  wegbleiben)  der  Polygonwinkel 
■ß„ ,  am  den  in  («)  die  Richtung  nacli  {«  —  1)  im  Uhrzeigersinn  gedreht 
werden  muss ,  bis  sie  mit  der  nach  (1)  zusammenfäJlt ;  auf  die  Seite 
<w  — l){w)=.s„  folgt  die  Seite  («)  (1)  :--=  Sj. 

3)  Satz.  Pur  die  Cooidinaten  der  Ecken  findet  man  nach  dem 
vorigen  § : 


Xi 

=  ai. 

+  Si 

cos«! 

y\ 

=  y^ 

H-Si 

siM«i 

Xa 

=  ati 

+  sa 

CM  «2 

y2 

--^vi 

+  sa      . 

X.- 

=^x„. 

,  +  s.., 

WS«.-, 

y>:^ 

=  y.- 

.  +  *,-, 

sina,... 

x„ 

=  x«. 

1  +  S„ 

cosir,, 

y~ 

^j/i. 

,-1-s. 

stn  «.,. 
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§  4L    Das  geschlossene  Polygon.    Allgemei! 


ir   Seiten    eines 
.stNnll  (vgl.  den 


Hieraias  ergeben  sich  durch  Addition  die  zwei  Gleichungen ; 

(1)  h: 

f  Z(sr.sinar)  =^  si  sin  a-j  +  Äasin«o  +. . .+  s,  sina,  =  0  i,  in  Worten: 

Die    algebraische   Summe    der  Projektionen 
geschlossenen  Polygons  auf  eine  beliebigeAn 
Satz  am  Schluss  von  2,  des  vorigen  §). 

3)  IVinkelsiiinnie.  Der  Sat^  der  Planimetrie,  dass  die  Summe 
der  Poljgonwiiikel  im  «-Bct  gleich  ist  (m  — 2).180o,  ist  bei  nnsrer  all- 
gemeinen und  auch  hier  festzuhaltenden  Definition  des  Polygon  winkeis,  der- 
zufolge  ein  Polygonwiniel  nicht  notwendig  der  Innenwinkel  des  Pol3'gons 
zu  sein  braucht,  nicht  mehr  stets  zutreffend.  Es  sei  ein  Vieleck  mit  beliebigen 
ingenden  Ecken  gegeben,  z,  B.  das  Seohsock  Fig.  125;  man  er- 


hält hier  als  Polygonwinkel  die  Innenwinkel  des  Sechsecks  oder  deren 
Implemente,  je  nachdetp  man  die  Numerierung  |  entgegengesetzt  j 
dem  Ohrzeigersinn  gehen  lässt.  Jedenfalls  ist  also  darauf  zu  achten,  ob' 
man  bei  der  hier  festzuhaltenden  allgemein  giltigen  Rechnung  die  Innen- 
winkel des  Polygons  oder  ihre  Implemente  für  die  ß  zu  nehmen  hat.  Wentt 
das  erste  zutreffen  soll,  so  muss  die  Eeken-Numerierang  gegen  den  Uhr- 
zeigersinn gemacht  werden. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Seiten  des  Polygons   sich  nicht 
schneiden,  die  sonst,  wie  oben  mehrfach  bemerkt,  nicht  nOtig  ist,  erhält  maa 
für  das  geschlossene  w-Bek,  wenn  die  Ecken  numeriert  sind 
entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinn  1  mit  dem  Uhrzeigersinn 

die  Summe  der  Polygonwinkel  gleich 
(2)  [ra  —  2)  1800  I  (n  -i-  2)  180».  (2> 

Allgemeiner  Ansdruok  fQr  die  Summe  der  Polygon winkel. 
Es  ist  «2  =  «1     ±  1800  +  ßj 

cs  =  «t     ±180" +  ^2 

««  =  «„-1  +  l80i>  +  (3„-i 

«j  =  ß„     +  1800  +  ß„.  also  durch  Addition 
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!?  41      Di^  f,e;!i'hlo  bene  Polygou.     Aufzählung  der  Aufgaben.     385 

odei    wenn  ;   eini,  a'ewis'e  gan  ze  Zahl  bedeutet: 
(J)  Sß^{2p  —  «}1SQ1. 

bind  die  Ecken  des  Polygons  in  dem  dem  eben  angenommenen 
eiitge,pnge'«'tzten  Drehungamn  numeriert,  and  sind  ß'i,  jS'3.,..(3'„  die 
neuen  Polygonwinkel   so  ist  [ygl.  Pig.  125) 

ß'j  =  3600  _  ßj     ;    ß'^  =  3600  __  ^2 ,  somit 

i:ß'  =  n.  3600  —  Il'ß  =  M . S600  -  (2 j)  —  n)  ISO»  oder 
(4)         ^i?' =  (Sii— 2j))  1800,  wo  p  eine  gewisse  ganze  Zahl  tsedeutet. 
Die   beiden    gefundenen   Gl.    stimmen    mit  der  bekannten  planimetrischen 
Gleichung  flherein  bei  (3)  mit  p  =  n —  1  und  bei  (4)  mit  p  ~  n+  1. 

4)  Aafieählaiig:  der  Aufgaben  über  Bevechnunjc 
eines  beliebigen  n-£ek8.  Von  den  2n  Seiten  und  Winkeln  eines 
geschlossenen  Polygons  sind  {2ji —  3)  unabhängige  Stücke  zur  Be- 
stimmung des  Polygons  erforderlich,  die  ührigen  drei  ksaen  sich  aus  ihnen 
berechnen;  die  drei  fehlenden  Stücke  können  nicht  3  Seiten  sein,  denn 
es  mUssten  bei  (n  —  'A)  gegebenen  Seiten  alle  «Winkel  gegeben  sein,  um 
die  (2 «  —  3)  erforderlichen  Stücke  zu  haben.  Die  «Winkel  sind  aber  nicht 
unabhängig  von  einander,  sondern  durch  die  Gleichung  (3)  oder  (4)  ver- 
bunden, es  sind  hOchsteiis  (n  —  1)  Winkel  unabhängig  Ton  einander;  also 
können  höchstens  zwei  Seiten  gesucht  sein  (dann  also  Ein  Winkel,  der 
sich  aber  unmittelbar  ans  (3)  oder  (4)  ergiebt);  oder  es  können  Eine 
Seite  und  zwei  Winkel  gesucht  sein ;  oder  es  können  (keine  Seite)  und  drei 
Winkel  gesucht  sein ,  d.  h.  man  hat  folgende  drei  Falle  zu  unterscheiden. 
Gesucht  sind; 

I.  awel  Seiten  und  ein  Winke!  (gegeben  (b— 2)  Seiten,  («—1)  Winkel), 
II.  eine  Seite  nnri  Kwel  Winkel  (  ,  (n— 1)  ,  («—2)  ,  ), 
ni    drei  flinkel  (kpine  Spite    gegeben  n  Seiten    (w  —  i)  T\  mkel) 

Die  Änorlninj,  1er  Fälle  entepri  ht  genau  den  Fallen  I  II  IH  bei 
der  A.uf lus  mg  de    Dreiecks  (als  de*"  einfachsten  Polygons)  in  %  '4 

In  iei  praktischen  Polygonometne  (m  der  Geodäsie)  sind  me  st  wieder 
mehr  Stöcke  eines  Polygons  al=  [2ra  —  3)  gemessen  wodur  h  Messungs 
piohen  (Ausgleichui^sanf gaben)  entstehen  doch  bleiben  sol  he  Falle  hier 
wieder  we?  (Tgl   &  40  4    ')] 

Die  vorstehenden  drei  Aufgaben  sii  d  yerschieden  zu  beb^ndpln  j 
nachdem  die  gesuchten  Stücke  „vereinigt"  oler  „getrennt'  lieget  Im  fol 
genden  %  werden  je  nur  die  einfachsten  Falle  der  diei  A  ifgal  en  bei  an  lelt 
alle  ührigen  die  durch  nicht  verein^te  Lage  lei  gesuchten  Stücke  ent 
stehen  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Diagonalen  auf  sie  zurüi-kfuhren  odi.r  werden 
duich  Zeilegung  les  Poljgons  m  Dreiecke  aufgelöst 
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386      §  42.    Berechnung  des  geschlossenen  Polygons.     Erster  Fall. 

§  42.    BerechUBng  der  drei  Aufgaben  über  das  geschlossene 
Polygon,  «ä) 

1)  Erste  Aafjgabe.  Von  einom  Polygon  sind  gegeben 
alle  Seiten  bis  auf  zwei  und  alle  Winkel  bis  auf  einen;  die 
fehlenden  Stücke  zu  berechnen, 

Annahme  (vereinigte  Lage  der  fehlenden  Stücke):  Die  beiden  ge- 
suchten Seiten  stossen  zusammen  und  schliessen  den  gesuchten  Winkel 

Die  zuletzt  gemachte  Annahme  ist  übrigens  nicht  notwendig ;  denn  der 
fehlende  Wmkel  ergiobt  sich  sofort  aus  Gl.  (3)  oder  (4)  in  §  41 ;  übrigens  führt 
auch  die  snccessive  Beelinung  der  Richtungswinkel  iuf  ihn  bei  beliebiger  Lig( 

Man  wähle  [es  wird  absichtlich  keine  Figui  beigegeben  die  man  bic 
erst  am  Schluss  entwerfen  müge)  die  BezifEemng  dei  Ecken  ^o  dass  die  gt 
suchten  Seiten  die  Bezeichnungen  s,_i  und  s,  eihalten  dei  gesuchte  Winke] 
ist  dann  also  ß„^i  Die  Coordinaten  von  (n)  uni  dei  Eiohtungswinkel  «j 
seien  entweder  gegeben  odei  bpliebig  zu  wählen ,  im  letzten  Pill  am  ein 
fachsten  x,  —  y^  =  0  «i  =  0,  d  h  der  Punkt  (n)  ist  Cooidinaten  Ursprung 
und  die  -t-iC-Ase  hegt  m  der  Eiehtung  (»)(i)  Hieraus  lassen  sich  nvin 
die  Coordinaten  bis  anr  Ecke  (h  — 2),  nämlich  ('■j,  yi),  (x^,  (/j) 
{x,-s,  ^.-2)  berechnen  der  letzte  verwendete  Richtungswinkel  ist  «„  Dei 
fehlende  Winkel  ß^-i  findet  sich  ans 

1 «,  =  Oa-i  ±  1800 -I- ö"-' .   «ub-'i  n,  selb-t  zu   bestimmen  ist  aus 
'■'■>    1  «1  =  «„     +  180»  +  ß„. 
Die  beiden  Gleichungen : 


Berechnet  man  nnn  d  ui 
Ä.  — -);»-£=  deosS 

'■^^  'g^-^Itll  ■  '^^"^^^^  =  "" ;;/;-'' 

so  dass  d  und  B  Länge  und  Richtungswinkel  der  Diagonale  («^2)(m) 
sind,  so  erhält  man  die  zwei  fehlenden  bciten  s.  1  und  i„,  wenn  man  aus 
{•)  das  ememal  t,,  das  anderemal  a„_i  eliminiert,  es  wird 

(3)     •■<=<•   ^^^\^      "ä     '■-■'   Z(f~t."'! 
Diese  zwei  Gleichungen  sind  nichts  andres  als  der  Sinus  Sata,   angewandt 
auf  das  Dreieck  (n  —  2)  (n  —  1)  \m) 

Setzt  man  mit  den  gefundenen  Werten  die  Berechnung  des  polvgo- 
nalen  Zuge  ffrt  so  müssen  fnr  fr„,  y„]  die  gegebenen  oder  angenommenen 
Werte  erhalten  werden,  womit  eine  Eeihnungsprobe  entsteht 

.,  I  die  Coordinaten  1  i  Ecke  (     ,  f   1         rl 

1  der  Eiehtungswinkel  (  1  Seite  I 

g^ebensind,  ändert  wieder  an  der  Berei,hnungnKht3  igl  das  folgende  Beispiel. 
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^  42.    Berecliiiung-  des  gescilossonen  Polygons.    Erster  Fall.      387 


»1  = 

«3  = 

!88,9« 
,73,04 
IM,92 

-614.734 
-394,504 

ß,  =  235047' 50" 
ß^  =  263  18    5 
^8  =  2i7  28  46 
^4  -  U2  17    5 
ßö  -  254  48  11 
!   «a  =  165    5  50 

ddnS 
dcosö 

2.31  825 
0.02  300 
2.79  414 

208,090 
622,501 

E:: 

ig 

d 

'S  sin  («fi  — «sJ 

9.52  411 
2.81  714 
0.39  786 

ö=  IE 
«5=245 

99  49 
29  1 
4  46 

Ausner 

j(  erhalt  man  die  Bebenstebsnde 

sin  {«6  —  IS) 
:  sin  («a  —  «5) 
sin  [ö  —  «5) 

9.64  205 
3.21  500 
9.88  166 

as—S=  2e 
ö— «6  =130 

0  48 
24  15 

und  dHC 

K6-«5  =156 
(Probe 

26    8 

Recbnuii 

^5 

2.85  705 

H 

3.09  666 

Ecke. 

ß 

H2: 

h:-: 

.,„a 

^J 

(6) 

(1) 
718.6i 

(2) 
3ä8.96 

+  312,996 

—  482,607 

n9"18'    0" 
325  47  ÖO 

9.68  965« 
2.85  651  X 
9.94  055 

2.54  616  m 
2.79  706 

—  351,692 

—  39,396 

-1-  626,700 
+  144,093 

*) 

165     5  50 
268  18    5 

9.98  514» 
2.58  015  X 
9.41  024 

2.51529« 
1.94  039 

~  827,562 
-  366,958 

-t-    87,174 
+  231,267 

(3) 
673,04 

248  23  55 
247  23  46 

9.56  602« 
2.83  804 
9.96  838« 

2.89  406« 
2.79  643« 

—  247,776 
-614,734 

—  635,771 
-394,504 

(4) 
424,82 

315  47  41 
112  17    5 

9.85  543 
2.62  820  y 
9.84  838 

2.48  363 
2.47158« 

+  304,529 
—  310,205 

—  296,198 

—  690,697 

(S) 
719,531 

248    4  46 
336  25     3 

9.67  208  n 
2.85  705 
9.96  741 « 

2.42  913« 
2.82  446« 

—  268,612 

—  578,817 

-  667,514 
— 1358,211 

(6) 
1349,29 

44  29  49 
254  48  11 

9.85  326 
8.09  666 
9.84  564 

2.94  992 
2.94  230 

+  891.080 
(+  312,263) 

+  876.580 
(~  482,631) 

(!) 

119  18    0 
.(wie  oben). 

(genügend 

wie  oben), 
weite  Tor  An 

*)  I 

ie  dritte  Dez 

male  ist  nur  angesetzt,   um  die 
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388      §  42.    Berechnung  des  gesohloaaenen  Polygons.    Erster  Fall. 

Gang  der  Bechnung.    1)  Bildung  sämlliclier  Rkhtungswiiiliel  und 
des  fehlenden  Polygonwinkels  ß^. 

3)  Eereebnung  der  Coordinaten  (3:4,^4);  {iCg,  j/^),  (fl^i,  j/i).  (aig,  J/h)  ■*""' 
den  gegetenen  (^8  1/3)  aus  [(14  ^4)  Tuiwaxts    (■Hj  j/g)        rückwäi-t.] 

3]  Beieolinun^  von  ä  und  d    S5  und  s^  fSeitenrechming) 

4)  Berechnung  lon  |i     i/gl  (if  jt,)  mit  Hilte  der  ^cfui  lenen  Seiten 
zur  Probe 


Es  kann  bei  dei  vorstehenden  Äutgabe  ^oiLonin  en  daas  die  gesuchten 
Selten  olei  eine  von  ihnen  eich  negatiT  ergeben  (vgl  ilie  folgenden  Bei 
apiele)  Wenn  die  Diflerenzen  (ct.  — ö)  (ö  —  a„  1)  und  («,  —  n,  1)  alle 
dasselbe  Vorzeichen  haben  sn  ergeben  sii-h  die  Seiten  ,  und  '«  yo  itiv 
wenn  dies  muht  dei  Fall  ist  bo  erhalt  eine  Seite  oder  erhalten  beide  das 
negative  Vorzeiohtu  Wird  in  1  negativ  so  hei'st  hes  ienkt  man  sich  m 
der  Ecke  (n)  an  Sj  den  Winkel  p„  und  in  {«  —  ")  an  s.  den  Winkel  ß^-^ 
in  nchtiger  Weise  angelegt,  S)  schneidet  der  zweite  Schenkel  von  ß  die 
Eückverlangeiung  de=  aweiten  Schenkels  von  ß  o  nicht  diesen  selbst  m 
der  Ecke  (»  —  1)  Ebenso  wird  '„  negitiv  wenn  die  Rtlckverhngerung  des 
aweiten  Schenkels  von  ß  vom  aweiten  'lehenkel  von  ß„  3  in  (n~l)  ge 
schnitten  wird  werden  enllioh  beidc^  Seiten  npgatu  si  ichieidcn  sich  die 
beiden  Rüikieilangeiui  gen  der  zwMen  Schenkpl  in  (n  — 1) 


Weitei 


*) 


1)  Vie 
S2  -  5fi7,78 

■eck. 

ß2  =  279   43  11 

1^4  =  806   58  55 

Sg  =  613,94           S4  =  951,21 
ßg  =  270=  55'  40" 

^4  =  0 

ff  =  199    54   26 

17/4=0 

a,  =      0     0    0 

.•Ca  =  1056,600        j/a  =  882,638 
a^g  =    572,216         J/3  =  759,85d. 

Man  vergleiche  zu  dieser  Aufgabe  (oder  einer  der  fönenden)  auch  §  32, 
S.  318  oben,  Kreisbogenabsteokung  bei  unzugänglichem  Tangentenschnittn.  s.  f. 


»1 

2)  Fun 
=  S12,48 

eck. 

38 

W  U" 

Sp, 

-  789,21 

fe- 

67 

35  63 

% 

=  308,05  1 

h- 

100 
53 

18  43 

\^r. 

:" 

17    5 

\v. 

«i- 

0 

0    0 

^■4 


1^4  ^  280"  32'     Ü" 
ö'=    24    88    37 
log  d  =  2.58  81 45 
=  —  352,103     j/B  =  —  161,529 
-  —     6,312     )*4  =  +     8,468. 


*)  Die  bei  den  einzelnen  Fällen  der  Polygonbereehnung  beigefügten 
weitern  Beispiele  sind  vom  Verfasser  meist  sechsstellig  berechnet,  so  dass 
sich  bei  Benützung  fünfstelliger  Logarithmentafeln  häufig  kleine  Unterschiede 
in  den  Resultaten  gegenüber  von  den  angegebenen  zeigen  werden. 
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5  42.   Berechnung  des  geschlosi 


1  Polygons.     Zweiter  Fall. 


3)  See 
«1  =  2588,e 
Sa  =  2944,7 
sg  =  2432,3 
«4  =  2091,0 

liseck. 
|3i=-242''35'18" 
^2  =  144   Ift  42 
ß^  =  169   33  14 
(34  =  296  27  B2 

p6-  0 

)?/6  =  0 

«1=     0     0     0 

Sj^  —  1354,8        ^6  =  9360,8 

gä  =  254°  33'  S2" 

ö  =  205    45     1 

log  ä  =  3.95  8745 

.«4  =  8190,76        j/4  =  3950,80 

Ks  =  8927,34         ;/5  =  2813,74. 


Si=      418,7     |3,  =  259°49'    1" 
Sa  =      276,3     fta  =  218   36  24 
sg  =      607,6     /3a  =  307   17  14 
s^  -       133,8     ßt  =  148  32  58 
,,„__lSB.r,!    ^a-235   25  34 

Ss  =  S77,4S          se  =  504,25 

;S5=  280°  18'  54" 

ö  =  212    35    16 

fop  ■1  =  2.84  2165 

x^  -      457,826        1/4  -  300,675- 

tye--   73,8.    i<i  =  312  48  23 
3)  Zweite  Anfgabe.  V 

«5  =  —  105,454        jiä  =  429,927. 
011  einem  Polygon  sind  gegeben 

alle  Seitei 


und  alle  Winkel  I 


i  auf  zwei 


die 


fehlenden  Stücke  zu  berechnen. 

Annahme  (vereinigte  Lage  der  fehlenden  Stücke);  Die  beiden  ge- 
suchten Winkel  sind  die  der  fehlenden  Seite  anliegenden. 

Man  wähle  die  BesitFerung  der  Ecken  so,  dass  die  gesuchte  Seite  s„ 
wird;  die  gesuchten  Winke!  sind  dann  also  |3„-i  und  ß„. 

Sind  {a;„.  y„)  und  «i  oder  flherhaupt  die  Coordinaten  irgend  einer 
Ecke  und  der  Richtungswinkel     g  nd  "^  te  gegeben  oder  willkttrlieh 

angenommen  (im  letzten  Fall  am  nf  h  t  n  w  der  alle  drei  gleich  Null),  so 
kann  man  niittek  der  gegebenen  8tQ  ke  all  B  htungswinkel  bis  k.-i  und 
somit  die  Coordinaten  der  Ecken  b  (n  —  1)  bestimmen.    Damit  sind  die 

Coordinaten  der  Endpunkte  (n —  1)  und  (n)  de  g  suchten  Seite  bekannt  und 
somit  diese  Seite  und  ihr  Eiohta  g  w  nk  1  u     u  berechnen.    Es  ist  nämlich 


Die  beiden  gesuchten  Polygonwinkel  ergeben  sieh  sodann 

aus 

1  «.  =  «..,  + 1800  + |3,-, 
Ui  =  a.     +  1800  +  3„ 

,        f  3._i  =  «„  —  «,_, +  1800 

Beispiel.    Sechseck. 

si  =  826,08 

^1  =  252°  47'    5" 

Äfl  sin  ag 

2.09  703  M 

— 125,034 

Sa  =  257,12 

^ä  -  224   21  88 

^Z"^ 

Ss  =  221,76 

(3s  =  283   15    5 

»4  =  298,M 

1^4  =  162  37  22 

«I  =     0     0    0 

SfiCoa«e 

2.34 163 

+  219,602 

«5  =  818,98 

tgos 
Sa 

9.75  540  w 
2.40  361 

«e  -  3800  20'  37" 

((»6  =  0 

SB  =252,70 

Wa-0 

Besulta 

t:    se  =  252,70  , 

^5  =  3070  19'  88" 

Für   au.ehe..t.]iendeE.ebnws 

ffß  -  209  89  98. 
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390     §  ^^-    Berechnung  des  geschlos, 


1  Polygons.     Zweitev  Fall. 


Ecke 

ß 

\ama 

<z: 

sco^^a 

y 

(6) 

0 

0 

(1) 
336,03 

(2) 

257,12 

0° 
352 

0'  0" 
■17  5 

- 

- 

826,03 
+  326,030 

0 
+  0,000 

72 
324 

47  S 
31  3$ 

9.47  124 
2.41013 
9.98  009 

1.88137 
2.39  022 

+  76,098 
+  402,128 

+  245,594 
4-  245,594 

331.76 

117 

8  43 
1&  5 

9.65  920  n 
2.34  588  X 
9.94  9S2 

2.00  508« 
2.29  520 

—  101,177 
+  300,951 

+ 197,332 
+  442,926 

■  (4) 
S»8,M 

220 
162 

23  48 
37  23 

9.88171m 
2.47  428 
9.81 163  n 

2.85  509« 
2.28  591  n 

-  226.980 
+  73,971 

-  193,157 
+  249,769 

(5) 
818,98 

203 
30L 

1  10 
19  27 

9  96  396  n 
2,50  376 
9.59  223« 

2.46  772  ra 
2.09  599  n 

—  293,573 

—  219.602 

—  124,735 
-f-  125,034 

(6) 

330 
209 

20  37 
30  23 

(1) 

0 

0  0 

Gang  derEech 
2)  Berechnung  & 


ung.  1)  Bildung  der  RichtungswiBkel  Ton  «i  bia  «5. 
r  Coordinaten  aller  Punkt«  bis  an  (x^,  y^. 

3)  Bestimmung  von  «g und  gg  aua  j^"  ^.^ ^^  _ ^^^  ^^^  J  da x^  =j/u =0. 

4)  Berechnung  der  beiden  gesuchten  Winkel  ß-^  und  ftg. 

Weitere    Beispiele. 
1)  Viereck. 
=  889,64     ^,  =  182=  36-  51" 
=  8™'ä8  i  fe  =  108    15  33 


«3  =  212,11  I  «1  =     0     0  0 

2)  Fünfeck. 

Si  =  486,0    I  |3|  =    46°  38'  6" 

Sz  =  467,1    hSa  =  136     5  0 

s,  =  8M,2  Ua  =  38  51  0 
sj  =  482,4  I  «1  =  263  47  48 
a-,^  =  411,828.  .1/5  =  440,384^ 


Ks  =  690.207,        y^=-  —  678,561 
s^  =  967,90  a^  =  135"  29'  15" 


^i.- 

740  37' 

1" 

^4  = 

44  30 

45. 

359,556 ,   1/4  - 
S5  --=  137,82 

312 

ff,  = 

670  42' 

;i09  20 

40" 

52 

ff5  = 

16  h 

8. 
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§  42.     Berechnung  des  geschlossi 


Dritter  Fall.     391 


Si  =  402,74 

Si  =  518,48 
Sg  -  706,10 
S4  ^  692,06 

Sg--- 948.54  '  «,  =109  2B  27 


j^i  =  2«8=36'  2" 
fiä  =  297  48  aä 
j33=  78  45  29 
ßi  =  312    24  10 


a^fi 

-  375,72, 

ye  =  i'^'^.ea. 

4)  Achteck 

Ä, 

=  612,31     ;?,  =    98°  17'    2" 

^  688,24 

|Se  =    45    88  55 

Sil 

-505,08 

ßs  =  102    17  23 

=  883,52 

ßi  =  255    48  29 

«s 

=  534,20 

ßs  =    83   14  14 

Sfi 

=  594,99 
-  112,03 

ße  =  162     0    2 

»7 

«1  =     0      0    0 

I  ffij  =  +  609,945 
i  3/5  =  —  681,241 


«6  =  104"  55'  19" 
^a  =  297    54   49 


ia'j  =  546,614 
j ;,,  =  828,866 

«g  =  2360  2ö'  13" 
8,  =  29  10  7 


3>  Di-ltte  Aufgabe.  Von  einem  Polygon  sind  alle 
Stiiclce  mit  Ausnahme  dreier  Winkel  gegeben;  diese  Winkel 
zu  berechnen. 

Annahme  (vereinigte  Lage  der  Stücke):  Die  gesuchten  Polygon- 
winlfel  sollen  drei  anfeinanderfoigendc  sein. 

D     B  mff  ru  g         i  hlt     d       i      d       f  hl    d      W    k  1 

|3        ß  iß        dMttldggb  dblbg 

Cm  d     t  B  k     (         w   t       F  11   wi  d  - !/  =  1)        1    les 

Ehtgwikl  Stl  ilCdtelEk       d 

p  lyg      1       Z         [  )   (1)  (2)  [   —    )   b       h  N        b       h       ma 

widd      dÖwibed  teFlI(l)         d      tri     hg 


(1) 


(!')       tgS 


'I  —J 


-J 


Aus  den  drei  Seitei  s,_  „  flnl  d  des  iur:,h  die  drei  Ecken  («  —  2), 
{K — 1)  {n)  gebildeten  Dreiecks  berechnet  man  nun  die  Winkel  dieses  Drei- 
ecks Die'ie  Dteie  kswinkel  aeien  j„  ;  »  i  )"  ^obei  die  Indices  den 
Etken  entsprechen   also  j^ri-s  der  Gegenwinkel  von  i,,   y    ,  der  von  d,  y„  der 


Uni   hiPraUB  die  fehlenden  Richtungswinkel  v 
halten    beichte  man  znnafhat  die  iwei  Gleichungen 


die  aus  ihnen  folgenden  Gteichnngea 
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302 

Dritter  Fall. 

i     sl^di 

4-s;_ 

—  2<i 

s(ö 

-««-0 

U.=ä^ 

+  sj 

—  2d 

s(Ö 

-««) 

'     d^^sl. 

4-S= 

-l-lis,,- 

lS,CO 

s(«,- 

-«,-l) 

geben 

mit  Beiuekiiclitigung 

von  ^„. 

a  +  J-M- 

+  f" 

=  1800  und  von  cos 

—  CO. 

(f  zu  eikennen    dass 

-a»l 

- 

I  1800 +  {„ 

-«w 

=  r 

-l 

,   (den 


{■!) 


=  ISO" 

h,  \Yie  auch  stets  im  folgenden,  die  Vorzeichen  auf 

Man  erhält  demnach  immer  zwei  verschiedene 

Lagen  des  Dreiecks  (n  — 2)  (n— 1)  («)  gegen  die 

Diagonale  d  oder  (n  —  2)  («)  entsprechend,  vgl.  Fig.  126.  —  Aus  (2)  folgt  nun 

(3)     a„_i=ö  +  j',-s;  tt,  =  ö±)'„;  (t.~ß«-i= +(1800  — ^-,)      (PrDöe) 

und  damit  ergeben  sich  die  Winkel  /S„-s,  ßa-i  und  ß„  in  bekannter  Weise 

ans  den  Gleichungen 

(3.     =  «i     — «.    T 130Ö,     '  ^" ' 
wobei  fnr  jedes  ß  von  den  DoppelToiüeiclien  vor  ISO"  das  zu  nehmen  ist, 
das  ß  zwischen  0»  und  3600  lie^rt 
7  7oi!lDie  beiden  verschiedenen ^ erte  von 
,  und  {«„  — a._,)  aus  (3) 
liefern  die  beiden  Lüsnns;eii 

Dass  die  beiden  Werte  von  ß,-i 
gleich  j-a-,  und  (360f~)»-i)  smd, 
läast  sich  leicht  aus  der  Figur  ab 
lesen  (vgl,  Fig.  126);  ebenso  zeigt 
)  sich  dort  die  Zweideutigkeit  der 
Auflösung,  s.  oben. 


Beispiel. 
«1  =  826,74 
Sa  =  509,10 
SB  =  5*8,22 
s^  -  79«,06 

Füufe 
dsüi« 

k. 

2.65  382  m 
0.14  833  n 
2.64944 

—  450,633 
+  446,  U4 

ff  =  3i4'»42'41" 
fs  '=    85  19  40 " 
V,  =    52  -15  32 
y^  =    91  54  48 

S5  =  400,58 

V 

0.00  438« 
2.80  215 

85=    460,58 
«4=    796,06 
d=    634,09 

279  23    1 
"*  -  350    2  2t 

ßi=    72«  87' 11" 
ßz  =  110  12  32 

2.68  555 
2.49  315 
2.17  409 
7.02  439 

46  87  29 

2s  =  1890,73 
s=    945,37 

«1-260  43  47 

U5I      127  14  28 

j«5  =      207.18 

s  — S6=    484,79 
s~d=    311,28 
s— «.,  =    149,31 

aj      232  45  32 

2.18  859 

15  49  ^X 

*«-    ?6  29     1 
..       ,307  14  2§ 
**-U2  45  32 
„       1  34    6  1? 
^5^1217  55  54 

Aus  der  unten. 

teD'Reclinang  folgt 

9.50  304 
9.69  544 
0,01  450 

4-73=  170 39' 50" 
-i  j-^  =  26  22  45 
4-j'ä=45  57  23 

Kachnuns. 

Probt:  89  59  53 
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§  42.     Berechnung  des  gesohlos 


1  Polygons.    Dritter  Fall. 


Ecke. 
t 

ff 

%j2^ 

^<Z1 

'T 

y 

(5) 

+  207,180 

-120,130 

"  -322,470 

-  442,600 

(1) 
326.74 

260M3'4r 
72   37  11 

9.20  708  n 
2.51  420 
9.99  429  n 

1.72  128»^ 
2.50  849  « 

—   52,636 
+  154,544 

(2) 
509,10 

158   20  58 
110   12  22 

9.95  122« 
2.70  680  X 
9.65  181 

2.65  802  « 
2.35  861 

—  455,010 

-  300,466 

+  228,353 
—  214,247 

(3) 
548,2ä 

f*3   33  20 
1    IS   49  41 
1   86   19     1 

9.05  015 
2.73  8955 
9.99  724;, 

1.78  910b 
2.73  620 

+    61,532 
—  288,984 

+  544.750 
+  330,503 

(4) 
798,06 

1279    28     1 
1  350     2  21 

\   S3   4S  !)3 

j9.21  230 
9.99  341 
2.90  095  Y 
(9.99  415  n 
19.23  798  n 

(2.11  325 

(2.89  436 

(2.89  510  n 
|2.13  898  « 

j  +  129,794 
\  +  784,080 

(—109,140 
( -h  545,146 

( —  785,417 
\  — 137,700 

( -  454.914 
)  +  192.803 

(5) 
460,58 

1  46   37  29 
1222   47  53 

1   34     6  1$ 
(217   55  54 

(9.88  681 
19.86  555  « 
2.66  330 
(9.86  146 
|6.83  213n 

(2,50  011 
(2.52  885  « 

(2.52  476 
12.49  543» 

( +  816.308 
i  — 337,946 

((+  207,168) 
t(+ 207,200) 

( -1-  384,777 
)  —  312,915 

l(  -  120,137) 
If—  120,112) 

(1) 

260   43  47 

(gen 

figend  übereinatr 

mroend  mit  üben) 

merten  Zahlen  für  die  |  f^^ll^^     Lösung. 

Gang  der  Rechnung.    1)  Bildung  der  Eich  tun  gsivinkel 
Berechnung  der  Coordinaten  his  (iCg.  ^g). 

2)  Berechnung  von  ö,  d;  y^,  y^,  y^    (Nehenrecbnung), 

3)  Berechnung  der  beiden  Werte  yon  «j  und  «5;  hieraus 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

4)  Berechnung  der  Coordinaten  (.%,  2/4)  und  (."55,1/5) 

'^'^^  "'  Weitere    Beispiele. 

1)  Viereck. 


igekkm- 
Ms  «3  und 

h.  Hl.  h, 

Bechnungs- 


s, 

-427,60       |?i=    780  15' 42" 

Erste  Lösung 

Zweite  Lösg. 

H 

^s=      503,118 
2/s  =  -  41,549 

«3 

=  8JG,01     l;p,=  328,33 
-  812,98  : )  V4  -  218.08 

174,468 

a^a 

=  I5a.äaS,    «U-lW,öäl 
lonä  =  2.63  595 
■  ö  =  650  58'  45" 
7,  =  44  52  40 
,-3  =  77     9  10 
1^  =  57   58  10 

3/4  =     218,080 
fia  =    300  36'  22" 

218,080 
1200  21'  42" 

33  =  282    50  SO 
ff^  =  328  1 7     6 

77     9  10 
84  13  26. 
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394     §  42.    Berechnung  des  geschlossi 


2)  Fünfeck, 
«i  =  748.6 
Sa  =  306,8 

3,  =  384Ö  45'  44" 
1^2  =  317  81  16 

sg  =  531,4 
«4  -  409,2 

«1  =  246  IB     8 

1x5  =  -    43,090 
y^  =  -  225,710 

%  =  270,0 

Itate:  x^  ^  425,788,   ^3  =  -  704,582 
hg  d  =  2.32  618 
S  =  1340  23'  34" 
f3=      7  35     4 
y,  =  160   52   37 
/5=    11  32  19 

Erste  Lesnng. 

Zweite  Lösg. 

X,  =  180,509 
y^  =  — 376,958 

103,385 
-  452,524 

x^  =  —  43,090 
2,5  =  -  225,708 

-  43,090 

-  225,709 

|53  =  2780  13'22" 

2930  23'  30" 

f{4  =  199     7  23 

160  52  37 

35  ^  280  22  15 

303  26  53. 

^j  =  848.7 
82  =  568,9 
Sg  =  412,8 

ft  =  2820  47'  50" 
fta  =  350  1«  46 
(^3  =  316  53  11 

^■4  =  200  48'  10" 
^6  =  70     6     2 
,e  =  39     5  48 

Erste  Lösung. 

Si  =  218,6 

«1  =  224  46  50 

s,  =  462,0 
Sa  =  164,1 

pe  =      26,71 
Ug  -  -  48,25 

»5  =  132,394 
!/5=    77,287 

-  74,965 

-  177,056 

Itate:  »^  =  363,449,   ■1/4  =  -  322,785 
ioff  <i  =  2.63  796 

i34  =  125ül6'5r' 
ß^  =  289  53  58 

1660  53'  10" 
70     6     2 

Ö  =  1400  48'  38" 

f?«=174  52  25 

353     4     1 

s,  =    699,45 
«a  =1   984,08 
sg=    704,55 
«4  =  1109,62 

^1  =  1320  iO'  16" 
^a  =  251  81  22 
f{s  =  240  29  27 
^4  =  225  48     4 
t{s  =  222  17  49 

rt  =  1130  50'    9" 
yj  =    45   44    39 
ys=    20   25    12 

Erste  Lösung. 

Zweite  Lösg. 

85=   890,27 

x^  =  1004,850 
y^  =  1736,697 

1895,921 

Se=    992,19 

«1=0    0      0 

656,749 

Sg  =  2006,46 

:ce=     0 

y^=    0 

xs  =  -  0,01 
2/8  =  -0,01 

—  0,01 

—  0,01 

Xe  -  1211,824,  ye~  999,885 

1^6  =  1420  54'  28' 

100  34'  46" 

i03d  =  3.196  200 
Ö  =  219"  31'  35" 

ß^  =  314  15  21 

ß^  =  270     3  14 

45  44   39 

310   5S  38. 

4)  Y^  eitere  Anfgalben.  In  üei  Nummern  1)  bis  3)  lieses  § 
sind  mr  die  eiißichsten  Ai  fgiben  ler  Irei  mögliclien  Fälle  dei  Berei.linung 
eines  Polygons  behandelt  s  ehe  1  e  Bemerkung  im  '^cMusa  von  §  41  Man 
löse  nun  iber  auch  aniere  Autgabpn  der  drei  ialle  puI  Es  seien  z  B 
fesgeben  in  einem  SecliBeck  ille  Seiten  bis  auf  eine  m  d  alle  Winkel  bis 
mt  Äwei  die  gegebenen  Seiten  seiei  a  s  ag  »4  "■^  gesucht  also  ag  die 
gesiebten  Winkpl  seien  nin  iber  n  eht  ß^  unl  ß^  sondern  ffg  und  ff,;  (so 
d       als    ßi    ff,    ßi   ßf,  gegeb  n    in  1|  u    b    w  ^4) 
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§  4"     Fläilienininlt  eines  lelieligen  Polygons  ^()'i 

§  43.    Flächeninhalt  eines  beliebigen  Poijgons. 

Eine  Art  Jer  Berechnuna'  Ips  PlÜLheninhalts  eines  Pohgoni  ist  die 
Zerlegung  in  Drennle  daroh  Diagonalen  von  emer  Foke  aus,  ein  »nderor 
Weg  bietet  oi'li  letit  dai  mit  Benützung  der  Coordinattn  der  Pcken 

Bei   der  Zerlpgnng  m  Dieiecke   musa  der  Lentralpunkt   nicht  gerade 
indere  Zusammensetzung  dei   Vielem. ksflache  au3  Drei 
i6,  1    5)  angewandt  und  soll  liier  nochmal'j,  aber  nur 
ila   Zwiaclienglied   gebraucht  werden ,   dabei 
soll  der  daselbst  mit  0  bezeichnete  Punkt  der 
Coordmatenanfangspunfet  sein 

Wir  setzen  ferner  yorans,  dass  die  Seiten 
des  Vielecks  sieh  nicht  schneiden,  da 
sonst  der  Flächeninhalt  keinen  eindeutigen 
Sinn  mehr  hat;  oh  aber  ein-  oder  atisspringende 
Ecken  vorhanden  sind,  ist  gleichgiltig.  Ek  sei 
nun  z.  B.  der  Inhait  des  Fünfecks  (1)  (2)  (3) 
(4)  (5),  Fig.  127,  zu  bestimmen;  man  hat 
^=AOa)|31  +  AO(a)0)-l-AO(3){4)-AO{4){5)-AO{5){l)- 
Bezeichnet  man  den  Radius  yector  der  Ecke  (ft)  mit  »■*  und  seinen 
Eicbtungswinkel  mit  at,  so  ist  demnach,  da  die  Winkel  in  den  angeschrie- 
benen Dreiecken  iie  Diflfienzen  der  Eichtangswiukel  sind  (mit  richtigen 
Vorzeichen  zu  nehmen)   namlich  ff  iTike!  zwischen  (k)  links  und  (fc  +  1)  rechts 


2  ^  =  ?  1  )3  sm  i«2  -  «])  +  Ca  1-3  sm  (ttg  —  a^)  +  rg  r^  (Kj  —  «3) 

— 1-4  rs  sin  {«4  —  «5)  —  »-5  r,  sin  («5  —  «1)  oder 

2F-ri  !-a sitr  {«a  —  «1)  +  's »'s ^w («s  —  "s)  +  ^a U sin (k^  —  ttg) 
+ 1-4  7'5  sin  («5  —  «4)  +  i's  n  sin  («1  -  «5). 
Diese  Gleichung  ist  nun  vollständig  symmetrisch  und  yon  allgemeiner 
Giltigkeit;  für  ein  beliebiges  M-Eck  erhält  man  folglich  ganz  ebenso 

2J'=-ri)-2ss«(«3  — Ki)+J-ar3  8m(«8  — «a|+ 

+  ?■„_, r„m(K„  —  u;.-i)-^r„r|SJ?i[K,  -  a,) 
oder  in  abgekürzter  Bezeichnnngsweise : 


(1) 


2  iT  =  ^r»_  1  J-i.  dn  («s  —  «t  - 1). 
%  (öl  —  «t_,)  alle  auflöst,  so  erhalt  man  hieraus 


I-  ra  J-g  a»n  «g  et 


—  r^  rg  cos  a 


««3 


-1-  r,,  Tj  sm  «I  cos  itn  —  r„  r,  cos  «^  srn  «„  , 
oder  mit  Einführung  der  rechtwinkligen  Coordinatena:i=i'(eosai,  yh  =  rkSinai 

2  F  =  (a!i  »/a  —  ffla  ?/i)  +  (3:3 1/3  ~  ai^  1/2)  +  . . .  -^-  (x„  j/i  —  ^i  y«) ; 
oder,  wenn  das  einemal  nach  den  Abscissen,  das  anderemal  nach  den  Ordi- 
naten  geordnet  wird : 

(2)  (    2J'==aii{ä/i.  — ;,„}  +  ,-Ca(j/3  — j/i)  +  a;s(»/4-;;2)+...  +  3;,(yi-2/.-i) 

(3)  |-2J'  =  yi(!B2-a:,)-+-»/a(3!g— Mi)  +  2/g  («4  — %)-!-... +  2/»{a>i—w,-,); 
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396  §  43.    F^heninhalt  eines  beliebigen  Polygons. 

in  s,l)gekürzier  Schreibweise  und  mit  Weglassung  des  iieg.  Vorzeicbens  in  (3) 

Diese  beiden  allgemein  giltigen  Gleichungen,  von  denen  die  eine  F 
mit  dem  Vorzeichen  +,  die  andere  mit  dem  Vorzeichen  —  gieht,  sind  sehr 
leicht  zuineiken  (jede  Abecisso  multipliziert  mit  der  Differenz  der 
folgenden  minus  vorhergehenden  Ordinate;  jede  Ordinate  multi- 
pliaiett  mit  der  DilferenK  der  folgenden  minus  vorhergehenden 
Abscisse);  sie  gestatten  ttbrigens  keine  unmittelbare  geometrische  Deutung. 
Man  kann,  um  eine  Formel  mit  solcher  w  erhalten,  die  Gleichungen  (2) 
und  (3)  in  folgender  Porm  sehreiben; 

2F=x^(i/2  -2/1+1/1  — y.)  +  a;a(!'8  — 2/2+^2-  yj)+ 

-2i''  =  yi(iE3  — flJi  +  ai  — a!„}+;/2(«g— 3!a  -hs-^  —  x^)-^ 

+  ^,(.'Bi  — 3!„  +a!„— «„_,)    oder 

(4)  [    27^=(3:i2H-«|)(!/a-J'i)  +  («B+3;2)(!/3-S'2)  +  --  +  (a^i+^-){;'|-!/') 

(5)  t-2P=(!/3+;/|){a;a— «i)+(y3+j/a)(3;8— «2)+--'+{«'i  +  y")(»^i— ^J; 
in  abgekürzter  S 


(11) 


=  £(»., 


»)(s. 


id;»  +•;)( 


>.) 


Diese  Gleichungen  (II)  geben  die  Flache  des  Polygons  ils  a,lgebraische 
Öumme  der  Trapeze,  die  durch  Projektion  der  Ecken  des  Polygma  auf  1  e 
y  und  die  a'-Äxe  entstehen. 

Die  Rechnung  nach  (II)  ist  aber  etwas  lenigei  beiuen  als  die 
Eechnung  nach  (I)  (Doppel rechn ui  g  mit  vollstaidig  Jnrchgreitenier  Probe) 

Wenn  die  bei  den  ein7elnen  Ecken  \ei  Polygons  v  rkommei  den  Coor 
dinatenmhlen  alle  grosse  Zahlen  sind  so  iini  man  stets  li«  Be  hnung 
dadurch  vereinfaehen,  dass  mai  durch  Parallelverschii.bu  ig  des  Cooidmaten 
Systems  eine  Ecke  zum  Ooordinatei  ars]  rung  macht  d  h  '  ^ '^^  Mnidinatenl 

mau    wenigstens,   um   mit   kleinem  Zahlei     zu   rechnen    die  Ahscissei   unl 
Ordinaten  je  um  eine  konstante  belebige  Zahl  (vgl   Beispiel  2) 

Man  unterlasse  nicht,  auch  ein  ge  Peispele   beson  lers  solche    in  dei  en 


„geschränkte  Trapea 
zu  berechnen. 


'  vorkon  men    lurch  Z  rlp^ung  in  Trapeze  und  Dreiecke 


(Cj  =  +  88,0i 

V3  =  -  um 

«4  =  +  45,62 

y,  -  + 19.24 

^5  =  +  18,34 

y,  = +22,06 

3;o=         0 

m=+  «.88- 
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\  43.     Flächeninhalt  e 


Bsti 

2/" 

Vi^+i- 

j/t(a:t4-i  — a;t_,) 

«* (yi+ 

-y^->)       i 

1   V"-' 

+     ;       — 

1 

(1) 
(2) 
(3) 
(*) 
(5) 
(ß) 

-33,48 
-14,02 
+19,24 
+22.Ü6 
■H  3,38 

+19,80 
-19,70 

-IBM 

+  4,66 
+25,82 
+38.04 
+45,62 
+18,34 
0 

-  7,76 
+52,72 
+36,08 
-IS.86 
-28.32 

161,6333 
1117,5624 
277,5960 
379,0280 
1006,3772 
46,2384 

2005.4688 
1645,9696 

171,7676 
200,3632 

290.8724 
0 

Probe:  0. 

Frok:  0. 

2F^  —  2988,4352 

+  3651.4384      —663,0032 
2  P  =  +  3988,4352 

F  =  1494,2. 

I   S.     Drt 


:ok. 


xi  =  28560,64  '  ^  =  28986,79  1  aig  =  3(^83,71  1  j,-,  ^  gQ, 

yi  =    »323,91  1  y2  =    8807,58  |  ys  =    9823,52  | '■ 

oder,  Yon  den  Äbscissen  29000,  von  den  Oidinaten  9000  subtrahiert; 

x{  =  —  439,86  I  a^'  =  ~     3.21  [  «g'  =     1483,71  1  p  ^  gQ: 

y{  =  ■+■  323,91  I  )/a'  =  —  192,42  ( j/g'  =       822,52  | '■ 

oder  endlich  den  Coordinatennrsprnng  nach  (2)  Terlegt: 

Xi"  =  —  436,15  I  Xa"  =  0               1  Xg"  =     1486,92  1  j-  _  gQ. 

y{'  =  -+-  516,33  1 2/a"  =  0  I  i/g''  =     1014,94  | ^ 


Weiter 

Beisp 

e!e. 

fr. 

Polygon. 

n 

^3 

Sa 

1C3 

X^ 
n 

^6 

F 

. 

F..t..»  1 

l 

-14,84 

-liaa 

^™ 

13,68 
7,31 

- 

406,78 

21 

.    .    1 

l 

68« 

-Ta^ao 

S?M 

90,00 

- 

™.ie 

> 

.    .    1 

-36,2 

794 

130,3 

158,1 
0 

66,9 

I 

»>,.. 

5 

Sechssoli  j 
1 

l 

86,-1 
62,3 

77,9 
101,9 
319,1 
135,9 

67.6 

r 

-60,2 

45,7 

-40,8 

45,7 

-40,8 

56678,76 

—  779,M 

—  831,60 

-1082,« 

— 1039,62 

—  7JI,50 

-  693,1t 

"      -      1 

+  2358,46 

+  m8,64 

+  2567,33 

+  2762,80 

+  3611,62 

+  2540,18 
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Anhang  zu  den  abschnitten  i.  und  il 

Differentialformeln  der  Goniometrie  und  der  ebenen 
Trigonometrie.  ^^) 

I.    f^inloitung'. 

In  der  praktischen  Trigonometrie  (Geodäsie  u.  s.  f.)  ist  es  von  grösster 
Wichtigkeit'  Gberselien  zu  können,  um  wie  viel  eine  kleine  Veränderung 
eines  , gegebenen'  Stücks  die  mit  Hilfe  dieses  gegebenen  Stücks  berech- 
neten Stucke  vei^ndert:  die  „unverm eidlichen  Messungsfehler",  die  schon, 
früher  mphrfaJili  gestreift  worden  sind,  machen  dies  notwendig.  Man  rauss 
B  B  angeben  kennen,  mit  welcher  Genauigkeit  (auf  wie  viel  "  genau)  ein 
bestimmtei  Winkel  gemessen  werden  muas,  damit  eine  mit  Hilfo  dieses 
Winkels  berechnete  Strecke  eine  bestimmte  verlangte  Genauigkeit  erhalte  u.  s.  f. 

Diese  Aufgaho  wird  in  der  sc^.  Differentialrechnung  behandelt; 
man  kann  aber  auch  ganz  elementar  die  hiehergehörigen  goniometrischen 
und  tiigonometrischen  Differentialformeln  aufteilen. 

Unsere  nächste  Aufgabe  wird  sein,  anzugeben:  wie  verändern  sich 
die  goniometrischen  Funktionen  eines  Winkels  «,  wenn  man  diesen 
um  empn  gewissen  sehr  kleinen  Betrag  verändert? 

Die  kleine  Änderung  von  «  sei  bezeichnet  mit  j^  «');  dabei  wird 
A  a  stets  so  klein  vorausgesetzt,  dass  für  die  jeweilige  Schärfe 

der  Rechnung    »i«  A  «  = '?  A  «  =  g^^    and    cos  A  «  =  1   gesetzt 
werden  kann  (vgl.  §  11,  §  18,  S.  163/164,  169/171  u.  s.  f.),  d.  h.  dass  die 

/A  a\^                             Il     «\^  « 

Potenzen     ^'=—    und  um  so  m  h       g      n  '-^^     (h       wird  also 

V  e  /  ^  e  /  Q 

A «  stets  als  eine  Anzahl  von        I       ]  h   1      T  nau  gk   t  d     Eechimng 

u.  s.  f.,  als  einige  '  gedacht)  niht       Btaltkmnnf      d    en  uhaltende 
Genauigkeitsstufe  der  Re  hn   ng  w    g  1       n        d  n     Ossen. 

Zu  beachten  ist  immerh  n  d  all  Gl  hu  g  n  d  Abschnittes 
fför    endliche  Zunahmen")  nur  Naherungsgleichungen  smd    die  um  so 

L  1  B        In 


)    D     S  hwi     gk   t    d 

fu    d      Ä  fan 

wis         1  gn  ifl  -t   w   d 

drt  w  nn 

Svn  bol     t  t       1      Z       hm     -u 

!     t     d 

b  t  mt  z  1    k    n  :: 
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Anhang:  Goniometrische  Differentialformeln,  399 

schärfer  richtig  werden,  je  kleiner  die  Zunahmen  sind.  Die 
Diiferentialreohnung  wird  später  schärfere  Aasdrücke  für  diese  Verhält- 
nisse geben. 

II.     CfOniometvische  Differentialformeln. 

Es  sollen  die  Veränderungen  angegeben  werden,  die  an 
sin  «,  cos  a,  tg  a,  ctg  u  eintreten,  wenn  der  Winkel  «  auf  (« +. /\,  «) 
zunimmt. 

1)  siw.  («  -(-  A  «)  =  ^'"  «  MS  A  «  +  eos  «  sin  A  « 


Der  Sinus  des  Winkels  a  vergrössert  sich  also,  wenn  a  um  den  kleinoii 


Winkel    ^  a  zunimmt 


„  A" 


Ist  z  B  tt  =  bOö,  so  iass  iho  mi^O"  =  {  V'3  =  0,8660S  ist,  nnd 
lässt  man  a  um  10  zunehmen  ilui  5  »itpllige  Recbnnng  ist  seihst  dieses 
A  "  nicht  au  gross)  so  ist  die  Zunahme  in  sin  a,  da  cot  60>  =  —  ist  ge 
gebe«  durch  |^  —  =  0,0014') ,  in  der  That  ist  nach  der  Logarithmen 
tafel  %  sim  (600  10')  =  9.93826,  die  Zahl  dazu  0,86748  genügend  genau 
=  0,86603  +  0,00145.  —  Die  ,Vergr«asening»  von  sin  a  ist  in  der  That 
eine  Zunahme,  so  lange  a<90'>  ist  (dann  ist  coHß;^  ))  eine  Ahnilmo 
wenn  a  zwischen  900  ymd  180*!  ist  (coso:<0),  wie  es  t  n  soll  iiii  ver 
folge  auch  die  übrigen  Quadranten. 

Beispiel:    Es  ist        sin5&  0'  =  0,3290 
MS  560  0'  =  0,5593. 

Wie  gross  ist  der  Winkel,  dessen  st«  gleich  0,8297  ist? 

^?; .  cos  «  =  0,8297  —  0,8290,    oder     A  "  =  +  4' .    also  ist  der  gesuchte 

Winkel  560  4';  vgl.  die  4-stellige  Tafel. 

2)  cos{a  +  A'')  =  coscccos  £\,a  ~  sinasin  ^  <x 


Der  C'osJMM»  von  a  vermindert  sich  bei  Zunahme  von  a  auf  {a-h  /\ä} 
um  ^ — sina;  die  .Abnahme"  ist. eine  wirkliche  Verminderung,  so  lange 

«  zwischen  0°  und  90"  ist,  wird  negativ  (geht  also  in  Zunahme  über)  fOr 
1800  >«>  900  -a,  s,  w.,  wie  bekannt. 

Beispiel:    Es  ist  (vgl.  die  4-Btemge  Tafel) 

cos  310  10'  =  0.8557    ,     sin  31«  10'  =  0,5175 
was  ist  cos  Sl"  12'  ? 

cos  310  12'  ^  cos  Sio  10'  —  ^^^  ■  mm  310  ic 

=  0.8557  —  0,0003  =  0,8554        (vgl,  die  Tafel). 
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Annmi-kun?  zu  1)  und  2),    Bs  ist  nützlich,  die  Gleichungen  1)  und 
2)  (ebenso  die  folgenden)  auch  ans  der  Figur  abzulesen,    Ist  (Fig.  '"" 


die  Strecken 

j"B'  =  8i«(«+A«); 

OF'    =cö8(«  +  A«)- 


Ferner  ist  der  Bögen  BB'  = 


•cA« 


-A« 


dei  Untersch  ed  zwischen  dem  Bogen  BB'  und 
und  der  Sehne  BB  ist  („von  der  dritten  Ord- 
nung 1  h  es  kommt  nur  die  Potenz  (A  «)^ 
dir  n  vor  je  lenfalls  also)  um  so  kleiner,  je  kleiner 
A«  Jst  Zugleich  ist  der  "Winkel  SB' B^a 
und  lucn  diese  Gleichung  wird  um  so  schärfer 
r  ohtig  je  klein  r  A«  "i"^  (^"'^  verschwindend 
e  A«  wird  au»  der  'lehie  oder  SekanteSB'  die  Tangente  in  B). 
ein  genügend  kleines  i^a  (je  lach  1er  Genauigkeit  der  Eechnung 
.  f.  genügend  klein)  liest  nitin  also  aus  der  Figur  ab : 
in(a  + A")  =  -^''"-B'=f  £+  V:B'=sma-^'BB'  cosa 


«(«-(- A«)  =  OF'=OF~BE  = 


8)  ^(«-t-A«)^ 


i'J 


J^ 


Wenn  man  rechts  die  Division 


-tga:tg£\a 

ausführt  und  die  Glieder  des  Eesnltats  vom  dritten  einschliesslich  i 
Potenzen  von  tg /\^u  enthaltend,  vernachlässigt,  so  wird: 
13  (a  +  A  «)  =  iS  «  +  (1  +  *?^  «)  *9  A  « 
=  [3  «  +  sec2  a .  ^^^  . 


(3  12«  40'  = 
sec  12»  40'  = 


0,2247 


was  ist  tg  12"  ZW  ? 
-  0,0003  =  0.2244. 

—  ,.ga  —  cosee^  «  ■  ^-—r. — . 
1-  c(3  A  «  e 

Wenn  demnach  der  Winke!  «  um  den  kleinen  Winkel  A":  zunimmt, 

D  ist  die  dadurch  entstehende         ,    'nähme  an        "^      j  proportional   £^0: 


tg  130  39'  =  0,2247  - 
4)  cfff{a+/\a)^ 


3438' "    ' 
ctgftctg  A« 


*)  Zu  den  m  1)  bis  4)  intregebenen  Differpntnlformeln  für  die  die 
Differentialreohnung  schirfere  Herleitungen  liefert,  lechne  man  zahhen,he 
Zahlenheispiele  mit  pjMtupn  und  negativen  Zimahnit-n  unl  mit  Umkehrung 
(s   S   809)  durch 
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TU.    Differentialfoiiueln  des  rechtwinkligen  I>rei- 
ecks. 

Um  Differentialformeln  fttr  die  ebenen  Dreiecte  aufstellen  zu 
können,  müssen  nnn  auch  Veränderungen  der  Seiten  ein gefülirt  werden. 
Es  sei  z.  B.  A«  «ine  sehr  kleine  Zunahme  (wirkliche  Zu-  oder  Abnahme  je 
nach  dem  Vorzeichen)  der  Länge  der  Seite  a  eines  Dreiecks,    Die  Grösse  ^a 

wird  HO  klein  Toransgesetzt,  dass  gegen  den  Betrag  von  i^-~  der  Betrag  der 
aweiten  (und  also  um  so  mehr  jeder  höhern)  Potenz  von  (^^)  nicht  in  Be- 
tracht kommt;  ehenso  ist  ^^  -  ^^  im  Vergleich  mit  -"^  oder  ^^  m 
vernachlässigen  u.  s.  f.  Statt  zu  sagen:  es  ist  [— — )  u.  s.  f.  im  Vergleich 
mit  I  — ■     u.  s.  f.  zu  Ternachlässigen,  kann  man  (wenn  mit  a?  multipliziert 

wird)  auch  sagen:  es  ist  (A»)^  gegen  n.A«  zu  vernachlässigen; 
flbenso  z.  B.  /\,a.^b  gegen  a.A''  "^^^^  gegen  i./\,b  u.  s,  w. 

Zunächst  soll  nun  das  rechtwinklige  Dreieck  untersucht  werden. 

1)  Die  Katheten  6,  c  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  erleiden 
kleine  Veränderungen  /\b,  Ac  Um  wie  yiel  verändert  sich  da- 
durch die  Hypotenuse  o? 

Es  ist  {«  +  A«)^  =  (&  +  A&)^  +  [c  +  AcF  oder 

«a  +  2a.A«-4-(A«F  =  &^  +  2  6.A''  +  (A6F  +  c2  +  2c.A«+(Ac)'. 
woraus  sich,  da  a^  =  b^  -i-  c^  ist,  mit  Vernachlässigung  der  Quadrate  von 
A«.  A^  Ae  einlebt: 

"•A"-fc.A&  +  c-Ae. 

Beispiel:  Es  sei  a  ~  500,  6  =  400.   so  wird  c  =  300.    Was  wird 
ans  der  Kathete  c,  wenn  a  um  0,5  zunimmt,  6  um  0,2  abnimmt? 
c.Ac  =  ".A«  — t-Aö. 


^  500 ,  0,5  —  400  .  {—  0,2) 


=  -(-  1,1;  es  wird  also 


Probe:     c'  =  -/SOO.Sa  — 399,88  =  301,1, 
2)     Die    Beziehung    zwischen   kleinen    Veränderungen    des 
Winkels  0,  der  Kathete  &  und  der  Hypotenuse  a  anzugehen. 
Es  ist  6  —  rt  sin  ß,  also 

6  +  ^ö  =  (a4-Aa)^':»{34-Affi  =  («+A«)(««^  +  coa^X^).  waus 

/^b  ^  {\a  .  sin  ß  -^  o  cos  f(  -  ^^^^  oder,  wenn  mit  6  =  «sm|^  dividiert  wird. 
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3)   Die   Beziehung    zwischen    kleinen   Veränderungen 
Winkels  ß  und  der  heiden  Katheten      ft,  c      anzugeben. 
Es  ist  b  —  e.  tg ß,  also 

A  &  =  A  c .  fff  I?  -h  c  .  sec«  |3  ■  ^  ^-  ■ 


Diese  Gleichung  lässt  sich  noch  etwas  anders  sehreiben.  Es  ist  nämlich 

c.  seeä  =  a  =;  —-7; ,       also       c . se^ 8  —  - — y. -,  =    ,    ,,  „    und  daher 

s*nft  smßcosß      stn^ß 

IV.    Differential  forme  In  des  scliiefwi  11kl  igen  Drei- 

Die  beiden  Grundgleichungen  des  schiefwinkligen  Dreiecks,  aus 
denen  alle  übrigen  Formeln  abgeleitet  wurden,  sind  (vgl.  §  23,  1  und  3) 
(1)  «  +  ^  +  j'  =  1800        und 


(3) 


inä~8inß      8iny 

Wenn  man  die  aus  ihnen  sich  ergehenden  Differentialfornieln  aufstellt, 
so  Ttrass  man  also  damit  im  Stand  sein,  die  Veräudernngen  dreier  Stücke 
zu  berechnen,  wenn  die  der  drei  andern  (worunter  mindestens  eine  Seite) 
bekannt  sind. 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgt,  da  auch  {a  -1- A")  +  iß  +  A  ß)  +  (j'+A  7} 


(3)          A«+Af(H-A: 

,  =  0. 

Aus  der  Gleichung  (2) 

asmß^bsh 

ja 

erhält  man  ferner  (vgl.  unten  2) 

^-'W.^-¥ 

+  ctga 

.(A< 

,4)  ^«    ,„..(A.y,A»    .,^^ 

(Affl" 
■     0" 

,  AI. 

-etgy 


(Aj-r 


Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  müssen  sich  aUe  übrigen  Difterential- 
fornieln  des  schiefwinkligen  Dreiecks  herleiten  lassen. 

Es  ist   jedoch  bequemer,   für  die  verschiedenen  Fälle  Ton   den  dafür 
jassendsten  Formeln  auszugehen,  wie  dies  im  folgenden  geschehen  soll. 

1)  Die  Beziehung  zwischen  kleinen  Veränderungen  der  drei 
Seiten  o,  b.  c  und  eines  Winkels  a  in  einem  Dreieck  anzugeben. 

Es  ist  «2  =  63  +  c^  —  2  6  e  cos  u,  somit 

(«+A«)^={6+A6)H(c+Ac)^-2(6+A&)(«+A^){cos«-m«/4^|eder 
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rt2  +  2 

a-A" 

i  =  E 

I2  +  2&.A6  +  ' 

:2  +  5 

—  5 

le.Ac-: 
i,;.A&.e' 

Subtrahiert  ii 

.an 

von  dieser  Gleichung 

die  erste, 

«■A 

Ah 

+  C.AC  +  &«' 

«■«« 

-(6- 

-., 

»SK)A6  +  (=- 

-bco. 

? «)  A  c  + 

2)  Di 

e  B. 

äziehnng  zwis 

ehen 

kleinen 

6c  si 


.„,.„„. (Ai^. 


(A«)" 


1  Verändetungen  zweier 
Seiten  a,  b  und  der  heiden  gegenüberliegenden  Winkel  a,  ß 
anzugeben. 

Es  ist  asinß  =  b sin a,  woraus 

(a  +A«)  rf«  (|^  +Affi  =  (&  +A'>)  sin  («  +  A«).  oder 

sinß.Aa^acosß.i^T  =  sin..^,.bcosa-i^. 

Dividiert  man  diese  Gleichung  links  mit  aidttß,  rechts  mit  dem 
damit  gleichen  bsma.  so  erhalt  man  die  gesuchte  Beziehung  in  der  Form; 

^-^etgß-^^  ^--  +  c(^  « .  ^    [vgl.  oben  Gl.  (4)]. 

a)  Die  Beziehung  zwischen  kleinen  Veränderungen  zweier 
Seiten  b,  e  und  von  zwei  Winkeln  a,  y  anzugeben,  ton  denen  der 
eine  der  von  beiden  Seiten  eingesehloasene  ist. 


(*■)  &  —  e cos d  T=  c sin ec. ctg y,        somit 

[(,+^6)_(c+A'^)<:os(«+A«)  =  (c+A<^)""(«+A«)ct3(?'+A)')    oder 

-„o,.+A6-»...Ao+c.-.!^'- 


aetgy  +  siitoLCtgy.Ao+e  cos  et  ctg  y-  ^-^^ csina  cosei^  y 


(Air 
e" 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  (*)  ab,  so  erhält  man 
die  verlangte  Beziehung  in  der  Form; 

c{sm  a-eoa  «  ctg  )>)  — ^ + c  stm  «  coseiß  y  ■  ^-^7-=  -A^+  (i^o«  "+*"' «  "t?  rf  A"- 

Durch  Einführung  der  dritten  Seite  a  lässt  sich  diese  Gleichung  auf 
bequemere  Form  bringen.    Es  ist 


'S  actgy^  si 


smy  sm  y 
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smy        (}■'                              '       Q  etny 

oder  mit  sin  y  durchmultipliziert  und  mit  Rtlcksielit  darauf,  dass 
cstnaeose^ysiny  =  — -. =  a  ist: 


Zusamm  enstellung. 
Mit   den   im  Vorstehenden  entwickelten  Formeln  erhält   man   für   dife 
rschiedenen  einzelnen  Fälle  der  Dreiecksbereciinung  die  folgende  Zusam- 
enstellang : 

1)  Gegeben  A«.  ferner  Ai^  ^"A  A^ 
(A«  =  -(Aß  +  Art. 

S)  G.g.len  A».  A'.  A". 

(A«r 


A- 

cosj'.A&  +  ''OS|5-Aö  +  '' 

.»^.'^7- 

(2)      (A«" 
e" 

A7  = 

-(A«+A©- 

.^°  +  A,.,„ 

3)  Gegebei 

1  A«.  A6.  A«- 

(Affl" 

a" 
(«)     A  r  - 

-(A«  +  Affl 

(A«)" 

A«. 

^i^-A  — ^J-A!.-c 

..,^i^. 

4)  Gegebei 

.  A«,  AS.  At- 

-Ä-jl'^"-"'-'^» 

-o»,fl.A"| 

(4)       '^-^ 

-^,|fi»-~«-A- 

-«,.A.l 

(Art" 

»äSMl^'  —  "-^» 

-».».AM- 

Diese  GleiohTingeJi  (4)  lassen  sich  nocli  anf  sjinmetrisehere  Form  bringen; 


(A«)"        A»       A»  '»■  ?     A ' 


Ctg  ß  oder 
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(A«)"       __A^ £^^ctgy—  —  ctQ3    oder  endlich 

mit  Rücksicht  auf:     ^^"<^      ^  ^"^  "'"'''  ^  cfgff  +  eigy  : 
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ABSCHNITT  III. 

SPHÄRISCHE  TEIGONOMETEIE. 

Kapitel    1. 


§  44.    Dreikant  und  spbärisches  Dreieck. 

1)  Elnleitniig.  Beschreibt  ms,n  um  die  Spitze  eines  UrelkaDts 
als  Mittelpunkt  eine  Engel,  so  bilden  die  Groeakreise,  in  denen  die  Seiten- 
flachen  des  Dreiiatits  die  Engel  schneiden,  ein  sphätiscbes  Dreieck. 

Die  Selten  des  spliäriscben  Dieiecks  sind  Masse  flir  die  Seiten  iles 
Dreikants;  jene  Bflgen  grösster  Kieiae  der  Engel,  anfderdas  sphansche 
Dreieck  liegt,  sind  in  Graden  n.  s.  f  auszmhücken  Die  feeiten  de'J  sphäri 
sehen  Dreiecks  werden  mit  «,  &,  c  bezeii,hnet  sind  demnach  a,  6,  c  die 
Längen  dieser  Bögen  auf  der  Kngoloberflache  gemposen  si  finden  nenn 
r  der  Kugelhalbmesser  ist,  die  folgenden  Bi-zithungen  statt 

tt=       ?  &=— r  c  =  —  r         oder  nmgekehrt : 

(  f 

a  ,        h  c 

wi  p  i  en  tri  Winkel  nt  der  den  dem  Halbnesser  gleichen  Bogen  in  Graden 
oder  M  nnten  oder  bekunden  entspricht  je  nachdem  die  Seiten  in  Graden 
oder  Min  iten  oder  bekunden  ausgedrückt  sind. 

Man  hat  znnachat  in  der  sphdiis  I  ei  Trigonometrie  bei  den  Dreiecks- 
seiten nie  mit  Langen  (Strecken)  zu  thun  es  i^-t  aber  doch  nützlich,  gleich 
hier  auch  folgende  Ar  giben  zu  betrachten  auf  einer  Kugel  von  50  cm  Halb- 
messer hegt  em  sphärisches  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Längen  (Bogenlängen) 
20,  25,  SO  cm  haben.  Was  'iind  die  Seiten  dieses  sphärischen  Dreiecks 
oder  des  entsprechenden  Dieikants  (gebildet  durch  dio  nach  den  Ecken 
gezogenen  Eugelh albmesse rj V  Antwort:  r»'?,  gs-p  '"■"^  50'^  oder: 
220  55' 6"     ,       280  38' 53"     und     340  32' 39". 
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Die  IViulrel  k,  ß,  y  des  sphärischen  Dreieclis  sind,  die  Neigungswinkel 
der  Seitenflächen  des  Dreikants  gegen  einander;  der  Winkel  «  wird  also  z.  B. 
eingeschlossen  von  den  beiden  Tangenten,  die  man  in  der  Ecke  A  des  sphäri- 
schen Dreiecks  an  die  beiden  Grosskreisbögen  b  und  o  ziehen  kann  oder  es  ist 
der  Winkel,  „unter  dem  die  Seiten  i  nnd  c  auf  dei  Kugel  sich  achneiden,' 

Wenn  man  drei  Punkte  Ä,  B,  0  auf  einer  Kugelfläche  ganz  beliebig 
annimmt  nnd  durch  je  zwei  davon  den  sie  verbindenden  Grosskreia  leg^,  so  ist 
unter  den  acht  entstehenden  sphärischen  Dreiecken  ABO  stets  eines,  dessen 
Seiten  und  Winkel  alle  <  1800  sind,  indem  zwei  beliebige  Punkte  auf  einem 
Grosskreia  diesen  in  zwei  Bögen  teilen,  von  denen  der  eine  <  180",  der 
andere  >180i'  ist.  Es  geschieht  also  der  Allgemeinheit  durchans  kein 
Eintrag,  wenn  wir  als  Bedingung  aufstellen ; 

Selten  nnd  Winkel  fler  betracMeten  sphärischen  Dreiecke 
sind  sämtlich  <1800. 
Einzelne  der  folgenden  Gleichungen  (z.  B.  die  Grund  gleich  un  gen)  gelten 
freilieh  auch  noch  ohne  diese  Beschränkung,  andere  aber  nicht  ohne  weiteres 
{z.  B,  die  Delambre  sehen  Gleichungen ;  wenn  bei  diesen  Seiten  und  Winkel  bis 
3600  zulässig  sein  sollten,  so  müssto  auf  der  einen  Seite  der  Gleichungen 
+  stehen).  Dreiecke,  in  denen  zwei  Seiten  >  ISO"  sind,  sind  zudem  keine 
Dreiecke  im  engern  Sinn  mehr,  indem  ausser  den  drei  Ecken  noch  ein 
Schnittpunkt  jener  zwei  Seilen  vorhanden  ist. 

ä)  Hanptsätxe  über  da»  Dreikaut  oder  sphäri- 
sche Oreieck.  Ihre  Kenntnis  wird  aus  der  Stereometrie  vorausgesetzt, 
sie  mflgeii  aber  hier  kur?,  aufgeführt  werden. 

1)  Die  Samme  der  Selten  des  Dreibants  oder  sphärisclien  Dreiecks 
Ist  >0<'  lind  <360'',  Ein  sphärisches  Dreieck  mit  der  Seiten- 
summe  =  0"  wird  auf  der  Kugeloberfläche  zunächst  zum  Fnnkt  (all- 
gemeiner zum  beliebigen  ebenen  Dreieck,  vgl.  darüber  unten) ;  ein 
Dreieck  mit  der  Seitensumme  3600  degeneriert  zum  Umfang  eines 
Grosskreises  (die  drei  Ecken  gehören  demselben  Grosskreis  der  Kugel 
an).  Das  entsprechende  Dreikant  artet  im  ersten  Fall  zum  dreikantigen 
Prisma,  im  zweiten  zur  Ebene  aus, 

2)  Die  Summe  der  Winkel  Ist  >  180«  nnd  <5400.  Die  erste 
Grenze,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  oder  sphä- 
rischen Dreiecks  >  ISO"  sein  muss,  ist  unmittelbar  klar  (der  Grenzfall 
180"  entspricht  wieder  dem  ersten  der  vorigen  Grenzfälle,  ebenes 
Dreieck);  ebenso  ist  aber  auch  die  obere  Grenze  leicht  klar  zu  machen, 
sie  geht  auch  schon  aus  unsrer  Bedingung;  alle  Winkel  -c^lSO" 
hervor  (Grenzfall  540''  giebt  wieder  den  zweiten  der  vorigen  Grenz- 
Mle,  Ebene  für  das  Dreikant,  Halbkugel  für  das  sphärische  Dreieck). 

3)  Die  Summe  zweier  Seiten  ist  grösser  und  die  Differenz  zweier 
Seiten  kleiner  als  die  dritte  Seite. 

4)  Die  Summe  zweier  Winkel  ist  kleiner  als  der  um  180»  ver- 
mehrte dritte. 
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5)  Der  grossem  Seite  liegt  der  grössere  Winkel  gegenüber 
und  umgekebrt 

Zusätze    5  )  'sind  zwei  beiten  gleich   so  ainl  e«  auch  ihic  G  gi.ii- 
Winkel    uni  umgfkebit 
b^l  Gleichaeitigp  Dreie  ke  sind  lUo  aach  gleii.h winklig 
( lip  Seite  i^t  aher  iaboi  ginz  beliebig  zwischen  0"  und  120(  [Winkel 
zwischen  W  uni  lsO"i] 

6)  Je  nichdeui  die  Summe  zweier  Seiten  ^180'  ist  ■iuch  die 
Summe  ibrar  Gegenwinkel  ^180"  und  umgekehrt 

Zusatz    ba)  fcinl  iwei  Seiten  je  =  900    ^  sini  auch  die  beiden 
Gegenwinkel  reichte  Winkel,  und  umgekehit 

7)  Zu  jedem  behebigen  sphaiiachen  Dreieck  tann  man  ein  zweites  kon- 
struieien  dessen  Seitea  die  Supplemente  der  Winkel  und  dessen 
flinfcel  die  Supplemente  der  Selten  des  nrsprUngllclien  sind. 
Dipses  Dreieck  heisst  das  Polai  oder  Sopplementitr  Dreieclc  des 
gegebenen 

S)  DecEsces*.  einei  aphärisibon  Dreiecks  ist  dei  Übers thus«  Beiner 
Wlnkelsnmme  über  l&O".  Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ver- 
hält sich  zur  Oberfläche  der  Kugel  wie  der  Excoss  (in  Graden)  zu  720". 

9)  Legt  man  durch  jede  Kante  des  Dreikants  eine  Ebene  senkrecht 
zur  gegenüberliegenden  Seite,  so  schneiden  sich  diese  drei 
Ebenen  in  Einer  Geraden. 

10)  Legt  man  durch  die  Halbierungslinie  jeder  Seite  eines  Drei- 
kants eine  Ebene  senkrecht  zu  dieser  Seite,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Ebenen  in  Einer  Geraden,  der  Axe  des  um  das  Dreikant 
beschriebenen  Kegels. 

11)  Die  drei  Ebenen,  die  die  Fläohenwinkel  des  Dreikants  halbieren, 
schneiden  sich  in  Einer  Geraden,  der  Ase  des  einbeschriebenen  Kegels. 

Man  spreche  die  drei  letzten  Sätze  auch  für  das  sphärische  Dreieck  aus. 

Wie  lauten  die  Sätze  1)  2)  und  8)  für  eine  n-kantige  körperliche  Ecke 
(ii-Kant)  und  fßr  das  auf  der  Kugeloberfläche  von  n  Grossfcreisbögen  be- 
grenzte sjihärische  n-Eck  ? 

3}  Rechtwinkliges  Iti-eiliant  oder  sphärische» 
Dreiccli.  Der  wchtgste  spezielle  Fall  des  apharisiiien  Dreiecks 
ist  das  rechtwinklige  in  dem  ein  Winknl  —  90"  i&t  (zwei  Seiten 
flaLheö  des  Dreikdnts  stehen  senkrecht  autemandei)  weniger  wichtig 
ist  dat,  rechtseitige  odei  Quadranten  Dreieck  in  dem  eine  beite 
=  IQ"  lat     Einen  nucli  speziellem  Fall  "«lehe  bei  ö=)  in  2 

D  e  Fürmein  de=(  rechtwinkligen  sj  hariachen  Dieiecks  lassen 
sich  spLi  einfich  m  t  Hilfe  der  ebenen  Trigonometrie  aufstellen  (vgl 
unten)  und  man  kann  alao  ausgehend  vom  rechtwinkhgen  Dreieck, 
die  Beziehungen  zwischen  den  btucluii  des  schiefwinkligen  mittels  Zer 
legung    duich    eine    Hche    erhalten       Es    ist    aVer    uoizuziehen     diese 
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Formeln  zugleich  mit  dem  Nachweis  ihrer  allgemeinen  Giltigkeit 
zu  erhalten;  sie  sind  daher  unten  zunächst  mit  Hilfe  der  Coordinaten- 
transformation  e 


4)  Übergang;  vom  sphärischen  xum  ebenen  Drei- 
eck. Wenn  man  den  Badiua  r  der  Kugel,  der  das  sphärische  Dreieck 
angehört,  immer  grösser  werden  lässt.  so  zwar,  dass  die  Seiten  des 
Dreieclts  a,  b,  c  ihre  Längen  a,  b,  c  heibehalten,  während  sich  dann 
natürlich  die  Winkel  a,  ß,  y  Terändem  (die  Summe  von  «,  ß,  y  wird 
immer  kleiner,  kommt  der  Grenze  ISO"  immer  näher),  so  wird  das 
Dreieck  sich  immer  mehr  einem  ehenen  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  i,  t 
nähern.  Das  ebene  Dreieck  ist  also  der  Grenzfall  des  sphäri- 
schen und  die  Formeln  des  ersten  müssen  sich  aus  denen  des  zweiten 
ableiten  lassen,  indem  man  die  Längen  a,  &,  c  der  Seiten  des  sphärischen 
Dreiecks  im  Yergleich  zum  Kugelhalb m esse r  r  so  klein  annimmt,  dass 


gesetzt  werden  darf;  dies  wird  später  näher  auszuführen  aeia.  Vorläufig 
genügt  es  zu  merken,  dase  zu  jeder  beliebigen  trigonometrischen  Formel 
ira  ebenen  Dreieck  eine  ihr  entsprechende  im  sphärischen  aufgestellt 
werden  kann  nnd  umgekehrt.  Die  Gegenüberstellung  dieser  Formeln 
ist  vielfach  sehr  nützlich  und  stets  auszuführen,  auch  wo  im  Folgenden 
nicht  ausdrücklich  darauf  hingewiesen  ist. 

§  4S.    ßechtwiaklige  Coordiiiaten  und  Polarcoordiuaten 
im  Raum. 

Um  die  gegenseitige  Lage  von  Punkten  im  Raum  angeben  zu 
können,  bezieht  man  sie  wieder  auf  ein  Coordinatensj'stem.  Die 
beiden  für  nns  wichtigsten  räumlichen  Systeme  sind  die  folgenden: 

1)  Kechtwinklige  Coordinaten.  Zu  der  ai-Axe  und 
;/-Axe  der  ehenen  Coordinaten- Geometrie  (Abschnitt  I,  §  13,  Abschnitt  II, 
§  36  ff.)  kommt  noch  eine  auf  ihrer  Ebene  im  Ursprung  senkrecht  stehende 
Axe  hinzu,  die  ^-Axo  (auch  Applikatenaxe  genannt)  (Fig.  129).  Die 
drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen,  die  je  zwei  der  Coordinatenaxen 
enthalten,  heissen  die  Coordinatenebenen  und  zwar  y«,  ex,  »y-Ebene 
(Selten-,  Vertikal-,  Horizontal-Ebene) ;  der  ganze  Eanm  wird  durch 
sie  in  acht  Oktaiiten  zerlegt.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punkts  P  oder  {x,p,  z),  die  wieder  Strecken  der  Coordinaten- 
aien  mit  Rücksicht  auf  Länge  und  Richtung  sind,  d.  h.  stets 
ein  Vorzeichen  besitzen,  sind  die  Abstände  des  Punkts  von  den  drei 
Coordinatenebenen;  ^^(Abscisse)  von  der ^ ä- Ebene,  »/(Ordinate)  von 
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der  2fl;-El(eiie,  e  (Applikate)  von  der  ati/-Etiene.  Aus  den  Vorzeichen 
läer  Coordinatec  eines  Punkts  ist  wieder  ze  erkennen,  in  welchem  der 
acht  Eäume  der  Punkt  liegt,  Durch  je  zwei  der  drei  Coordinaten  eines 
Punkts  ist  seine  Projektion  auf  die  eine  der  Coordinateuebenen  gegeben. 
Für  einen  Punkt  der  a^jz-Ebene  ist  «  =  0  u.  s.  f.;  für  einen  Pankt  der 
\V  =  ^\ 


U.   S.  f. 


kel,  den  der  Radius  f 


3)  Polarcoordinaten.  Das  einfachste  Polarcoordiuaten- 
system  ist  das  folgende:  In  einer  Ebene,  der  Polai'eibene.  ist  eine  feste 
Axe,  die  Polaraxe,  und  auf  dieser  ein  fester  Punkt  0,  der  Pol,  gegeben 
(Fig.  129).  Um  die  Lage  eines  Punkts 
P  zu  bestimmen,  projiziert  man  den 
Strahl,  der  P  mit  dem  Pol  verbindet, 
auf  die  Polarebene.  Die  Strecke  OP, 
die  stets  absolut  zu  nehmen  ist, 
heisst  wieder  Badlns  vectoi"  oder 
Badius  v\  der  Winkel,  den  die 
Projektion  cles  Radius  mit  der 
Pülaraxe  macht,  gezählt  von  der 
positiven  Richtung  der  Polar- 
axe  aus  im  positiven  Drehungs- 
sinn von  0»  bis  360«,  heisse  ip, 
lelbst  mit  seiner  Projektion 
rebene  aus  aufwärts  von  O« 
bis  90"  und  abwärts  von  0"  bis  —90*"  (bei  Verbindung  mit  einem 
a-echtwinkiigen  räumlichen  Coordinaten  System,  S.  Fig.  129,  positiv  gegen 
+  z  hin,  negativ  gegen  —  a  hin),  heisse  0,  dann  ist  der  Punkt  P  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt  durch  ((p,  ©,  r).  Diese  Stücke  heissen 
die  Polarcoordinaten  des  Punkts  i*  oder  (ip,  0,  r).  Durch  (p  ist 
die  Projektion  des  Strahls  OB  auf  die  Polarebene  gegeben,  durch  0 
der  Strahl  im  Eaum  selbst  und  durch  r  (absolute  Strecke)  auf  ihm  der 
Punkt  P.  Man  könnte  0  auch  von  der  +  ^-Axe  aus  gegen  die  —  ^-Axe 
hin  durchzählen  von  0"  bis  ISO''  (vgl.  den  folgenden  g  46).  Dies  ent- 
spricht in  der  geodätischen  Praxis  der  Zählung  nach  „Zenitdistauzen"; 
doch  mag  es  zunächst  bei  der  im  Vorstehenden  eingeführten  Zählung 
von  O''  bis  -(-  90°  und  bis  —  90'',  der  Zählung  nach  „ HS hen winkeln' 
(von  der  Horizontelebene  aus)  bleiben. 

3)  Bezieltangen  zwischen  boiden  Systemen  (Fig. 
129).  Der  Ursprung  0  des  rechtwinkbgen  Sjstems  sei  Pol,  die  arjr-Ebene 
Polarebene,   die  a^-Axe   Polaraxo    1,-t- 1  denn   positiver  Zweig);   dann 


die  aüg 


iin  giltigen  Glfichungen 
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e  =  r  cos  O  cos  q)  \ 
f  =  r  cos  ©  sin  <^  \ 
1  =  r  sin  S ;  ' 

rcos&  ist  nämlich  die  Projektion  von  r  auf  die  a:?/-(Polar-)Ebene  =  Op, 
und  rsinQ  die  Projektion  von  r  auf  die  ^-Axe.  Aucli  (rcosQ)  hat 
immer  das  Vorzeichen  -h,  da  0  nnr  zwischen  —  00"  und  +  90°  sein 
Itann;  0  und  m  haben  dasselbe  Vorzeichen. 

Die  Gleichungen  (1)  quadriert  und  addiert  geben 
(1')        »-2  =  £ca  +  ^  +  «3, 
wie  aach  unmittelbar  klar  ist    (r^  ~  Op^  -i-pP^). 

Die  Gleichungen  (1)  dienen  unmittelbar  zur  Bestimmung  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punlits,  dessen  Pola 
dinaten    gegeben    sind.     Für   die   umgekehrte    Aufgabe 
man  aus  ihnen; 


rcoov- 
erbait 


'S  (9  = 


Sinqi 


y   "'~rcos&     '  ~  COS&     ~      sm&' 

Die  Form  der  Gleichnngen  (2)  ist  mit  Rücksicht  auf  allgemeine  Giltig- 
keit  und  mit  Beachtung  der  Lalande&chen  Eegel  gewählt. 

Aufgabe  1).     Die  rechtwinkligen  Coordinaten   des  Punkts  (IßSO  i'. 


630  17';  9S0,5O  m 
r  =  330,50  in 

())=       1680  i' 

zu  be 
reos0 

timmen, 
2.03  022 

sm@ 

9.66  755 
2.36  267 
9.94  707 

" 

2.80  974 

sc     J2.02  073« 

cos  cp  kgg  051« 
rcose!2.03  02aX 

(3:  =  —  104,89  m 

sin  f  '9.31  549 

\y-^    32,17  m 

y       1.34  571 

1  ^  =  +  204,05  ra. 

Aufgabe  ä)>  Die  Polarcoordinaten  des  durch  i 
Coordinaten  (+  430,41  m,  —  826,04  m,  +  132,15  m)  ge 
bestimmen. 


reos0 

2.73  236 

y 

2.51  327m 

y  =  -  326,04  ra 

e!> 

0.09  848 

s  =  +  132,15  m 

X 

2.63  388 

fg(f 

9.87  989« 

ije 


3.74  499 

a.  12 107 
O.Ol  268 
2.73  236 

jq)  =  3220  51' 21" 

0=    13  45    9 

9.38  871 

1  r  =  S55,89  m 

Die  beiden  Aufgaben  der  Verwandlung  von  räninlirhen  Polarcoordinaten 
in  räamlicbe  rechtwinklige  Coordinaten  nnd  umgekehrt  sind,  wieder  durch 
zahlreiche  Zahlenbeispiele  geläufig  zu  machen;  eine  Figur  ist  erst  allenfalls 
nach  Ausfilhrung  der  Rechnung  zu  skizzieren. 
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4)  Zwei  weitere  Aufgaben.  1)  Die  Entfernung  der  bei- 
den Pnnkte  Fi  oder  (.*i  jVi  »i)  und  -Pj  oder  {x^y^  %)  zu  bestimmen. 

Die  Auflösung  ist  ganz  analog  derselben  Aufgabe  in  der  Ebene,  vgl. 
§  37,  3.  Verschiebt  man  das  Coorditmtensystem  parallel  zu  seiner  alten 
Lage  BD,  dass  der  Punkt  Pj  Ursprang  wird,  so  zeigt  sich  nnmittelbar,  dass 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  noch  gelten,  sobald  man  in  ihnen  Öberall  an 
Stelle  Ton  x,y,s  die  Differenzen  (a;^  — iCi),  (j/a  — S/i)-  [H  —  ^i)  setzt  (Bnd- 
punkt voran!)  Sind  diese  Coordinaten-Differenzen  nicht  gross,  ao  kann  die 
Entfernung  r  nach  {V)  mit  Hilfe  der  Quadrattafel  aus  der  Gleichung 

r  =  ]/(^_-iCi)3  +  (j,2  — (,j)a  -+-"{^3  —  ^iP 
bestimmt  werden;  sonst  aber  ist  nach  den  Gleichungen  (3)  zu  rechnen. 
Beispiel. 


a:i  =  -t-  485,30 

,  3^2  =  +  560,40 

x^  —  xi  =  ^  75,10 

>!=  + 538,05 

pj  ^s  =  +  5GS,14 

i/a-yi  =  + 25.09 

El  =  —  868,41 

Ua  =  —  4Sa,08 

i,2-^j=  ^63,67 

a)lIitQuadrattafel: 

b)  Hit  den  Glei 

hungen 

(2): 

fe  — :e,)2=    5640,01 

y&-yi 

1.39  960 

e^  —  Hj 

1.80  393n 

in-m)^=      629,51 

£""(p 

0.02  298 

E^'^^e 

0.10  839 

{.2-^1)3=    4053,87 

fl^a  — a!i 

1.87  564 

TCOS0 

1.89  862 

,.   _      im'«.l,    '?* 

9.52  386 

ige 

9.90531« 

„»e 

1.89  863 

1      r 

2.00  691 

!■=.  101,60a. 

2)  Eine  vom  Nullpunkt  0  eines  räumlichen  Coordinaten- 
systems  ausgehende  Gerade  ö  schliesst  mit  den  drei  Axeu  dieses 
Systems  die  Winkel  Ö,  6,  ^  ein  (ö  der  Winkel  zwischen  &  und  ~i-x, 
t  der  Winkel  zwischen  G  und  -4-j/,  ^  der  "Winkel  zwischen  G  und  +«). 
Welche  Beziehung  besteht  zwischen  diesen  drei  Winkeln? 

Dass  eine  solche  Beziehung  bestehen  muss,  ist  klar;  wenn  man  zwei 
der  drei  Winkel  willkürlich  wählt,  so  ist  damit  die  Lage  der  Geraden,  d.  h. 
also  auch  der  dritte  der  Winkel  bestimmt.  Fällt  man  von  dem  beliebigen 
Punkt  P  auf  der  Geraden  G  die  drei  Lote  auf  die  Coordinatenaxen,  so  erhält 
man  die  in  Fig.  129  angedeuteten  Linien  Pcc,  Fy,  Pz.     Ist  01"=^  r,   so 


ist  aber 


w  ^  I    also  lautet  die  ge- 


suchte Beziehung  zwischen  S,  e,  ^  gemäss  Gleichung  (1') : 
«w3  ö  -4-  coiß  e  +  cos2  1  =  1. 

Die  Gerade  G  braucht  nicht  durch  den  Ursprung  zu  gehen.  Werden 
die  Winkel,  die  eine  heliehige  Gerade  im  Eaum  mit  den  Eichtungen  der 
drei  Aien  eines  beliebig  angenommenen  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
bildet,  mit  (x,  G),  i$,  G).  (s,  (?)  bezeichnet,  {(x.  (?)  ist  also  der  Winkel,  den 
eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  Ton  G  zur  u-Axe  parallel  gezogene 
Gerade  mit  G  bildet  u.  s.  f.),  so  ist  allgemein ; 

eos^  (x,  G)  +  eos^  {y,  (?)  +  cos^  {h  G)  =  1. 

Beispiel.    Ein  gleichseitiges  sphärisches  Dreieck  mit  der  Seite  90'> 
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§  46.    EntwicUung  äer  Pundam entalt urmeln  des  ^phai    I'reecL'i      41 S 

hat  zugleich  den  Winkel  =  DOJ  (speziellster  Fall  dog  sphir  a  hen  Dieiecks 
gleichseitig  und  rechtseitig,  zugleich  m  lUen  irei  Eüken  rechtwinklig)  ein 
solches  Dreieck  ist  ein  Oktant  der  Kugeloberfläche 

Einer  Kugeloberflätlie  ^om  Hilbmessei  1  m  Cfehurt  nui  ein  Dreii.i,k 
Ai  Ä^  Ä^  von  der  eben  braeichneten  Art  an  in  ihm  hegt  ein  Pnnkt  P  s 
dass  seine  Abstände  Ton  den  Ecken  A^  und  Aa  (auf  der  Engeloberfliche 
gemessen)  0,88  m  und  0,94  m  betragen    wis  ist  der  Abstand  PA^  (ehei  so)*^ 

Auflösung.  Durch  die  Grosskreisbögen  PI;  PA^.  PA^  weilen 
die  Winkel  gemessen,  die  der  btrahl  OP  mit  den  diei  Äsen  (den  Geraden 
OAi,  OA2,  OA3]  bildet;  für  diese  drei  Winkel  flnlet  iber  die  oben  ange- 
gebene Beziehung  (Summe  der  Quadrate  der  coi  gleich  1)  statte  Die  zwei 
gegebenen  Winkel  sind,  da  m  =  0,88  m,  n  =  0,94  m  ist  (vgl.  §  44,  1) 
0,88  ,  0,94 

der  dritte  p  ergiebt  sich  aus : 

cosp  =  1 —  cos^  m  —  eos^  n. 

Im  vorliegenden  Fall  findet  mau  die  Werte  von  m  und  n,  da  der  Halbmesser 

eine  runde  Zahl  ist  (sogar  unmittelbar  gleich  der  Einheit),  am  bequemsten 

aus  der  acc-Tafel,  es  wird  m  =  SO»  25'  13",  n  =  530  5I'  30" ;  damit 

(o3C«sji  =  9.69  563   (cos  p  =  0,49  617)  ,      p  =  6(S°15'n"    oder 

))=—■»■,    oder  da  hier    r  =  1     ist,      p  =  arcp  =  1,0516. 

Die  Antwort  lautet  a,lso:  die  gesuchte  Entfernung  ist  1,052  m. 

Wie  lautet  die  Determination  dieser  Aufgabe?  (m+n>-900  oder 
«rem-Harcn>f);  Grund?  Wann  liegt  der  Punkt  P  innerhalb,  wann 
ausserhalb  des  Dreiecks  jtj^a^B^ 

§  46.  Ällgemeioe  Entwicklung  der  Fundamental  formein 
des  sphärischen  Dreiecks  durch  Coordinatentransformation. 

^g  Sind  (x,  y,  g)  die  recht- 

winkligen Coordinateii  des 
j  Punkts  G  (vgl.  Fig.  130), 
ferner  ß'  der  Winkel  zwischen 
der  +  iK-Ax6  und  der  Projek- 
tion des  Eadius  0  C  auf  die 
X  !/-Ebene,  gezählt  wie  gewöhn- 
lich, endlich  a  der  Winkel,  den 
der  Radius  mit  der  ä-Akc  macht, 
gezählt  von  der  positiven  Rich- 
tung der  s-Axe  g^gn-a  die  xy- 
Ebene  hin  von  0«  bis  180",  also 


c     B 

b--..  i-- 

.  ^>'' 

V 
0 

g^cSf" 

^va--  r 

/> 

■'-'\A 

1  0,  st 
wird  nach  Gl.  (1)  des  vorigen  g 
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(1)        !  =  r  sin  a'imß'    } 

Bezieht  man  nuD  C  ntch  auf  ein  zweites  Coordinatensystem 
{a,  1/  s)  mit  demselben  Ursprung  (Pig  130)  desaen  Ordinatenaxe  mit 
der  des  alten  zuaammenrillt  (to  dibs  auch  die  t  -Ebene  mit  der  xe- 
Ebene  zusamraenfeUt)  während  die  <  A\e  mit  dei  x-Ax.6  und  also  auch 
die  V  Ase  mit  der  e  Axe  den  Winkel  c  bildet  und  sind  «',  ö  die  den 
Polart  00 rdinaten  i   «  entaprecUenden  in  diesem  zweiten  System,  so  wird 

(2)      1  ij  =rsinJ>sma   \ 

Zwischen  den  Coordinaten  {x,y,ä}  und  (^yV)  des  Punkts  0  in 
beiden  Systemen  bestehen  nun,  da  die  a:  «-Ebene  beider  zusammenfällt, 
gemäss  den  Formeln  fflr  die  Coordinatentransformation  in  der  Ebene 
(vgl.  g  16,  S.  141;  g  39,  S.  372/373J  die  allgemein  giltigeii 
Gleichungen : 

(3)      \v  =  y 

'     =  r  e,mc  -i-  /  cos  e. ' 

Setzt  man  in  (3)  die  Werte  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  in 
den  Polarcoordmaten  gemäss  (1)  und  (2)  angedrückt,  ein,  so  erhält 
man  wenn  man  die  dritte  ftleichung  voranstellt  und  alle  Gleichungen 
mit  I  dab  sclmn  zu  Anfang  der  Einheit  hätte  gleichgesetzt  werden 
können   dm ch dividiert 

/  cos '(  =  ^^«  b  sm  c  cos  <x  ■+■  cos  b  cos  c  \ 

(4)    I  iinaiinü  =smbsma'  > 

'■  sin  a  cos  ß'  =  sm  h  cos  c  cos  it  —  cos  b  sin  c.  ' 

Beschreibt  man  um  den  Nullpunkt  0  (die  Spitze  des  Dreikants 
(0,  s"  e  C'))  mit  dem  Halbmesser  0  0  eine  Kugelfläche,  die  die  5-Ase  in 
B,  die  ä'-Axe  in  Ä  schneiden  möge,  und  verbindet  die  Punkte  A,  jß,  C 
durch  Bögen  grösster  Kreise  (Schnittlinien  der  Seitenflächen  des  eben 
genannten  Dreikants  mit  der  Eugelfläche),  so  sind  die  drei  Seiten  BC, 
CA,  AB  des  entstehenden  sphaiiBchen  Dreiecks  gleich  a,  b,  c;  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  'leiten  AS  und  BC  ist  (als  Winkel, 
zwischen  der  a'Ä-Ebene  und  der  den  Kadiua  auf  die  iKf/-Ebene  proji- 
zierenden Ebene)  ß  —  180*'  —  ß'  und  der  Winkel  zwischen  den  Seiten 
£Ä  und -4  0'  (als  Winkel  zwischen  der  j;  s  Ebene  und  der  den  Eadius 
auf  die  x'if'  Ebene  projizierende  Ebene)  u  — «',  Damit  gehen  die  Gleich- 
ungen (4)  über  in  die  folgenden ; 
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(5)      j  sin  a,  ain  ß  = 


§  47.    Andere  HerleitEngen  der  Grundformeln  des  sphär.  Dreiects,      41& 

[  cos  a,  =  cos  b  cos  c  +  sin  b  sin  e  cos  a  j 

=  sin  h  sin  <t  \ 

=  cos  b  si/n,  c  —  sin  b  cos  c  cos  a. ) 

Bei  der  Herleitnog  dieser  Grnndformeln  des  sphärischen 
Dreiecks  mit  den  Seiten  a,  6,  c  und  den  Gegenwinkeln  «,  ß,  y  dieser 
Seiten  ist  keine  Voraussetzung  über  die  Grösse  der  Seiten  und  Winkel 
gemacht  worden;  sie  sind  also  allgemein  giltig,  selbst  für  solche 
Dreiecke,  in  dessen  Seiten  und  Winkel  >  ISO"*  vorkommen.  Die  drei 
Formeln  (5)  mit  den  aus  ihnen  durch  cyklische  Vertauschung  sich  er- 
gebenden würden  zur  Läsnng  jeder  Dreiecksaufgabe  (Dreikantsaufgabe) 
genügen;  der  bequemem  Eechuung  wegen  entwickelt  man  aber  aus 
ihnen  noch  weitere  Formeln  (vgl.  §  48).  Da,  wie  man  sich  leicht, 
überzeugt,  ans  der  ersten  der  Gleichungen  (5)  zusammen  mit  den 
beiden  Formeln  für  cos  h  and  cos  c  zu  drei  beliebigen  gegebenen  Stücken 
des  sphärischen  Dreiecks  stets  die  drei  fehlenden  bestimmt  werden 
könnten,  so  wird  oft  speziell  diese  erste  Gleichung  (5)  als  Grund- 
formel des  sphärischen  Dreiecks  bezeicbnet  und  es  lassen  sich  aus  ihr 
natürlich  alle  übrigen  Formeln  ableiten. 

Indessen  ist  ea  yorzuziehen,  an  den  drei  Formeln  (5),  wie  sie 
sich  unmittelbar  aus  der  Coordinatentransformation  ergeben,  als  ©mnd- 
formelü  festzuhalten  ä'). 

Die  soeben  gegebene  Herleitung  der  drei  Grundforraeln  ist  auch 
entschieden  die  beste,  weil  sie  zugleich  den  Nachweis  der  Allgemein- 
giltigkeit  dieser  Formeln  in  sich  trägt  ^^) ;  doch  mögen  zunächst  auch 
einige  der  sonst  meist  üblichen  Ableitungen  der  Grundformeln  mit 
Zuhilfenahme  spezieller  geometrischer  Figuren  i 


§  47.    Ändere  Herleitungen  der  Grnndformeln  des  sphäri- 
schen Dreiecks. 


Die  im  folgenden 
%  haben  den  Ulel&tand,  ■ 
kennen  lassen. 


;egpbenen  Beweise  der  Gleichungen  (5)  des  vorig-en 
.ass  sie  deren  allgemeine  Giltigkeit  nicht  er- 


1)  Die  oft  speziell  so  genannte  Hanpt- 
formel  dea  spliärisehen  Dreiecks  (s.  den  Sohluss 
von  §  46)  lässt  sich  so  nachweisen :  Zieht  man 
an  die  Seiten  AB  und  AC  des  sphärischen 
Dreiecks  ABO(Sig.  131)  in  A  die  Tangenten 
AD  und  AH  (errichtet  auf  der  Kante  OA 
desDreikantg  [0,  ABC]  im  Punkt  A  in  den 
Seitenflächen  AOB  und  AOG  die  Lote  AD 
und  AE),  so  schliessen  diese  den  Winkel  a 
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416     §■  47.    Andere  Herleitungen  der  Grimdformeln  des  spbär.  Dreiecks. 

(Flachen Winkel  gegenüber  der  Kante  00)  ein;  es  ist  nun,  wenn  der  Kugel- 
halbmesser  =  1  gesetzt  wird, 

AE  =  igb     ,       AD^tgo; 

OE=secl>    ,      OB^sece, 
somit  aus  den  beiden  Dreiecken  DAE,  das  den  Winkel  «,  und  DOE,  das 
den  Winkel  a  enthält; 

{DE]^  =^  t^b  +  tg^c-^tgb.tg  c.aos  a  =  sec^b  -\-  sec^  G-2aecb.secc.cos  a. 
oder  l  +  'itghtgccosa^'iseclsecccosa       oder,    wenn    mit 

2  Inrchlnidiert  und  mit       cosh.eosc    durehmultipliziert  wird : 


übeiem'itimmp  id 


Gleichung  (5). 

3)  Mit  Benützung  des  reclit- 
TvinkUgeu  sphärlsehen  Dreiecks. 

Es  sei  (Fig.  132)  0,  ABC  ein  in 
der  Kante  A  rechtwinkliges 
Dreikant  (die  Ebenen  AOB  und 
AOC  stehen  senkrecht  auf  ein- 
ander), so  ist,  wenn  EF  in  der 
Seitenfläche  oundi'Z>  in  der  Seiten- 
fläche c  senkrecht  zu  OB  gezogen 
werden,  l>EJ*'cin  in  D  rechtwink- 
liges Dreieck,  das  bei  E  den  Winkel 
ß  enthält,  somit 


~  EF  ~  OF.sina 

ED        OE.tge  _ 
~  EF  ~  OE.tga  " 


=  ^Ll^L  (2te  Gl.  (5)  mit  a  = 


m 


EI)  ~ 


OD., 


.  tgb 


(2ifdurch3teG!.15)mit(r=9( 


Endlich  giebt  die  Division  yon  (1) 

Mit  Hilfe  der 
«oks,  die  schon  bei 
Höhen 


id  (2)  in  Verbindung  mit  (8) 

.  =  cos  6  cos  e  (Itfi  Gl.  (5)  mit  a  =  90"). 

3r  vorstehenden  Formeln  des  rechtwinkllg-en  Drei- 

)scr  Gelegenheit  zu  merken  sind,  und  mit  Hilfe  der 

alle  Gleichungen  (5)  des  vorigen  %  ebenfalls  herleiten. 

Ist   z.    B.    (Fig.    133)    AD^V    der   durch    A 

gehende,  auf  BO  senkrechte  Grosskreis,   so   ist 

nach  (1) 

.    ,       sinfc'  .        ,  sink' 

smß  =  — ; — ■    und    sin  y  =  -^-=- ,     somit 


sin bdny  =  sin c sin ß  (3'eG. (5) cjkl. vert.). 
;)  Mit  Hilfe  des  Dreilauts  stereometrisch  oder  deskriptiv-geometrisch.*) 


*)  Es  ist  sehr  zu  empfehlen,  dass  der  Lernende  diesen  hCchst  anschau- 
lichen Beweis  an  einem  nach  der  beistehenden  Figur  seihst  anzufertigenden 
Modell  eines  Di'cikants  sich  klar  mache,  89) 
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Klappt  man  zwei  Seiten   des  Dreitants  in  die  Ebene   der  dritten  um,   so 
lassen   sich   alle  Gleichungen    (5)  direkt  aus  der  Figur  ablesen  (Fig.  134). 
O  Sind  die  drei  Seiten  des  Dreikants  neben 

Irip.  134.1  einander  gelegt  und  ist  OBj=  OBg=:l, 
(Omklappungen  der  Strecke  OB  —  l 
auf  der  der  Seite  6  gegenüberliegenden 
^  Kante) ,  so  erhält  man  die  Projektion 
B(^  von  B  auf  die  Seite  6  darch  Bi  Bd 
J-OC  und  ^aSo-L  OD.  Ist  ferner 
B^Bs-LBoB,,  Ji(,  B4 -L  So -Ba  onA 
GB^=CBi,DBi^DB^  (Zeichnungs- 
probe B^B^  =  B^Bi),  so  sind  B^OB^ 
^'         ■"'■  und  B^DB^  die  Umklappungen   der 

I  echt  winkligen  Dreiecke  BtjOB  und  B^DB,  die  bei  C  und  D  die  Winkel 
y  und  «  des  Dreikants  enthalten.  Zieht  man  noch2>E_LOC,  so  liest  man 
unmittelbar  aus  der  Figur  die  drei  Beziehungen  ab : 

00^  OE  +  B^F;     B^Bs^^ß^Bt;     GB^  =  DE  —  Dlr         oder 


ny  =  si 


-sinecshco'.a  aUo  iie  Gl  (5|  in  §  -ib, 
wobei  nur  an  Steile  der  zwei  letzten  Gleichungen  ("i)  die  xus  ihnen  mit  / 
an  Stelle  yon  ß  (damit  auch  c  an  Stelle  Ton  b)  sich  ergebenden  erseheinen 
Wie  müssen  die  Stücke  des  Dreikants  gelegt  werden,  damit  genau  die  eben 
genannten  Formeln  (5)  entstehen  ? 


§  48.  Die  Grandformeln  und  daraus  abgeleitete  Formeln. 
Hilfswinke].     Das  Polardreiect, 
1)  Die  ftrnnrtformeln.     Die  erste  Gleichung  (5)  in  g  46 
giebt  mit  den  weiter  durch  «ykllscho  Vertaiischui^  (vgl.  S.  223) 
zu  erhaltenden  : 

(  (I)    cos  <i  =  cos  6  cos  c  +  sin.  6  sin  c  cos  «  j 
(I)     I  (2)    cos  b  =  cos  c  cos  a  +  sin,  c  ein  a  cos  ß  )  CosinusS&tz 
'  (3)    cos  c  =  cos  a  cos  b -i- sin  a  sin.  h  cos  y  ) 
in  Worten :  Der  cos  einer  Seite  ist  gleich   dem  Produkt  der  cos 
der  beiden  andern  Seiten  plus  dem  Produkt  aus  den  sin  dieser 
Seiten  und  dem  cos  des  Gegenwinkels  jener  Seite. 
Die  zweite  der  Gleichnngeu  (ö)  liefert  die  Gruppe: 

I  (1)    sin,  a  sin  ß  =  sin  b  sin  « \ 
(II)     I  (2)    »in  b  sin  y  =  sin  c  sin  ß  \      ^nus-Satz 
'  (3)    sin  c  sin  a  =  sin  a  sin  y  ' 
oder  sin  a ;  sin  ft  ;  sin  c  =  sin  « :  sin  ß :  sin  y, 

in  Worten  L  Die  sin  der  drei  Seiten  verhalten  sieh  wie  die  sin 
der  gegenüberliegenden  Winkel,  oder:  In  jedem  Dreieck  ist  das 

Hammer,  Trigonometrie.    2.  Äiill.  27 
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]  -18.     G)undformoln.    Weitere  Formoln.     Polardreieck. 


(lU) 


(III) . 


Sinus- 

}  Cosimis- 

Satz.  90) 


Verhältnis  des  sin  einer  Seite  zum  mn  des  Geg-enwinkels  kon- 
stant.   Dieses  Yerhältnia  lieisat  der  Modiilus  des  Dreiecks. 

Endlich  erhält  man  aus  der  dritten  Gleichung  (5)  durch  cyltlische 
Vertauschnng  die  sechs  Gleichungen: 

t  (1)    sin  a  cos  ß  =  cos  h  sin  e  —  »in  h  cos  c  cos  a  i ) 

(2)  sinacos  y  =  coscsinb — sin  c  cos  b  cos  a  i 
I  (3)  sin  b  cos  y  =  cos  c  sin  a  —  sin  o  cos  a  cos  8  i 
I  (4)  sim  6  cos  a.  =  cos  a  sin  c  —  sin  a  cos  c  cos  ß  i 
j  (5)  sinccosa  =cosaMnb—sinacosbcosy\ 
y  (6)  ■  sin  c  cos  ß  =  cos  b  sin  a  —  ain  b  cos  a  cos  y  I ) 
Nochmals  ist  darauf  hinzuweisen,  dass  die  Gruppe  dieser  Gleichungen 
1  sicli  Tollständig  ebenbürtig  neben  (I)  und  (II)  steht,  wenn  sie  auch 
licht  üherall  dieselbe  praktische  Bedeutung  hat. 

3)  W^ eitere  Formeln.    Durch  Division  der  Formeln  (III) 
mit  den  entsprechenden  (II)  erhält  man 

1(1)  sin  u  ctg  ß  =^  dg  b  sm  c  —  cosc  cos  a  i 
(2)  sin a  ctg y  =  ctg e sinb  —  cosb  cos a  \ 
(3)  smßetg  y  =  ctgcsma  —  cos  acosß  1 
^''^'  1(4)  sin ß ctg a  =  ctg a sine — coseeosß  ( 
(5)  smyGtga  =  ctgasinh  —  cos bcosy  I 
l  (6)    sin  yctgß  =  ctg  isina  —  cosa  cos  y  { 


Aus  der  Gleichung  (lY,  6)  folgt: 
cos  bsinasinß 


■  cosacosysinß  oder  ^ 


3   (II,    1) 


I        '  smo 

=  COS  b  sin  a  —  cos  a  cos  y  sin  ß,    woraus 
sinacosb^  cosßsiny  +  svrtßcosy  cos  a. 
Diese  Sleichnng  entspricht  der  Gleichung  (III,  1),  nur  stehen  in  ihr 
Seiten,   wo  in  Jener  Winltel  stehen  und  umgeltehrt;   durch  cjklische 
Vertauschnng  erhält  man  die  sechs  Gleichurgen: 


m 


■  (1) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
.  (6) 


na  cos i 


^coBßsimy  +  sir 

ßcosycosa 

=  cos  r  sin  ß -i- sin 

ycosßeosa 

=  cos  y  sin  a  +  sin 

y cos a cos b 

—  cos  asiny-i-  sin 

acosycosb 

=  cosasmß  +  sm 

acosß  cosc 

■nßcosa 
sin  y  cos  a 

nycosl>  = 

Durch  Division  dieser  Gleichungen  mit  den  entsprechenden  (II)  ergehen 
sich  die  sechs,  den  Gleichungen  (IV)  ehenso  gegenüberstehenden: 


I  (1)  sin a ctg  b  ^  ctg ß sin y  ■+-  cos ycosal 

(2)  sin  a  ctg  c  =  ctg  y  sin  ß  +  cos  ßcosa\ 

\    (3)  sinbctg  c  =  ctgysma  +  cosacosbl 

I    (4)  sinb  ctg  a  ■=  ctg  asiny  -^  cos  y  cos  b  ( 

(5)  sincctga=  ctgasmß+  cos0cosc\ 

y  (6)  sin c ctg b  =  ctg ß sin a  +  cos tt cos c\ 
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Um  eudlich  noch  eine  Gleichung  zn  erhalten,  die  der  Gleichanj 
(I,  1)  in  derselhen  Art  entspricht,  kann  man  ans  den  Gleichungen  (V,  1 
nad  4)  stnaco'^h  ehminieren;  man  erhält: 

sm  ßc(jsa  =  cos  asiny-h-  cos  y  {cos  ßsiny  ~\-  sinß  cos  f  cos  a) 

—  cosamiy  +  cos  ß  cos  y  sin  y  +  sinß  cos  a  cos-  y     oder 
cos  asiny  =  —  cos ß cos  y  sm y  -i-  sinß  cos a  (1  —  cos^ y) ; 
dividiert  man  mit  siny  durch,  so  wird. 

(  (1)    cosa  = —cosßcosy-i-sinßsinycos(i.\i.im]ityfil1i>ix. 
(VII)    I  (2)    cos  ß  =  —  cos  y  cos  a  +  Mn  y  sin  a  cos  h 
'  (3)    cosy  —  —  cos  a  cos  ß  +  sin  a  sinß  cos  c. 
Von  den  bis  jetat  entwickelten  Pormeln  enthalten  (I)  und  {VII), 
<II),  (IV)  und  (VI)  je  vier,  (III)  und  (V)  je  fünf  Stücke  des  Dreiecks. 
Unbedingt  auswendig  zu  merken  sind  die  fett  gedruckten  (I),  (II),  (III) 
nnd  (VII). 

3)  Hilfswinkel.  Di  die  Poimeln  (I)' bis,  (VII)  mit  Ausnahme 
von  (IIJ  auf  der  rechten  Seite  eine  Summe  zeigen,  so  kann  man  sie  durch 
Einführung  eines  Hiifswiakels  zur  loginthmiscben  Rechnung  bequemer  machen 
(vgl.  besonders  §  19,  8.  179/180).  Es  seien  z  B  gegeben  die  beiden  Grund- 
formeln 

cos  a  =  cos  h  cos  c  +  sin  6  sin  c  cos  a       und 

Macht  man  die  Substitution  cos  b  =  m  cos  ti  ,  dtib  cos  a  —  m  sm  u, 
wobei  also  «  nnd  m  wie  gewöhnlich  eindeutig  bestimmt  sind  durch 

so  wird  <io««  =  mMs(c-»)   ,      sin  a  cos  ß  ^  m  sin  {c  -  u). 

In  der  Begel  lassen  sich  solche  Hilfawinbel  einfach  geometrisch  deuten 
(vgl.  i.  B.  über  m  die  Berechnung  des  sphärischen  Dreiecks  %  55  Fall  III»). 
Es  ist  übrigens  durchaus  nicht  immer  die  Einführung  eines  solchen 
Hilfswinkels  geboten,  vielmehr  empfiehlt  sich  sehr  häufig  die 
direkte  Anwendung  der  ursprünglichen  Formel  mit  Übergang 
auf  die  Numeri  oder  Benützung  der  Gausssehen  Logarithmen. 

4)  Polardreieck.  Die  Formeln  (I)  und  (VII);  (III)  und 
(V)  (IVj  und  (VI)  entsprechen  sich  je  m  der  Art,  dasa  die  einen 
Winkel  enthalten,  wu  in  den  andern  Seiten  voikommen  und  umgekehrt; 
durch  sie   wird  also    aheimals   die  Existenz   dea  Polar-  oder  Supple- 

mentar-Dreikants  nachgewiesen  [§  44,  3  7]   dessen  j  w-  i^  i  j  die 
Supplemente  doi      „  des  ursprünglichen  Dreiecks  sind.    Die 

GlPiehungen  ilI)  ent&prethen  sich  selbst 

Mit    Hilfe    de>    Pnlardieiecks    las^    aicli    au    jeder  im 
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sphärischen  Dreieck  aufgefEndenen  Formel  eine  Polarformel 
aufatelleß,  in  der  die  Seiten  der  ersten  durch  Winkel  und 
Timgekehrt  ersetzt  sind,  ei) 

%  49.     Di©  Gleichungen  toh  Delambre  und  Neper, 
1}  Delambre' »ehe   (üleichangen.    Die  Gleichungen  von 
Behmbre  und  Neper  im  sphärischen  Dreieck  entsprechen  genau  deaen 
von  Mollweide  nod  Neper  im  ehenen  Dreieck  (vgl.  g  23,  5);   man 
erhält  sie  am  besten  auch  auf  demselben  Weg  wie  dort.     Durch  Addi- 
tion und  Subtraktion  der  zwei  Gleichaugen   (II,  1)  und  (II,  3)  wird 
sin  a  (sin  ß  +  sin  y)=:sina  (sin  b-t-sinc) 
sin a  (sin  ß  —  siny)^sma  (sin  h  —  sin  c)  oder 

(1)  I  sin-^cos-^.cos^sm-^  =  s2njsm~^.0osjeos-^ 

(2)  I  s^n-^sm-^.cos^cos-^-=smJeos-'^.cosJS^n-^ 
Addiert  und  subtrahiert  man  ebenso  die  Formeln  (III,  1)  und 

(HI,  2),  so  wird 

(3)  mi-r-"-^—^  ..o^...<^^-L- 


(4) 


,s-^.cos-^cos-^ 


ö-c 


Endlich  erhält  man  durch  dieselbe  Behandlung  der  Gleichungen 
(V,  1)  und  (V,  2) 

,  a         ö+c  ir        b—c  a        g+v  a     ,    ß+y 

(5)     sin-^cos—^.cos-^cos—^  =  cos-^cos-~^.eos-^sm~-^ 


I         a    .    b+c 
(6)  I  sin-^sm—^.cc 


,  h—c 


-  .sm-irstn- 


a    .  ß-f 


Setzt  man,  um  d 


6+c 
h+c 

■**    2     " 
b—c 


lan  die  Gleiehun^en  (1)  bis  (6)  in  der  Form: 

(1)  ffW  =  mt  1  q't'  =  q  t       (4) 

(2)  </«'={«  »!  =  «'!•      (5) 
(8)  ».•«'  =  .»..  I         »s  =  ».'a'    (6) 
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§  49.     öleicliungen  t 


Ans  diesen  Gleichungen  folgt  z.  B. 

"    ^=7=^£- 

woraus  m  =  m'  und  ganz  ebenso  ferner  n  =  n', 

q  =  Q',f  =  f,  d.  h. 

(Vm) 

1    Gleichungen.  93) 

a         b—c  a    .    S+y  f 

Die  Gleichungen  (VIII)  heissen  «ach  ihrem  Entdecker  die 
j>e?fljH&»*eSchen  Gleit  hiint^en.*) 

Ann  di-r  Gleichnns  (*)  ergieht  eich  eigentlich  m—+m,  dass  nui 
da«  obere  Zeichen  erfordeibch  ist ,  geht  unmittelbar  ans  den  Gleichungen 
(Vni)  selbst  in  Verbindung  mit  der  Bestimmung,  dass  all?  bniten  und 
Winkel  des  Dieiecls  <180ii  sind  und  dem  Satz  6)  §  44  beryor. 

Dmch  cvklisohe  Vertiuschung  ergeben  sich  die  übrigen  Gleich- 
ungen Von  den  zwölf  im  ganzen  vorhandenen  entsprechen  iich  sechs  selbst 
poHr,  die  Übrigen  Bcch'!  je  paarweiie,  von  den  obigen  vier  z  B,  sind  die 
2  und  i>  sich  selbst  polar  während  die  1  und  4  sich  gegenseitig  ent- 
spiechen 

Um  die  i>eiöm&je  sehen  Gleichungen,  von  denen  jeie  alle  sechs 
Stmke  des  Dreiecke  enthält,  sich  zu  merkeu,  beachte  man,  dass  in  den 
Gleichungen,  die  die  halbe  Winkel  summe  enthalten,  dreimal  cos,  in 
denen    die  die  halbe  Winkeldifferenz  enthalten,  dreimal  siw  steht;  die 

Erwißuns  dasi )       }  bei  wachsendem  Winkel      ,    J  nimmt     liefert    leicht 

I  eos )  I  ib  ) 

die  weitere  Entscheidung  Die  angegebene  Eegel  ist  uamentlich  bequem, 
wenn  die  eine  iseite  der  aufzustellenden  Glenhung'  gegeben  ist  und  wenn 
man  sieh  in  Beziehung  auf  Funktion  und  Vorzeichen  hei  den  vorkommenden 
Seiten  und  Winkelsummen  und  Difteienzen  merkt  daas  dem  f^niui  lut 
einer  Seite  das  JHInus  Zeichen  auf  der  andern  entspiicht 

Mnemotechnisch  am  hequemstei  ist  wohl  fol^jende  F  rm  der  De 
JoiHÖi  es'hen  Gleichungen 


*)  Keist  werden  sie ,  aber  nicht  ganz  richtig ,  als  Gauss'sche 
GleiLhnn^en  bezeichnet  (Delatnire  1807  (in  der  Counaissauce  des  Temps 
für  1809,  die  im  April  1807  herauskam),  MoUieeide  1808  {Zach'B  Monatl. 
Corresp  fui  November  1808),  Gauss  1809  (ohne  Beweis  in  der  Theoria 
Motu=    l'-Oi,  S    51  mitgeteilt). 
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Vi  Aei  nur  za  meiken  lat  links  stehen  imnicr  swei  verschiedene  Funk- 
tionen (co-t  und  31«)  rechts  zwei  gleiche  die  Winkel  hnke  und  die  Seiten 
rechts  entsprechen  sioh  vollständig  eiidhch  dip  ?ohon  ange^Tiene  Eegel; 
„StKiis  luf  der  einen  gieht  Mmur,  auf  der  andern  feeite"  Diese  Form  der 
Gleichungen  (VIIT)  zeigt  sie  auch  am  hequematen  als  Siima  Satze  in 
gewissen  sphansihen  Dreiecken  deren  Stucke  lus  denen  dei  gegebenen  Drei- 
ecks zn  hildcn  sml  bildet  man  z  B  ein  Dreietk  in  dem  zwei  &  iten  _ 
nnd  .  -"JT-i  sind  und  mai.ht  man  df«  Gegenwinkel  der  erstsn  gleich  — ,  so 
ist  1er  der  zweiten  90°  —  P.7^-2  u  s  f  fnr  die  Anaihanune  wiid  aller- 
lings nioht  daseelhe  gewonnen  wie  durch  Fig  50  füi  die  Mollwetdeschsn 
(jleichung'en  m  dei  Ebene  is) 

Endlich  kinn  min  aber  zum  Anschieiben  \<-t  Peiofliöieschen  Gleich- 
ungen auch  auigehen  v  n  den  leicht  zu  melkenden  3fo!?w^ide  sehen  des 
ebenen  Dreinks  Btim  Übergang  vom  sphärischen  raf  das  ebene  Dreieck 
(vgl    %  53)  gehen  nämlich  die  vier  Gleuliungei  (MU)  der  Eeitie  nach 

2        2  2  2  2        i  2  2 

Die  erste  und  diitte  dieser  Gleichungen  'und  die  Mollioeide'sohert 
Gleichimgen  des  ebenen  Dreiecke  die  zwei  andern  die  aus  a+0-|-l'  =  18O'J 
im  ebenen  Dreieck  sich  ergebenden  Schreibt  man  ■ille  vier  Gldchmigen  in 
der  obigen  Art  an,  so  hat  mm,  um  die  ßelawlf eschen  des  sphärischen 
Dreiecks  zu  erbalten,  nur  noch  sin  vor  —  und  statt  1  den  cos  von  -—  und 
von  — —  oder     ~' t  gemäss  der  obigen  Eegel  über  die  sin  und  eos  zu  setzen. 


3)  Neper»ehe  Cileichnngen.  Aus  den  Formeln  (VIIT) 
erhält  man  nninittelbar  durch  Division  je  zweier  zusammengehörigen  dift 
leicht  za  merkenden  Gleichungen  (IXJ,  die  sich  auch  einfach  unmittelhar 
aus  dem  SJBws-Satz  ableiten  lassen  (wie  sie  denn  auch  200  Jahre  länger 
bekannt  sind,  als  die  Gl.  VIII),  nämlich 
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g  50.     Weitere  Formeln. 


«»- 


■''-^-:^& 


tg^ 


=c(ff-^--^— 


Gleloli- 


Diese  Gleichungen  heissen  ?t"eper'sth6  Gleichungen  oder 
Analogien  (Proportionen). 

Jede  Ton  iiinen  enthält  fünf  Stücke  des  Dreiecks;  von  den  vor- 
stebeoden  entsprechen  sieh  polar  die  nel)eneinandeiBteh enden.  Die  übrigen 
acht  im  Dreieclc  vorhandenen  ergeben  sich  wieder  durch  cyltlische  Vertaaschnng. 

Anmerkung.  Mit  Hilfe  der  in  den  §§  48  nnd  49  aufgestellten 
Formeln  lassen  sich  nun  auch  leicht  die  Satie  1)  bis  6)  in  §  44  nachweisen, 
was  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag. 


§  50.     Weitere  Formeln. 
I)  Eine    Funktion    eines    Winkels    oder    eines 
lialbcn  Winkels  ansgeclrnckt  in  den  ISeiten.     Um  für 

das  sphärische  Dreieck  Gleichungen  zu  erhalten,  die  den  Gleichungen 
§  23  (9)  bis  (13)  des  ebenen  Dreiecks  entsprechen,  kann  man  aus- 
gehen von  der  Pandamental- Gleichung 

cos  a  —  cos  B  eos  c  +  sin  b  sm  c  cos  a. 
Entwickelt  man  hieraus  die  Ausdrücke  für  (1  —  cos  a)  und  für 
(1  +  cos  a),  so  erhält  man 

•"■■" •'!+" 


smbsinc—coa 

a-hcosbcoso 

CO 

smb 

ine 

cos  (6 -c)— CO 

—     oder 

2«„»-S+«. 

^.^a  +  &-e 

2si»3 

T 

sinb 

mc 

1  hieraus  und  dorch  cyklische  Vertanschnng : 


2      r  sin  b  sin,  c 

.    ß__  -./sin(8~c)8in{s—a) 
sin  ^-  y  -      gincsina 

.     y__^  j/sin(s—a)  sin  {s—b) 
2      y  nin  a  sin  b 


_  -. /sin s.sinjs—a) 
"  r        ainbsinc 
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5  50.    Weitere  Formeln. 


Dttrch  Multiplikation  je   zweier 
nDgeD  (X)  und  (XI)  erhält  man  mit 


(Sil) 


istn 


8—ysins.sin[8~a).  * 


I .  sin  [s  ■ 


c) 


~  sinh  sine'     '"''     sine  sin  a'  "'"'     sinasinh 
Der  Ausdruck  S  Msst  der  Eckcii-S*»M*s  oder  die  Amplitude 

des  Dreiecks.  ^^) 

Durch  Division  je  zweier  zusammen geliöriger  Gleiclinngen  (X) 
und  (51)  c 


gcgsn 

■wird  endlich 

Je 

^/»ln{s- 
r        «ins 
j/sin(_s- 

-^Mn{s- 
r       sins 

-b)sin{s 
.sin(s  — 
-e)sin(s 
.«€»(.- 
a)sin(s 
.9in{s- 

-c) 
a) 

sln[s- 

-«) 

sin(s- 

-b) 

sin{S' 

-C) 

k 

T/sin  (s- 

a)  sin  (s 

—  *) 

Hn  (s  — 

c) 

....  y 

>s 

gesetzt  wird. 

über  die  geometriscte  Bedeutung  von  1  vgl  i]  55  I  Fall  Zm 
Berechnung  der  Winke!  «,  ß,  y  ans  den  gefffbenen  Spiten  i  '  eignen 
äch  noch  etwas  hesser  die  Formeln 


1 


n{s- 


-a) 


u.  8.  f.,  da  man  dann  von  den  ohnehin  zu  berechnenden  ^ogfsj»  (s  — a) 
u.  s.  f.  den  konstanten  log  k  zn  subtrahieren  hat.  Jedenfalls  sind  die 
Formeln  (XIII)  und  (XIV)  für  die  tg  der  halben  Winkel  die  wich- 
tigsten dieser  Gruppe. 

ä)  !Eine  Fnnktioit  einer  Seite  oder  einer  hallieii 
Seite  ansgedrücltt  in  den  Winkeln.  Um  analog  eine  Seite 
direkt  in  den  Winkeln  auszudrücken,  könnte  man  ganz  ebenso  aus- 
gehen von  der  Formel 

cos  (t  —  —  cos  ßcosy  +  sin  ßsmy  cos  a. 

Man  kann  aber  aneh  die  gesuchten  Gleichungen  aus  den  obigen 
ableiten  durch  Obet^ang  auf  das  Polardreieck.  Sind  «',  f>',  c'  die 
Seiten  und  «',  ß',  y'  die  Winkel  dieses  Supplementard reikants,  ist  ferner 


«  +  l3  +  ^  =  3ff,  so  wird,  da 

a-  =  ISOO  — « 

,      h'  =  \m'*  —  ß     ,     C':=1800 

s'  =  270»  -  ,7,      somit 

900-(tr_„) 

s'— ?/^900— (o— 13)     ;     .?'— c'  = 

a  femer 

„'  =  1800-0 

,     ß'  =  180^-b     ,     /  =  180n 
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^  51.    Der  sphärische  Bxcess  des  Dreiecks  oäer  Dreikaiits. 


sin  ß  sin  y 


GloichuL^  (Sil): 
Y  —cos  acos  (ff — o:)cos(cf— ^)cos((r— ;)  oder  mit 


i71=y—  cos  ff  cos  (ff—a)  cos  (a — ß)  cos  (ff — y) 
sina^—, — ü— ; — !sinb  =  -z 7— ;8*»c  =  —. -. — ^• 
sin  ß  sin  y                  sin  y  sin  a                  »in  ix  sin  ß 

Der  Ausdruck    2"  heiast   der   Polar-Ecken-Siw-Ms   (die    Co- 
Ainplitude)  des  Dreiecks,  ^ä) 

Ganz  ebenso  wird  aas  den  Gleichougen  (XUI)  und  (XIV)  mit 


¥. 


cos{a-u)cos{<j-ß)c 

■osip-y) 

—  coaa 

^  ~co8acos{a  —  a) 

cos  (ff -0) 

cos(u—ß)cos(<T—y) 

K 

' — cosacos[ü  —  ß) 

cos  (ff- ff) 

cos(<s—y)co8((j~a) 

ft' 

'  ~cosucos{<J  —  y) 

cos  (ff  -  y) 

■s(a-a)cos{u-ß) 
Über  die  geometrische  Bedeutung  von  l  vgl  §  55,  11  lall     Die 
den  Gleichungen  (X)  und  (XI)  polar  entsprechenden  stelle  man  seihst 
auf.    In  der  Gruppe  der  zuletzt  angeschriebenen  Gleichungen  aind  wieder 
(XVI)  und  (XVII)  für  die  tg  der  halben  "leiten  die  wichtigsten 

Alle  die  in  den  Gleichungen  (S)  bis  (Will  vorkommenden  Qua 
dratwnrzeln  sind  unter  den  in  §  44  gemachten  Vor  lus Setzungen  stets 
reell  und  sind  stets  positiv  zu  nehmen. 

Das  Verhältnis  8:S  (vgl.  (XII)  und  (i.V))  zwischen  dem  Ecken 
Sinus  nnd  dem  PoIar-Ecken-SiwMS  ist  gleich  dem  Modulnb  M 
d^  Dreiecks: 

S      sina      sinh      sine 
2J       sma       smy      stny 

§  51.    Der  sphärische  Escess  des  Dreiecks  oder  Dreikants. 
Flächeninhalt  des  sphärischen  Dreiecks. 

1)  Der  8i>hüri8che  iExcess  des  Dreikants  oder 
Dreiecks.  Gemäss  g  44,  8)  ist  der  sphärische  Escess  e  des 
Dreikants  oder  Dreiecks  definiert  durch 

(XYIII)       E  =  a  +  ß  +  y~  180°. 
Nach  der  Voraussetzung  2)  g  44  sind  also  0**  und  SöO"  die  Grenzen  für  e, 

3)  Fläclieninhalt  des  Dreieck»  anf  einer  Kngel 
von  liestimmteiu  llall»inc$»er  r.  Der  Flächeninhalt  F 
des  dem  betrachteten  Dreikant  entsprechenden  sphärischen 
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426       §  51.    Der  sphärisolie  Esoess  des  Dreiects  oder  Dreikants. 

Dreiecks  auf  einer  Kugel  von  gegebeuem  Halbmeaser  ist  dann 
der  sovielte  Teil  der  Eugeloberfläche,  als  der  Excess  von 
720".  Man  pflegt  in  der  Stereometrie  diesen  Satz  noch  kürzer  so  aus- 
zudrücken: der  Flächeninhalt  des  sphärischea  Dreiecks  ist 
gleich  seinem  Bxcess,  wobei  also  zu  beachten  ist,  dass  als  Mass- 
einheit die  Fläche  verwendet  wird,  die  dem  Escess  1"  oder  1 
oder  1"  entspricht. 

Es  ist  demnach,  wenn  r  den  Kugelhalhmesser  bedeutet, 

4  71-  !•  a      cO  lO  v^c 

Die  Gleichung  (XIX)  ist  auch  so  auszusprechen :  Auf  der  Kugel  vom 
Halbmesser  1  ist  der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks 
gleich  dem  «rc  seines  Exoesses,  ^^) 

3)  Exe  es  s  in  den  Seiten  aasgedrHckt.  Um  eine 
Funktion  des  Eicesses  in  den  Seiten  auszudrücken,  ist 

ß  +  ^  -(-  ;-  =  180»  4-  e  ;         ß -^  y  =  180»  -  (a  —  c) ,         somit 


Damit  ist  gemäss  den  DeicMw&re  sehen  Gleichungen  (VIII): 


=  COS  — -.cos -■ 

:d  nun  übereinstimmend  subtrahiert  und 


(2) 

In  diesen  Propi 
addiert.    Aus  (1)  erhält 


oder 


cos  (-^  —  ^jcos-^     cos  ^—^ — '-  CO 
(3)         tgl-tg  (^-4)  =  tg^J:±tg^J^'i  . 
Oanz  auf  demselben  Weg  erhält  maa  aus  der  Gleichung  (2) 

Dnrch  Multiplikation  der  Gleicliangen  (3)  und  (4)  wird: 
(XX)       tff^  =  j/tff^tff^^tff^^'*tff^~^. 
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§  51.    Der  sphärische  Escess  des  Dreiecks  oder  Dreikanta.       427 

Diese  Gleichucg  wird  naeli  ihrem  Entdecker  meist  als  L*JlttMier~ 
sehe  Gleichimg  bezeichnet. 

Beispiel  zu  (XX)  und  (XISl.  Auf  einer  Kugel  vom  Halhmesser 
10  m  liegt  ein  spli&riaebes  Dreieck,  dessen  Seiten  23,877™,  19,597  m, 
17,813  m  lang  sind;  wie  gross  ist  der  Flächeninhalt  dieses 
Dreiecks? 

Pur  die  Seiten  erhält  man  zunächst  im  Gradmass  {da  r  eine  runde 
Zahl  ist  am  einfachsten  mit  Benützung  der  are-Tafel) 

1300  43'  24"  ;         1120  16'  55"  ;         1020  3'  44". 

Das  sich  hieians  ergehende —wird  =  630  58'i8",alsoE!reesse=255052' 52". 

Da  r  tme  runde  Zahl  ist,  so  drückt  man  wieder  mit  Hilfe  der  ore-Tafel  e 

in  Halbm  es 'erteilen  aus ;  man  findet  arc  r  =  4,46  008  und  somit : 

F  =  r^.aree==  100  gm .  4,46  608  -  440,61  gm. 

Unwichtiger  sind  die  eben  so  leicht  wie  (SX)  nachzuweisenden 
Ghiifhungpn  für    am—  und  eos    -•■ 


stn-^  sm—^ 

sm-^sm—^ 

COB^ 

OSjCOS-^ 

cos^eos^-^ 

cos^-^cos'-^ 

r  die 

Gleichungen  für   smS-,   tff—  \i.  s.  f.,     z.  E. 

(XXII)        sinI-  =  2Msin  —  sinf.sinL     (wo  Jf  der  Modnlus  ist), 

/vvTTTi  -.    «  tg-^tg-^sina  tg-^fffjsinß  tg-^tg-^siny 

(ÄÄiil)  tg—  =  —         . =  — — 1^ 

l-htg-^tg-^cosa      l-^tg^tg^cosß      1  +  tg-^tg^cosy 
nnd  ähnliche. 

4)  Halber  Winkel  minns  Viertels-Exces»  in  den 
Seiten  ansgedrncht.  Wichtig  sind  dagegen  noch  die  Formeln, 
die  durch  DLYJsion  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  und  der  durch  cyk- 
lische  Vertan schuBg  zu  erhaltenden  entstehen  ^'),  nämlich 


«ff  h 


tg-^ty^ 


tg~^tg'-^ 
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428  §  52.    Das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck. 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (XS)  [ebenso  in  (XXI)]  ist 
jedenfalls  positiv,  dal  zwischen  0"  und  90**  liegt.  Ferner  geht  aus 
Gleichung  (3)  hervor,  dass  ig  f^— i.)  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  tg  * 
indem  ^~  und  ^^^  je  zwischen  0*  und  90"  fallen,  eo  dass  das 
Vorzeichen  ihrer  ig  positiv  ist,  Man  hat  also  auch  in  (XXIV)  den 
Quadratwurzeln  durchaus  nur  das  Vorzeichen  +  zu  gehen. 

§  62.    Das  rechtwinklige  und  das  rechtseitige  sphärische 

Dreieck. 

1)  Bechtwinkliges  Itveikant.    Der  wichtigste  spezielle 

Fall  des  sphärischen  Dreiecks  ist  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck. 

Der  rechte  Winkel  sei  «   «o  dass  «  die  Hypotenuse   6  und  v  die 

_  beiden  Katheten  «md  (im  Drell.^nt  schhessen  die 

Seitan  ö  und  c  den  rechten  Winkel  zwischen  sich 

ein    der  Seite  liegt  der  Pkchenwinliel    j  ^ 

egenuber)     Die  Tormein  für  diesen  iMcMigsten 
peziellen  Fall  sind  bereits  in  §  47,  2,  aus  der 
Figur  abgelesen  worden,  sollen  aber  jetzt  aus  unsern  allgemein  giltigen 
Formeln  (I)  bei  (SSIV),  mit  a  =  90",  nochmals  aufgestellt  werden. 
Man  erhält  mit  «  =  90«  aus  (I,  1) 

(1)  cos  a  ~  cos  b  cos  c. 
Aus  den  Formeln  (II,  1)  und  (II,  3)  ergiebt  sich 

sinasinß  =  smh   ,        sin a sin y  =  sm c  oder 

,     n      »in  &  ,  sin  e 

(2)  sin  8  —  -r — -  ;        sin  y  =  —^ • 

^  '  '^      sin  a  '       sin  a 

Aus  den  Formeln  (YI,  5)  und  {VI,  4)  folgt: 


sin 

Gdga^cosßcosc   , 

sin  b  ctg 

a  =  cosy 

m 

co.r  = 

fgb 
tffa' 

Die  Formeln  (VI, 

6)  und  (VI,  3)  j 

jeben 

sincctgh  =  ctgß  , 

mtlidi 

C  =  ctgy 

(4) 

"^-S.^ 

tgi  - 

süiJ>' 

Fem 

er  erhält 

man 

auB  (VII,  1) 

(5) 

co8a  = 

ctg  ß  ctff  y 

und 

endlich  : 

aus  (VII,  2)  und  (VII,  S) 

cos(: 

\  =  coshsmy  , 

cos,  =  cos  c  Sin  f 

(6) 

~  ftiny 

,           0O.0. 

cosy 
'■  sinß' 
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Diesb  spchs  Foimelti  sini  unbedingt  auswendig  zu  merken  Es  giett  eine 
Regel  {Ttn  Nepo),  aaeh  dei  man  sie  meohaniscli  anschieiben  kann,  es  ist 
aber  bester  iie  ein  für  allemal  zn  merken,  am  besten  durch  Vergleich  mit 
dem  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck  für  (2)  tis  (4)  in  «ih  |3  en,  ß  lg  ß 
stellen  rechts  die  gleiclien  Seiten  wie  im  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck  und 
man  merke  sieb  weiter,  um  (2)  bis  (4)  anzuschreiben  nur  nni.li  zwei  &mm, 
zwei  tan  /  eine  tang  und  ein  st«  ^) 

Die  ^n  die  Stelle  von  (XX|  tietende  Excessfoimcl  tüi  das  leoht 
winklige  Dreikint  liUt  sehr  einlach  ans    es  wird  nanilich  hn,r 

(71         tgl^t^^tg'^ 
Wie  ist  diese  OleiLhung  am  leichtestpn  aus  §  51  und  wie  am  einfaohateu 
lirekt  heizuleiten^     Di  min  mit  bestimmter  Vorau'''et2ung   [s   §  61,  2) 
sa§en  kann   das  sphärische  Dreieck  ist  gleich  meinem  Exoess    so  zeigt  sich, 
dass  die  (ileichung  (7)  der  der  Ebene  P  =  y  '"^  ^"^^  genaueste  entapiicht 

Über  den  durch  die  letzten  Bemerkungen  abermals  nahe  gelegten 
tbat'iäi.iilichen  TJbPiging  Tom  sphAnsuhen  zum  ebenen  Dreitik  vgl  die 
folgenden  §§,  besonders  §  54. 

Folgemngen  aus  den  Gleichungen  (1)  bis  (6), 

Aus  (1)  ergebt  sich: 

Stumpfe  Seiten  können  im  rechtwinkligen  Dreieck  nur  in 
der  Zahl  Null  oder  Zwei  auftreten.    Ferner  folgt  aus  (5); 

Wenn  einer  der  Winkel  >  900  (stumpf)  ist,  so  ist  entweder 
die  Hypotenuse,  oder  aber  der  andere  Winkel  ebenfalls  >  900. 
Aus  den  beiden  yorstehenden  Sätzen  oder  direkt  ans  (4)  ergiebt  sich  endlich; 

Eine  Kathete  und  ihr  Gegenwinkel  sind  stets  gleichartig, 
gUiehzeitig  <900  oder  >900,  gleichzeitig  spitz  oder  stumpf. 

Zusatz  Enthält  em  sphärisches  Dreieck  zwei  lechte  Winkel,  so 
sind  auoh  die  beiden  Gegenseiten  je  =  '^Qt,  d  h  das  Dieietk  iit  die  Hälfte 
eines  Kugelzweieeks    vgl  §  44   6» 

Alle  diese  Sitze  sind  aus  dei  Stereometne  bekannt,  es  ist  aber 
nützlich,  sie  aus  den  ohigcn  Gleichungen  nochmals  abzulesen 

3)  Sog.  Qnadranteu-Dreieck.  Von  geringer  Wichtigkeit 
lit  das  sogen  Quadr nuten- Dreieck  oder  rechtzeitige  Dreieck,  in  dem 
eine  Seite  z  B  «  =  90'  ist  Man  kann  die  Formeln  für  diesen  speziellen 
Fall  aus  den  illgemeinen  Gleichungen  fl)  bis  (VII)  mit  a  =  90",  oder  auch 
dadurch  ableiten,  dass  man  das  Dreieck  als  Polardreieck  eines  recht- 
winklia'en  Dreieck«  betrachtet  Die  Formeln  sind  die  folgenden; 
eob  a  —  —  eo-i  ß  cos  y  =  —ctgb  etg  c 


_  ist 


tsß 
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§  53.     Übergang  vom  sphärischen  z 


isß=       —. —  ;      cosy  = 


Auf  diese  Gleiclmngen  lassen  sich  älinliche  Sätze  gründen 
oben  für  das  rechtwinklige  Dreieck  aufgestellt  worden  sind. 


§  53.    Übergang  vom   spliärischen  zum  etienen  Dreieck. 

Noch  bevor  zur  Berechnung  beliehig;er  sphärischer  Dreiecke  über- 
gegangen wird,  mögen  in  diesem  kurzen  g  einige  Andeutungen  Aber 
den  Zusammenhang  der  Formeln  des  sphärischen  und  des  ebenen 
Dreiecks  gegeben  werden. 

Dnrch  drei  beliebige  feste  Punkte  Ä,  B,  C  des  Baums  gehe  eine 
Kugelfiä«he  von  beliebigem  Halbmesser  r;  jene  drei  Punkte  seien 
parweise  durch  Grosskreisbögen  mit  einander  verbnuden.  Das  so  ge- 
bildete sphärische  Dreiecic  ABG  hat  offenbar  um  so  grössere  Seiten 
(in  Gradmaes,  wie  seither  immer,  ausgedrückt),  je  kleiner  /■  angenommen 
wird,  um  so  kleinere  Seiten,  }e  grösser  r  angenommen  wird.  Sind  a,  -6,  c 
die  fest  gegebenen  geradlinigen  Entfernungen  der  Punkte  B  C,  CA, 
AB,  so  sind  die  Seiten  a,  h,  c,  bei  Annahme  eines  bestimmten  r,  zu 
bestimmen  aus: 

a  b  c 

(1)    2rsin-^=a     ,     2rsin-^=l    ,     2ysin-j  =  c       , 

5a  a,'  ^<  c  Selinen  in  Kreisen  mit  dem  Halbmesser  r  (Grosskreison) 
und  mit  den  Centriwinkeln  a,  b,  c  sind.    Die  Gleichungen  (1) 

si»  -y  =  2^ ,  sm-g  =  2  ^  ,  sin-^  =  ■^-  zeigen,  wie  auch  geometrisch 
unmittelbar  klar  ist,  d^s  bei  unbegrenzt  wachsendem  r  (und  fest 
gpgebenen  endlichen  Zahlen  für  a'  -6  c)  die  Werte  a,  h,  c  unbe- 
grenzt abnehmen  Im  Grenzfall  ;  =  oo  sind  im  Sinne  der  sphä- 
rischen Tngonometiie  ö  =  0  h  =  (i  g  =  0  geworden ;  die  Längen  a. 
-tu  c  sind  aber  konstant  geblieben  Es  ist  nur  an  Stelle  der  Kugel 
mit  dem  endlichen  Halbmesser  »  eine  solche  mit  co  grossem  Halb- 
messei,  eine  Ebene  getreten,  a.'a^  dem  sphärischen  Dreiecic  ein 
ebenes  Dreieck  gewoidpn  Die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  hat 
sich  dabei  von  (180'  +  *)  immei  mehr  der  Grenze  180''  genähert,  bis 
eben  im  angegebenen  Grenzfall  (ebenes  Dreieck)  in  der  That  die 
Winkelsumme  180^  geworden  ist  da  die  Kugel  in  diesem  Grenzfall 
den  Halbmessei  j-  hat,  so  i'.t  im  Vergleich  mit  dieser  oo  grossen  Kugel- 
oberflache die  Flache  des  Dreiecks  ^0,  f  ^^  0. 

Nehmen  wir  statt  der  oben  benutzten  ai  -&'  c  (geradlinige  Ent- 
ternungen  dei  Jrei  betrathteten  Punkte)  wieder  die  Längen  a,  6,  c  der 
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§  53.    Übergang  vom  sphärischen  zum  ebenen  Dreieck.  431 

das  Dreieck  bildenden  Grosäkreisbögen  nnd  denken  uns  mit  diesen  kon- 
stanten Längen  je  ein  sphärisches  Dreieck  auf  Kugeln  konstruiert, 
deren  Halbmesser  folgeweise  immer  grösser  werden,  so  sind,  wenn  r  deu 
Halbmesser  einer  bestimmten  Kugel  bedeutet,  die  Seiten  des  sphärischen 
Dreiecks  gegeben  durch  (vgl.  g  44  Einleitung): 

(2)  «  =  |t,     ,     b  =  ~Q     ,     C  =  ye 

und  auch  diese  a,  b,  c  nehmen,  bei  konstanten  a,  6,  c  und  wachsendem  r, 
fortwährend  ab ,  bis  im  Grenzfall  r  —  co  wieder  «  —  ö  =  c  =  0  ge- 
worden ist.  Aber  die  Verhältnisse  tt  ,  ^  ,  —  sind,  was  auch  r 
sein  mag,  stets  dieselben  und  verändern  sich  auch  nicht  mit  »-=00; 
das  sphärische  Dreieck  geht  in  diesem  Grenzfall  in  ein  ebenes  Dreieck 
von  ganz  bestimmter  Form  d.  h.  mit  bestimmten  Winkeln  über  (das  Drei- 
kant in  ein  dreikantiges  Prisma  von  bestimmter  Normalquerschnittsform), 
Da  mit  stetig  (unbegrenzt)  wachsendem  r  die  a,  h,  c  (bei  kon- 
stanten 0,  Ii,  c)  stetig  (unbegrenzt)  abnehmen  und  für  sehr  grosses 
(unendliches)  r  die  a,  ö,  c  sehr  klein  (Hnll)  werden,  während  die  Winkel 
a,ß,  1  endliche  Grösse  behalten  und  in  der  Gleichung  K+|3+j'=180"-i-e 
das  e  nur  immer  mehr  (unbegrenzt)  abnimmt,  so  entwickeln  wir  die 
Funktionen  der  Seiten  a,  6,  c  in  unsem  Grundgleichnagen ,  um  auf 
diesen  Grenzfal!  r  =  go  übergehen  zu  können ,  in  die  Reihen  (müssen 
aber  die  Funktionen  der  Winkel  unverändert  stehen  lassen). 

Mit-=— ,  —  =  — ,  —  =  —  (a,  &,  c  in  Gradmass,  0  in  dem  Grad- 
Q      r'  Q      r     (i      r  "■'   ' 

mass,   in   dem  a,  h,  c  gemessen  sind   [",  '  oder  "]  a,  i,  c  und  r  in 

demselben  Längenmass)  erhält  man  aus  (I,  1),  nämlich 

cos a  =  cosh  cos c  +  sin  bsinccosa: 

;) -j("r--['-(f-]-['-(^);-]^ 

f- — -■■)  T — ..-jcosa  oder,  wenn  man  annimmt,  dass  1— ]  bereits 
SO  klein  sei,  dass  (-)'[t)  "■  ^-  ^-  ""^^  ^1^°  ^^  ^o  mehr  I-]  .(-1 
u.  s.  f.  gegen   —     oder    —  ]■   —  u. s. f.  v 


Lässt  man  auf  beiden  Seiten  1  weg,  ändert  das  Zeichen  und  multi- 
pliziert mit  2r^  durch,  so  erhält  man  (im  Grenzfalle  r  =  co)  für  das 
ebene  Dreieck  die  Gleichung: 
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a^  =  )3^  +  c^-2bcoosa  , 
wie  bekannt' (Pythagor.  Lehrsatz  oder  Cos*WMS-Satz  des  ebenen  Dreiecks). 

2)  Ana  (II,  1)     sinasmß  =  sinbsina  wird  ebenso: 

oder  für  den  Grenzfall  des  ebenen  Dreiecks: 

asmß  =  'bsina     (SJMMS-Satz  des  ebenen 

3)  Ans  (III,  1)  endlich 

sin  a  cos  ß  :=  eos  h  sin  c  —  sm  b  cos  c  cos  a 
wird  auf  demselben  Weg: 


oder,  anter  der  Annahme,  dass  —  n  s  f  bere't  s  kle'n  geworlen 
sind,  dass  aweite  Potenzen  oder  Produkte  a  s  zwe  e  ste  P  ten^en  nm 
so  mehr  also  dritte  Potenzen . . .  dagegen  d  cl  t  mel  r  n  Betra  1 1  k  mmen : 


—  cosß  —  — — —costt   oder  m  t  r  durct  mult  1 1 7  ert  u  d  a   lers 
geordnet,  für  den  Grenzfall  des  ebenen  D  e  ecks 

c  =  acosß +  hcosci    (Projekt     s  Satz  1  s    be  e    Dre  cks). 


Wie  es  hier  für  die  drei  Grnndfo  mein  geze  gt  worden  t  so  kann 
man  zu  jeder  Formel  des  sphärische  Dre  eck  d  e  hr  m  etenen  ent- 
sprechende angeben  und  umgekehrt  Man  findet  na  nöl^D^n*' '^l  bei 
dieser  Vergleichucg  für  das  ebene  D  n eck  Fo  mein  de  n  cl  ts  sagen, 
als:  für  diesen  Fall  ist      «+ß  +  j=  1300      z   B    t  Igt  a  s  IVII) : 

COSa:=  —  COS  ßcOSy  -h  ß  Sl     }    0 

mit  a  =  0  (GrenzfaU  des  ebenen  Dreiecks) 

—  ros  a  =  (,  IS  ß  cos  y  —  ümßäiny 
d  h  —  ffs<x  =  cot.  (ß  ■+■  y)  oder  «  =  180"  —  (ß  +  y)  wie  bekannt. 
Bei  den  Def(7»wö; eschen  Gleiehnngen  (VIII)  die  äen  MoUwttde- 
schen  des  ebenen  Dreiecks  entspiechen  ist  ebenfalls  eine  solche  An- 
merkung schon  gemacht  die  Neji'tsi.hen  Gleichungen  (IX)  in  beiden 
DiBiHcken  entspreclen  sich  unmittelbir  ebenso  erhält  man  aub  den 
Formeln  des  §  0  1)  anmittelbar  alle  tormein  des  §  23  6)  (au<!  TV 
n  s  f  dagegen  «elbst verständlich  nur  n  —  0  &  =  0  c  =  0>  Seht 
wichtig  ist  die  Durchführung  des  Grenzübergangs  hei  den  Formeln  für 
den  sphärischen  Excess  (§  51);  in  der  That  zeigt  sich,  dass  die 
Formel  für  tg  1  in  den  Seiten  in  die  Gleichung  des  ebenen  Dreiecks 
J'  =  )/ä(S^  q)  (ä  —  fi)  (§  —  c)   übergeht    (womit    die   Ausdrucksweise: 
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Inhalt  des  sphins;,hen  DreieiLs  ist  gleich  semeoi  Bxi^ii  abermah 
gebtattet  erwbBmt  aus  den  Formeln  (SSIV)  werden  unmlttelb^r  wiedsr 
die  Gleichungen  [12)  £?  23  des  ebenen  Dreieckb 

Man  stPÜP  sich  a,uch  Aufgaben  wie  die  füllende    welche  Cleich 
uni{  im  aphanachen  Dreieck  entsprn,ht  der  Formel  des  ebenen 
I  =  ^  al  sm  y    i 

■    l       f,       ■    also  die  Formel  (XXIII), 
"       1  -i-tffi  tg-^cosy 
§  51,    wobei  der  Übergang    in  die  erste   mit  r  =  oo  unmittelbar  ein- 
zusehen ist. 

Man  führe  ferner  auch  diese  ganze  Grenzfallbetrachtung  für  den  Über- 
gang vom  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  (§  52)  zum  recht 
winkligen  ebenen  Dreieck  nochmals  selbständig,  vom  ^  orstehenden 
unabhängig,  an  den  Gleichangen  (1)  bis  (7)  des  §  52  durch  ((1)  gieht  den 
TylhagoräischMi  Lehrsatz,  (2),  (3),  (4)  geben  die  Definitionsgle  diungen  der 
Funktionen  sin,  cos,  taug  im  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck  (  )  i  (6) 
geben  nur  j^  -(-  j-  =  90":   {7|  geht  üb«  in  .F  =  ^  b  c). 


Kapitel    2. 

IR  SPHÄRISCHEN  DREIECKE  (DREIKANTE). 

§  54.    Berechnung  des  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreieeijs 
1)  GinleitaiiK.  Es  werd        na  h  t  w   d  r  nur  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  als  gegebene  oder  g       ht   Stn  k   b  trachtet.   Da  ein  belie- 
biges sphärisches  Dreieck  (Dreikant)  du    h  d     g  nz  beliebige  seiner  sechs 
Stücke  (anch  z.  B.  die  drei  Wink  1)  b    t  mmt     t  nnd  hier  u  =  90»  ist, 
so  ist  das  rechtwinklige  Dreikant  b    t  mmt  d  rch  zwei  ganz  beliebige 
seiner  fünf  Stücke.    Es  entsteh      al     d     t  lg  nden  6  Aufgaben : 
I.  Gegehen  zwei  Se  ten 

1)  Hypotenuse  und  eine  iathete, 
3)  beide  Katheten. 
II.  Wegeben  eine  Seite  nnd  ein  Winlcel: 

3)  Hypotenuse  und  ein  Winltel, 

4)  die  eine  Kathete  und  der  anliegende  Winkel, 

5)  die  eine  Kathete  und  ihr  Gegenwinkel. 
III.  Gegeben  zwei  Winkel,  nämlich: 

6)  die  beiden  Gegenwinkel  der  Katheten.  ^^) 
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DiP  Auflosung  dPi  famtlKhea  Aufgaben  eigiebt  sich  unmittelbar 
durch  BenutzuDg  der  Gleichungen  (1)  hia  (6)  m  §  h2.  In  welcher 
Weise  pntspreehen  sich  die  aufgei^tellten  Aufgahen  polar' 

Mau  heachte  die  über  das  &iihäii8che  Dreipck  überhaupt 
aufgestellten  Sätze  (g  44)  und  die  aus  den  genannten  Gleich- 
ungen gefolgerten  Sätze  (g  52,  Schlnss  von  I). 

Da  alle  Seiten  und  Winkel  zwischen  O''  und  ISO'*  liegen,  so  ist 
ein  aus  cos  oder  tg  bestimmtes  Stück  eindeutig,  ein  aus  5*« 
bestimmtes  im  allgemeinen  zweideutig. 

Was  die  Genauigkeit  der  Bestimmungen  betrifft,  so  liefert 
tg  oder  ctg  die  besten  Eesultate  (vgl.  §7,  S.  50  und  S.  54, 
n.  s.  f.).  Man  wird  also  stets  ein  gesuchtes  Stück  aus  seiner 
tff  oder  ctg  zu  bestimmen  suchen,  wenn  nicht  die  für  das  ge- 
sachte  Stück  sich  ergebende  geringe  Genauigkeit  in  der  Natur  der 
Aufgabe  begründet  ist.     Wenn  das  gesuchte  Stück 

I  nahe  bei  0°  oder  bei  ISO''  liegt,  so  kann  es  jedenfalls  aus  cos 
j     „       ,  900  ,      ,      „       „  „  ,    sin 

nur  sehr  ungenau  bestimmt  werden  und  es  ist  also  in  diesen  Fällen 
häufig  nicht  die  sich  unmittelbar  darbietende  Formel  zu  benützen. 

2)  Wie  einzelnen  seclis  Aufgaben.  Bei  der  folgenden 
Übeisitlit  der  einzelnen  Aufgabe  i  i^t  al  Auflösung  1)  itets  die 
bezeichnet  die  allo  drei  gebuchten  Stucke  unmittelbar  in  den  ge 
gebpnen  ausdrückt  Iie  Gleiclungei  der  inflo^ung  1)  sind  meist  zu 
verwenden  (tgl  übrigens  das  Vorstehende  wei  t  nur  ein  fehlen  Ics  Stuck 
Tetlanet  wiri  s  d  digegen  die  sämtlichen  fehlenden  Stucke  \erlanst 
so  ist  nanh  den  Auf  lu<inngen  3)  zu  rtcJinen  die  schärfere  Eesnltate  Uelem 
indem  iort  so  viel  als  möglich  tg  und  ctg  Formeln  benützt  sind  Die 
Zahlen1)6ispiele  bez  el  en  sieh  auf  die  Auf  lusnng  2),  ilso  aul  die  Voraus 
Setzung,  das?  all(  drei  fehlenden  Stllclie  zn  Itestlnimeu  s  i  d 

I  Fall  tet^eben  die  Hipotenuse  o  und  eine  Iiitliete, 
z  B  b 

aufl  1)  E.it  ^-.-^  «f[=~  c  y^t'/Uto« 
ß  ist,  trotz  der  Bestimmung  aus  siti  eindeutig  da  c  und  y  eindeutig 
sind ;  je  nachdem  c^_b,  ist  auch  y^ß   wonach  man  ß  zu  wählen  hat 

Determination.  Ans  der  Gleichung  für  coöc  filgt  dass  dei 
absolute  Wert  ¥on  cos  a  <  sein  mufs  als  der  von  cos!  d  h  das«  n 
näher  an  ÖO**  liegen  muss  als  b    dimit  die  Autgibe  mflghch  ist 

Ergiebt  sich  das  gesuchte  Stück  aus  der  es  gebenden  lorstehendea 
Gleichung  ungenau,  so  kann  nian  die  lei  ht  nai.1  znweiaendpn  Gin   lenützen 
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Hier  und  bei  allen  folgenden  Fällen  vergleiche  man  auch  diese  Formeln 
des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  mit  denen  des  rechtwinkligen  ebenen ; 

2.  B.  geht  die  Formel  für  tg ~  in  der  Ebene  üher  in  c  =  l/{a+S).[a-6). 
Aufl.  3).  Es  ist  c  wie  in  Aufl.  1)  zu  berechnen,  also  für  gewöhn- 
lich ans  cos,  oder  wenn  a  und  h  nahezu  gleich  oder  nahezu  um  180* 
verschieäen  sind,  so  dass  c  klein  oder  in  der  Nähe  von  180"  ist,  ans 
tg  cl^  (was  ist  aher  auch  in   diesem  Fall  über  c  zu  sagen ,  wenn  a 

und  ö  Messungs-Daten  sind?);  sodann  ist  tffß=  ^^>    tffr  =  Tmfc* 

Beclinuneapraiie :  tspigf^    —^. 

Znsätze      I=t  h  ,ehr  klein,  z.  B.  =  w",  so  ist 


Sind  a  und  6  beide  ?elir  klem,  z.  B.  et  =  m"  und  6 
Dreieck  als  ebenes  rechtwinkliges  Dreieck  berechnen,  in 
die  eine  Kathete  n  Längeneinheiten  enthält. 


»",  so  darf  mai 
n  die  Hypotenn 


iel:    a=    Sit"    i'   a5" 
b  =  142  17    10 

Eeosi 

9.08  133 
0,10  178w 

c  =     98  46      7 

eosc 

9.18  311« 

Auflösung  I)  ergiebt 

Esinc 
tgh 

0.00  510 
9.88  884» 

tge 
Esmh 

0.81178« 
0.21  345 

T  =     95    23      26 

0  =  141  57    85 
j-  =    95  S3   25. 

■  tgß 
tgy 

9.89  344« 
1.02  623k 

tgßtgr 

(Probe). 

0.91  867 

II.  Fall.    Gegelbeii  die  beiden  Katheten  &  und  c. 

tgh  tgc 

Aufl.  1).    Es  ist  cos a  =  cosocosc;   tgß  —  —. — :  tgy  =  -r-r- 

liecliDunssBrobe:  tgütgy^  -^. 

Ergiebt  sich  a  aus  cos  ungenau,  so  ist,  auch  wenn  a  allein  verlangt 
wird,  die  Auflösung  2)  zu  benützen. 

Anfl,  3).    Zuerst  ß  und  y  wie  in  Aufl.  1)  und  sodann  mit  ihrer  Hilfe 


Ist  6  sehr  klein. 
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436     §  5^-   Berechnung  des  reebt winkligen  sphärisehen  Dreiecks,  III.  Fall. 

Sind  6  und  e  beide  sehr  klein,  so  darf  man  das  Dreieck  als  ebenes  recht- 
winküges  Dreieck  berechnen,  in  dem  die  Katheten  &  und  c  Längeneinheiten 
enthalten. 


pie 

.    ^  =  1230 

12' 

9" 

tsß 

0.18  413« 

6  =  124 
c=    73 

18 
34 

17 

Esinc 

0.16  604  n 
O.Ol  809 

y=  ^3 

{') 

Esinb 

tffC 

0.08  299 
0.5S  056 

18 

59 

igy 

0.61  356 

n 

Ecosß 
Eoosy 

0.26154« 
0.62  606 

a=    99 

10 

6 

..j 

0.79  210  « 
0.79  210« 

In  dem  im  Teit  zuletzt  angefahrten,  nicht  selten  vorkommenden  Fall 
vers^  die  Formel  cos  a  =  cosb  cos  e  ganz ,  ohgleich  a  aus  gegebenen  & 
und  c  immer  acharf  bestimmt  ist.  Z.  B.  würde  mit  6  =  00  2'  0",  c  =  0«  3'  0" 
die  5-stellige  Rechnung  liefern;  logcosb=^Q,  logoosc^O,  also  logeosa  =  0 
(coa  a  ~  l),  also  a  =  0;  selbst  mit  7-stelligen  Logarithmen  kennte  man  a 
nicht  auf  10"  genau  auf  diesem  Weg  bestimmen  (man  würde  finden  a  = 
etwa  00  4');  der  angegebene  Weg  liefert  scharf  o  =  003' 36",8.  Bis  m 
welcher  Grenze  darf  dieser  Weg  benützt  werden?  (Reihenentwicklung). 

III.  Fall.  Gegeben  die  Hyitotenuse  a  und  ein  Winkel, 
z.  B.  ß. 

Aufi.  1).  'Elsisict(!y  =  GOsatciß;sinI>  =  sinadnß;tffc=tgacosß. 
b  ist  trotz  der  Bestimmung  aus  sit  e  ndeut  da  ;-  und  e  dflut  g  s  d 
je  nachdem  y  ^  ß,  ist  auch  e  S  ?    w  nael   man  b  z     Wdhlen  hat 

Ergiebt  aioh  6  aus  sin  nngenau     so     hält    nan        ff  nau       n. 
mit  Hilfe  Ton  e,  nämlich  cosb  =  ^^^  od  r   st        1  F  11    au  1    w 

6  allein  verlangt  wird,  die  Auflöaun^  2)  zu  benat    n 

Aufl.  8).    y  und  c  wie  in  Aufl.  1)  und  ö  ans  tgb  =  tgacosy. 

Beispiel,  i 


.  ßv=    370 

ß  =  ns 

48'     5" 
17    14 

tffß 

9.89  770 
0.18  273  n 

Y=  140 

16     32 

etgy 

0.08  043  n 

eo,ß 

9.88  600  u 
9.88  970 
9.73  944  m 

b  =  U9 

10    43 
56    20 

tgl 

tfJC 

9,77  570« 
9.62  914  n 
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IV,  Fall.  Gegeben  die  eine  Kathete  und  der  anliegende 
Winkel,  z.  B.  6,  y. 

tgb 
Aufl.  1).    Es  ist  cosß^^cosisiny,  tgc  —  sinhtgy,  tga  =  ~ — . 

Ergiebt  sich  ß  aus  cos  ungenau,  so  erhält  man  es  genauer  mit  Hilfe 
des  zuerst  zu  bestimm  enden  a  aus  sinß  = —. —  oder  man  benätze,  aach 
wenn  ß  allein  verlangt  wird,  die  Auflösung  3). 

And.  2).    Zuerst  a  und  c  wie  in  Aufi.  1)  und  dann  ß  aus 


^  =  50 

26'  ai" 

0    0 

(36 

Eeosy 

9.99  150 
0.19  193 

«  =  56 

45  19 

tga 

0.18  343 

sinb 

tgy 

9.84  519 
0.07  019 
9.73  895 

c  =  39 

öO  31 

tgc 
ctgß 

9.92  138 

ß  =  b6 

50  30 

9.81  514 

Y.  Fall.    Casus  ambiguus.  Gegeben  die  eine  Kathete 
und  ihr  Gegenwinkel,  z.  B.  b  und  ß. 


Aufi.  1). 


'"y=i:£k'     ^>^'--'9^otgß, 


Da  für  alle  drei  fehlenden  Stücke  sich  der  >««  in  den  zwei  gegebenen 
ausdniclcon  lässt,  so  ist  die  Auflösung  (im  allgemeiuBii  htet«!  zweideutig. 
Determination.  Da  sin  c  stets  positiv  ist  so  müssen  tgi  und 
ctgß  dasselbe  Vorzeichen  haben,  es  müssen  also,  wenn  eine  Lösung 
möglich  sein  soll,  &und  ß  gleichartig,  d.h. beide  gleichzeitig ^90'' 
gegeben  sein  (vgl.  g  52,  Schluss  von  1.),  Perner  folgt  aus  der  Gleichung 
für  sin  y,  dass  der  absolute  Wert  von  cos  ß  <  sein  rauss  als  der  von  cos  i>, 
d.  h.  dasB  ß  näher  an  900  liegen  mnss  als  h  {Grenzfall  ß  =  l>). 
Wenn  diese  beiden  Bedingungen  der 
sa.l  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfüllt  sind,   so  erhält 

man  {wenn  ß  und  h  verschieden  sind),  stets  zwei 
Lösungen,   wie   sich  auch  geometrisch  unmittelbar 
ergiebt  (vgl.  Fig.  136). 
^  Die   beiden   Werte  von  y,   c  und  a  sind  je 

Supplemente,  d.  h.  die  zwei  Lösungen  sind  Seben- 
dreiecke.  Der  spitze  Wert  von  a  gehört  zu 
den  gleichartigen  Werten  von  6  und  c,  da 
cos  a  —  cos  b  cos  c  ist. 
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ck  aus  der  einen   der  vorstehenden 


'iß  +  i). 
(ß-b)' 


Brgieljt  sich 
Gleichungen  ungenau,  ao  kann  man  die  Gleichungen  benutzen; 

tg  fL  +  450J  =  ±yetgi(ß+b)ctgi(ß-b)itg  (|+^5o)  =  +]/j. 

«ir(|  +  450)=  ±ytgk{ß+b}tgUß-by,  oder  tga^±y=^^^^^. 

Aufl.  3).  Es  ist  a  wie  in  Aufl.  1}  ku  herecIineH,  also  für  gewöhnlich 
aus  sin  oder,  wenn  6  and  ß  nahezu  gleich  sind,  so  dass  sm  kein  scharfes 
Resultat  liefert,  aus  einer  der  znletzt  gegebenen  Formeln  (Genauigkeit?) 
und  sodann; 

ctfff=  cos  a-tgß      ;      tge'  ^tga'  cos ß, 
wobei  a'  den  spitzen,  für  a  sich  ergebenden  Wert  bezeichnet.    Die 
beiden  Lösungen  sind  dann: 

Ij'i   =  /     ucd     l    y^  =  180"  —   y' 
ci  =  c'  \    C2  =--  1800  _   c'. 

Dabei  sind  also  >■,  und  c,  je  >  900,  wenn  |3  und  6  >  90»  sind. 


Be 

spiel  1. 

h    =  240  47'  38" 
ß    =  49    34  46 

sinb 
Eünß 

9.62  351 
O.U  844 

a'  =  33    25     6 

sina- 

9.74  095 

tga' 
co,ß 

9.81944 

Ei 

stes  Dreieck. 

Zweites  Dreieck. 

tgc- 

=  330    25'     6" 

«3  =  1460  34'  54" 

tgß 

=23       9    47 

Ca  =  156    50    13 

0.06  973 

JL 

=  45     34   43 

72  =  134    25    n 

ctgy' 

9.99  123 

=     680  40'  35"      ß  =     670    2'  13"; 
■-  1180  24'  30"      8  =  1200  37'  50"; 


eisp.  2. 
eisp.  3. 

Tl.  Fall.    Gegeben  die  lieiden  Winkel  f. 


und  V 


cosa  =  atg  ßctgy;  cos 6  —  -r— 
.   Zunächst  muas,  da  «  =  900  ist,  ^  4 


Aufl.  1).   Es  ist      CO 

Determination.  Zunächst  muas,  da  «  =  90»  ist,  ß-i-y>90'> 
und  <270<*  sein.  Ferner  muss  ß—y<,dO'^  sein  [vgl.  §44,  Öatz  2) 
und  4)].  Diese  Bedingniigen  ergeben  sich  auch  unmittelbar  daraus, 
dass  tgßtgy  absolut  >  1  sein  muss.  Man  hat  demnach  als  Be- 
dingungen der  Möglichkeit  der  Aufgabe  die  fdgeuden: 

Bind  ß  und  y  gleichartig,  so  muss  (3  +  j'>9ü«  und  <  270"  sein; 
„     ß    ,    ^ungleichartig,     ,     ^3—^  absolut  <  90"  sein. 

Ergiebt  sich  das  gesuchte  Stock  aus  einer  der  Yorstehenden  Gleich- 
ungen ungenau,  so  kann  man  die  Gleichungen  benQtzen: 
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's? 


^j/- 


cos  (ß  ~ 


oder     tg  a 


_V-Ci 


cos  ß cos y 


n. 


t9  2=Vt9kiß+7-^0°  tgi(i''-y+m]     tg  2-=y*3i(?'+|?-90<')t<?i(;-ß+ÖOO). 

Änfi.  2)     Zunächst  ist  a  wie  in  Anfl,  1)  zu  berechnen,  also  für 

gewöhnlich  ans  cos   oder  wenn  (ß  +  j-)  nahe  an  90"  oder  270''  Ist,  so 

pass  a  aus  co^  nicht  schaif  erhalten  wird,  mit  Hilfe  einer  der  znletzt 

1  I'ormeln,  uud  sodann: 

tgb  —  Ujacosy         ;         tgc  =  t'jacos  ß. 


(?  -  460  48'     7" 
j-  =  78    84   31 

ctgß 
ctgy 

9.97  266 
9.30  564 

a  =  79      3    31 

cosa 

9.27  830 

cos-/ 
tga 
cosß 

9.29  694 
0.71  373 
9.83  SSSg 

ft  =  45    42    14 

c    -    74    n    47 

tgb 
tgc 

O.Ol  067 
O54III5 

3)  Hinige  An  wen  «laugen.  Glen.li  hier  mögen  einige  wenige 
übunspn  über  dis  lechtwinlLge  Dreil>ant  eingeschaltet  werden 

1.  Anfg'.  Es  amd  zwn  rechtwinklig  zu^ammenstossende  Ebenen  ge 
geben  (Horizontal  ebene  und  Veifikal  ebene,  H  E  mid  VE),  deren  Duich 
schnittshnie  G  Orundriss  heissen  mig  (alles  wie  in  der  darstellenden  Geo 
metrie)  Durch  einen  Punkt  toh  &  ?ieht  man  eine  Qeiade  S  so,  dass  die 
Projektionen  von  S  aut  die  H  E  sowohl  »la  auf  die  V  E  in  diesen  Bienen 
45J  mit  ö  emschlii.s&en  (wie  man  für  manche  Zwecke  thatoii-blich  Gerale 
in  der  darstellenden  Geometrie  annimmt) 

Welchen  Winkel  x  bildet  S  selbst  mit  G,  und  n  eichen  Winkel  i/ 
bildet  6  mit  jeder  seiner  Projektionen  ^ 

Man  Ijse  solche  Aufgaben,  wie  diese  und  die  tolgende,  möglichst 
chne  Figur,  'le  dienen  dann  sehr  zur  Ausbildung  les  räumlichen  Vorstellangs 
Vermögens  Man  betrachte  hier  das  Dreikant  gebildet  aui  Ä,  G  und  der 
taueu  Piojektion  vn  S  Dieses  ist  in  der  zuletzt  genannten  Kante  recht 
wmkhg  dl  fetner  S  jedenfaüs  in  der  Halhieiungsebene  de^  rechten  Wmkela 
zwischen  HE  und  V  E  liegt  (Winkel  beider  Projektionen  mit  G  derselbe), 
90  ist  der  Winkel  in  der  Kante  G  150,  endlich  ist  die  zwischen  die-em 
Winkel  und  dem  rechten  Winkel  hegende  Seite  ebenfalls  45^  Min  hat 
also  gegeben  eine  Kathete  &  und  den  anliegenden  Winkel  y,  man  sucht  die 
zweite  Kithete  y  und  die  Hipotenuse  x      Ei  i't 


t'iy  = 


nhtqy 


_  tgb 


ilso  mit  den  hier  gegebenen  Zahlen 


--  =  j/2  i  oder  ^^  =  35016'  ,  ä=540  44' (4-steiag). 
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2.  Aiifc  Eine  regsimässige  vierspitige  Pjrainide  hat  zur  Basis  «n 
Qniiiat  lon  10  m  Spitenlän^e  und  die  "spitze  liegt  ebciifalh  10  in  Ober 
dn  Basis  Welche  Winl.pI  2i  bilden  die  'Seitenflächen  dei  P^iamide  mit 
einander  ?  Daa  rechtwinklige  Dnikant  dessen  Kanten  sind  zwei  sich 
folgende  Seitenkanten  und  die  H(he  hat  zwei  gle  che  Katheten  l    für  die 

ist  tgl)  =:     .-jp  —  y  y       wahrei  d  d  e  gleichen  Winkel  an   dei  H(  potem  se 

dip  Hälfte  x  des  gesuchten  Neigungswinkels  sml    ai  ist  also  hiei 

ig^c^  -^  ^  -^  =  1  1  +7/  b  =  7/^  -  1  2248         3,  =  500  46 

2ai  =  101032'. 

Denkt  man  sich  der  Höhe  der  Pyramide  nach  einander  Terschiedene 

(wachsende)    Werte    im   Verhältnis    zur    L&nge    der  Basiskante    beigelegt, 

z.B.  Höhe  =Oinal  (Grenzfall),  imal,  ^m^'i,    0,707...  f  ^ -[  y2  ]  mal, 

1  mal,  2  mal,  lOmal, ...,  oomal  (Gienzfall)  so  lang  als  die  Basiskante,  so 
nimmt  2x  allmälig  ab  von  ISO"  (unterer  Grenzfall  die  Pyramide  ist  zur 
Ebene  degenerirt)  auf  W"  (oberer  Grenzfall  aus  iler  Pyramide  ist  ein 
quadratisches  Prisma  gewoiden)      Man  veilolgo  dies  an  einigen  Zahlen 

Welchen  Winkel  y  bildet  in  1er  Torigen  Aufgiho  eine  Seitenflache 
der  Pyramide  mit  1er  Basisfläche  "^  (heisjiel  fm  rechtseitiges  und  recht 
winkliges    Dreikant      ibngena   unmittelbir   (7  y  =  -^  =  2      y  =  <"i'>  T  ) 

Grenzen  fur  y  bei  lici  bcii  ingegelenfn  \  eiandi'iung  von  h  sind  0" 
und  QGO 

"^khe  Aufgaben  bilde  mai  seil  t  zillieih  nitRlte  lei  einfacli^ten 
geometrischen  Gebilde 

3  Aufg.  Auf  euer  Kugel  \on  '•Q  im  Halbmesser  stossen  zwei 
GrosskreiBböjfen  y  n  je  0  m  Lange  m  einsam  Endpunkte  rechtwinklig 
zusammen  Wie  weit  sind  die  andern  Enlpnnkte  (auf  der  Kugel  gemessen) 
Ton  einander  entfernt  ^  —  Die  gegebenen  gleichen  Katheten  seien  b  s,o  ist 
hier  da  6  die  I  Inge  des  Kugelhilbmesser  hat  t  =  p  =  ^70  17  45  Ist 
ferner  a  die  Hjpotenuse    so  ist  hier 

cos  o  =  cos  6  cos  b.  oder  log  eos  a  =  2  toff  cos  b  =  9.46  584,  oder 
a  =  73O0'16".         Nun  ist  nach  n  gefragt,  also         a  =  ---r  oder 

Welchen  Winkel  cc  bildet  a  mit  jeder  der  beiden  Katheten? 

Antwort :     Es  ist  hier  iy  x  =  -^-^  — ,  ,     also   hier     log  tg  x  = 

E  loa  cos  &  =  0.26  708  ,      k  =  61«  36',L 
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§  55.     Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks, 
Man  verfolge  diese  Aufgabe  in.  der  Art,  dass  man,  mit 


beibehalt,   aber  r  ivachsen  lässt;  für  die  Werte  von  r  =  Im,   2m, 
10  ni,  100  m,  1000  m,  on  erhftlt  man  die  folgende  Zusammenstellung: 


r 

b  =  c 

*  =  . 

. 

.emerkun.. 

Im 

0,(Hb 

asose'SB" 

89"  37-  54" 

69,17  cm 

48-43-W 

estelliggärecLnet 

fi-irau.* 

am 

0,5  m 

WMS'M" 

W    9'    0" 

70,34   , 

450  5*' 16" 

6      , 

0,6  m 

5M3-*6" 

8»   5-15" 

70,65  , 

10  m 

O^m 

20  51'63",2 

4«   3'  3" 

'0,1     . 

45«   ^  '¥■ 

0,5  m 

0.  IT11",3 

70,7      „ 

1000  m 

0,5  m 

0»    1'43'-.13 

0=    2-35" 

70,7      , 

46"   0'   Cr" 

(oiLmltRelbonent 

™w> 

_ 

«. 

0°   V  0",00 

Die  Zusammenstellung      gt   da     m  t 
«  bald  sehr  genau  proportional       b  iinmt 
bleibt  und  dasa  der  Winkel  x        h      t 


i  m      d     Hypotenuse 

f   t  gan      iverändert 

t  45   0  0  ',00  sinkt. 


Man  rechne  ähnliches  b  d      G       filU  b  t  iere  Drei- 

kante und  sphärische  Dreiecke  und  untersuche  für  die  vorstehenden  Dreiecke 
auch  die  Flächeninhalte  (Formeln  (XIX),  (XX),  §  51,  Formel  (7),  §  52) 
im  Vergleich  mit  dem  des  Flächeninhalts  des  ebenen  Dreiecks  ( 
=  1250  qem. 


§  55.   Berecbuang  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 

1)  Elinleitiuis.  unter  den  gegebenen  oder  gesachten  Stücken 
des  Dreiecks  oder  Dreikaöta  seien  wieder  zunächst  nur  die  Seiten  a,  b,  c 
und  die  Winkel  a,  ß,  y  des  Dreiecks  (Dreikants)  verstanden.  Die  drei 
Winkel  sind  unabhängig  von  einander  und  das  Dreieck  ist  durch  drei 
ganz  beliebige  der  sechs  Stücke  bestimmt.  Man  hat  also  die  folgenden 
Fälle,  wobei  die  sich  polar  entsprechenden  gegenüber- 
gestellt sind. 

I.  Ggh.  die  dr«i  Seiten.  1  II.  Gglb.  die  drei  Winkel. 

III.    „     zweiSeitenii.ein>VkI.  |  IV.    „     z>veiWkl.u.eiueSeite. 
Die  Fälle  III.  und  IV.  bieten  je  zwei  verschiedene  Auf- 
iiten    I 
11  1  -nr-    1    1  i  oöer 
(Winkel ) 

[eine  )    ,  (dem)  ,  (Winkel)       ,.  ,..^ 

[  anliegen,  ™) 


gaben  dar, 


xhdei 


die  beiden  gegebenen  { 


Ma] 


I  einer ) 
hat  also  i 


S«g«uon.n    ,g^.^^ 

■scliiedene  Dreiecks- Aufgal 
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Beachte  auch  die  Sälae 
Stück  ist  eindeutig,  ein 
«weideutig.    Bestimmnng 

Über  die  Berechnung  e 


I  der  Seiten  im  Verhältnis  zum  Kugelhalbmi 


nus  den  drei  Seiten. 

4;  ein  aus  cos  oder  tg  bestimmtes 

sin   bestimmtes    im   allgemeinen 

sfffsiiid  die  schärfsten  (vgl.  §54,1). 

s  sphärisehen  Dreiecks,  in  dem  die  Längen 


■  sehr  klein  sind, 


2)  Die  sechs  einzelnen  Aufgaben. 

L  Fall.  Gegehen  die  drei  Seiten  «,  6,  c  (Vgl.  in  der 
Ebene  §  24,  III.  Fall.) 

Determination,  Es  muss  SeO**  >  a  +  ö  +  e  >  0  sein;  ferner 
mnss  die  Summe  je  zweier  Seiten  grösser  als  die  dritte  sein. 

1)  ■Wenn  nur  Ein  Winkel  verlangt  ist,  z.  B,  «,  so  kann 
dieser  nach  der  Formel  (I)  bereclinet  werden,  nämlich: 


Diese  Formel  läast  sieh  leicht  durch  Einführung  eines  Hilfswinkels 
zur  logarith mischen  Rechnung  bequemer  einrichten,  übrigens  auch  ebenso 
vorteilhaft  direkt  benutzen.  —  Ergiebt  sich  m  ans  cos  ungenan,  so  ist 
nach  (XII)  oder  (XIII)  zu  rechnen, 

2)  Erste  (vollständige)  Lösang.    Mit  Hilfe  einer  der  Formeln 
(X)  bis  (XIV),  am  besten  der  letzten.   Setzt  man  2s  = 
^  j/sin  (3  ^  a)  sin  (s  —  6)  siw  (s  —  c) 


^b-i-c. 


)  wird 


^(ffT 


ä&i=- 


Geometrisohe  Bedeutung  von  fc. 
Beschreibt  man  in  das  sphärische  Dreieck  den 
Inkreis  (Fig.  137)  [in  das  Dreikant  den  ein- 
heschriebenen  Kegel,  vgl.  g  44,  Sata  11), 
so  liest  man,  wenn  p  den  sphärischen 
Halbmesser  des  Inkreises  bedeutet,  un- 
mittelbar aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
ABU,  BFM,  ÜGM  ab: 
ß  -       tgy  y  _       tgp      _ 

.-^i^(r=T)   *^   -7.r(^^ 

Es  zeigt  "ich  also  damit  diss  k  •!  a  tj  des  sphärischen  Halbmessers 
des  Inkreises  ist  Wenn  man  seh  nur  ien  We^t  von  k  merkt  (beachte 
ddbei  die  Analogie  zui  Ebene,  %  2i   Wl  (14)    ao  liest  man  die  i  leiohungen 


fnr  die  fq  v 


'    bequem  aus  dei  Fignr  aV 

(1)  (s-a)4-(s~b)  +  is--c)  =  s. 

(2)  i-^*i'l''^'S-|-c*3|4' 


yGoosle 


s  den  ärei  Seiten, 


3)    Zweite  vollständige  Lösung.    Mit  Benützung  der  Gleicli- 
ung  (XSIV). 


=  /«! 


»llyiC  — »j'gjl'-g) 


(1)  (<.-»)  +  (i-S)  +  (.- 

(2)  «j|-as(|-|)aj( 

(3)  fi-4)*fe-i)- 


Jgji^-b).  ^Jy    MjgS(«-c) 


-J.-V.  r_ 


Wegen  der  Probe  (S)  för  die  ganze  Rechnnng  ist  diese 
Lösung  der  vorigen  meist  yorzuzielien. 

Beispiel  1)  nacli  beiden  vollständigen  Lösungen  [bei  der 
ersten  Ü k,  bei  der  zweiten  Em  auf  Scliiebzettel ')]. 


rt=    43 
6=    68 

c=    75 

4' SO" 
17  20 
48  10 

9.67  368 
9.35  101 

&  =    68  17  30 
0  =    75  48  10 

Esms 

9.88  746 
9.63  076 
9.48  483 
0.00  085 

2  s  =  187 

-  -    46 

10    0 
47  30 

9.19  430 

2s  =  187    10    0 
s=    98   35    0 

15  15 
38  50 
53  25 

Et 

9.00  384 
0.49  808 

t: " 

Em 

8.19 181 
0.90  4095 

*(H) 

s-b  =    25   17  40 
s-c  -    17  46  50 

0.38  554 
0.12  878 
9.98  291 

Vf.  -  =    46 

47  30 

Pr.  s=    93  35    0 

^  =    22  23  17 
^  =    36  37  37 

33  455 
48  33 
S  51 
S3  S2 

0.09  839^ 

JCsins 

0.00  085 

ercb^-.Mlfi 

1.80  819 

^  =    46     7  37 

-=32  2217. 

315  14;  ^  =  92  1514. 

«  =  44  44  34;  |3=  7 

^.-  ^ 

p  =  731518 

Probe:       90 

0    O5 

r=  92  15  IS 

*)  Die  Secbnmig  mit  ct<j  statt  tg  ist  insofern  wieder  elwfts  bequemer, 
an  die  Logarithmen    addieren  taiin;  vgl,  Bemerlimig  S.  249  oben. 
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§  55.    Dreieck  a 


1  drei  Winkeln. 


II.  Fall.  Gegeben  die  drei  Wiultel  u,  ß,  y.  —  (Polar- 
fall  des  vorigen). 

Determination.  Es  muss  540"  >  «  +  i^  +  >■>■  180"  gegeben, 
ferner  Satz  4)  g  44  befriedigt  sein. 

1)  Wenn  nur  eine  Seite  verlangt  ist,  z.  B.  a,  so  Itann  diese 
nach  Formel  (VII)  [direkt  ((?«4(ss'sche  Logarithmen)  oder  mit  Benutzung 
eines  Hilfswinkels]  berechnet  werden,  nämlich 


Ist  a  klein  oder  nahe  bei  180°,  so  daas  es  sich  aas  cos  ungenau 
ergiebt,  so  ist  nach  (XV)  oder  (XVI)  zu  rechnen,   s,  nächste  Lösang. 

2)  Erste  (vollständige)  Lösung.    Mit  Hilfe  einer  der  Pormeln 
(XV)  bis  (XV!I),  am  besten  der  letzten.     Setat  man  2ff=a-\-ß-hy, 


'S  9. 


>s(^-ß)  . 


*3ö  =  - 


)S{(T 


Bedeutung  von  k'.  Be- 
schreibt man  um  das  sphärische  Dreieck  den 
Umkreis  (Figur  138)  (um  das  Dreiiant  den  nmbe- 
schriebenen  Kegel  vgl.  §  44,  Satz  10)),  so  liest  man, 
wenn  B  den  sphärischen  Halbmesser  des 
Umkreises  bedeutet,  unmittelbar  aus  den  recht- 
winkligen Dreiecken  BFO.  GGO  und  AMO, 
für  die  leicht  nachzuweisen  ist,  dass  Winkel  FBO 
(=jrCO)  =  ff-a,  GCO{=GAO)  =  fT-ß,  HAO 
{=  E.BO)  —  a  —  y  ist,  die  Gleichungen  ab : 


-(f)= 


'»¥ 


.(.-H-r 


Es  zeigt  sich  also  damit,  dass  k'  die  etg  des  sphärischen  Halbmessers 
des  Umkreises  ist  Wenn  man  sieh  nnt  den  Wert  Ton  k'  merkt,  so  liest 
man  die  Gleichungen  für  die  tg  von  —  ,  —  ,  —  bequem  aus  der  Figur  ab. 
Auch  hier  ist  die  Analogie  zur  Ebene  zu  beachten  (auch  in  der  Ebene  ist 
z.  B.  Winkel  FBO  =  QOO^  a  =  [i{a-\- ß +  y)  —  ä]  u.  s.  f). 
Eechniingsprobeii:    (1)    {<f-a]  +  (<t -- ß)  +  {a-y)  =  (f. 

3)  Zweite  vollständige  Lösung.  Setzt  man  360»  — (a  +  b  +  t) 
=^e,  so  heisst  e  der  sphärische  Defekt  des  Dreiecks;  es  ist 
zugleich   der  sphärische  Excess  des  Polar dreieeks  und  man  kann 
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daher  mit  Hilfe  dieses  Polardreieckg  leicht  Formeln  entwickeln,  die  den 
Formeln  (SX)  bis  (XXIV)  polar  entsprechnn 

Da  jedoch  der  sphärische  Defekt  kemo  weitere  Bedeutung  hat 
so  ist  es  vorzuziehen,  die  genannten  Formeln  dirrkt  zur  Losung  zu 
verwenden.  Bildet  man  aus  den  gegebenen  Winkeln  den  Escess  s,  av 
lässt  sich  die  bei  der  zweiten  vollständigen  Lrtsung  der  vorigen  Autgabe 
benützte  örösse  m  berechnen,  nämlich  (vgl.  dort  Probe  2) 

m  =  j/tff  *  tff  ^1  —  i-J  *3  ^i  —  1  j  tg  (l—  i-')      damit  wird 

3_*3t.  ._aji'(|-i).  s-bjs{i-j}.        s^cj3[l--,] 

Eechnungsprohent     (1)     A+(«  — i)  +  (|.-^)  +  (l -^)  =  90«. 
(2)    tg-^  .ctg^-^.ctgt:^.ctgt^  =  —. 

Bei  der  letzten  Auflösung  erhält  man  wieder  eine  Probe  mehr 
als  bei  der  vorigen,  i"^) 

Beispiel  nach  beiden  vollständigen  Lösungen. 


9.65  855 
9.86  615 
9.92  590 
0,12  799 

ß  = 

75«  14'  20" 
95  95  30 
105  3«  40 

"(14) 

tgl 

9.38  204 
9.64  127 

ß=    95  25  30 
j-  =  105   36  40 

cos{a-ß) 
cosia-r) 

k' 
Er 

1  = 

96   16  30 

24     4    75 

9.73  903 
9.64  998 

2  (T  =  276    16  30 

a    s 

13   33    25 
23   38  375 
28  44  126 

(j  =  138     8  15 

9,57  869 
9.78  9295 
0.21  O7O5 

Em 

8.41  232 

ff—«  =    62  53  55 
a-ß  =    43  42  45 

9.20  616 
0.79  384 

a—y=    32  31  35 

9.86  Ö255 
0.07  685^ 
0.13  66O5 

Probe:E^ 

Pt.  ff  =  138    8    15 

Probe 

90     0    0 

0.17  588 
0.43  511 

1  =    36  SO  IO5 

1= 

70   12  22ä 

s-Ö_ 

38  42  11 
20     9  46 
16    20  24 

0.53  287 

E[-cosa] 

0,12  799 

4  =    53   51  565 

Probe:  E  fc' 

0,21  O7O5 

^50    2  36, 

^63  51  5S, 

a=73»'0'21";  Ö  =  100ö5'12";  c- 

07043"  53", 

a=  78»  lyas" 

z 

6-100  6  IS 

"-1  = 

70   12  21. 
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440     §  5a.     Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  dem  zwisehenl legenden  Winkel. 

Fall  III».  Oegeben  zwei  Seiten  und  der  eingeschlos- 
sene Winkel,  Z.  B.  ft,  c,  «  (vgl.  in  der  Ebene  §  24,  Fall  11^). 

1)  Wenn  die  dritte  Seite  «  allein  verlangt  ist,  so  kann  man 
die  Formel  (I,  1) 

cosa  =  cosbcosc  -^-sinhsmccosa 
direkt  oder  mit  Benützung  (?awss  scher  Logarithmen  anwenden. 

Beispiele  zn  diesem  sehr  wichtigen  Fall  vgl.  im  Kap.  3.  und  Kap.  4. 

2)  Erste  (vollständige)  Lösung.  Diese  Auflösang  ist  mit 
Vorteil  anzuwenden,  wenn  ansser  der  dritten  Seite  noch  einer  der 
fehlenden  Winkel  gesucht  ist;  sind  die  beiden  Winkel  ß  und  y  zu 
bestimmen,  so  rechnet  man  bequemer  nach  der  zweiten  vollst.  Lösung. 

Es  seien  gesucht  a  und  ß;  beide  lasseD  sich  bestimmen  aus 
den  zwei  Gleichungen  (I,  1)  und  (II,  1)  oder  besser  zunächst  (I,  1) 
und  (III,  1),  da  sich  die  beiden  letzten  auf  die  bereits  in  §  48,  3) 
angegebene  Ä.rt  leicht  zur  bequemern  logarithmi sehen  Eechnung  ein- 
richten lassen.    Setzt  man 

(1)      cos  1)  r=  m  cos  M      ,      sin  h  cos  «  —  »»  sin  u. 

so  dass  m  und  u  (eindeutig)  bestimmt  sind  aus 

.  tgu  =  tgbcosa    {wo  m  stets  zwischen  0"  und  180'') 

(21i  cosh    °^^'    sinbcosa  ,  „„ 

*■  '        m  =  —     =     -—. ,         so  erhält  man 

V  cosu  smu      ' 

(S)   eosffl  =  OTC(is(R  —  w)      ,      cosß^m — -^- — 

Um  fffFormeln  au  erhalten,  kann  man  besser  hier  noch  die  Gleichung 
(II,  I)  ebenfalls  benützen ;  man  erhält  schliesslich,  wenn  der  Wert  von 
;  wird : 

n(c~üy      "     ~       eosb     ' 
Geometrische  Bedeutung  von  m  and  m.    Die  Formeln  dieser 
Äuflösang  haben  den  Vorzug,   dass  sie  sich  unmittelbar  ans  der  Figur  ab- 

In  Figur  139  zeigt  sich  aus  (1),  dass  m  nichts 
andres  ist,  als  cos  h"' ,  wenn  u  den  an  b  an- 
^toisenden  Äb'ichnitt  der  Seite  e  bezeichnet 
Damit  laiiien  sich  die  Gleichungen  (3)  und  |4)  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ablesen,  das  a  aui  Hyx« 
tenuse  und  die  Höhe  A'  und  den  Abschnitt  (c  —  ti) 
zu  Katheten  hat. 

GT.nz    ähnliche    Formeln    fiir    den    fehlenden 
Winkel  j  laosen  sich  natürlich    dmch  Benützung  der 
Hi  he  ft     aufstellen   odei    aus   den  obigen   durch   cyklisilie  Vertauschung  (ß 
und  )    als    zugl'iih  b  und  c  vertauscht    a,  «  unveränleit  gelassen! 


m  >iiß=7, 
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ft=  76(143'  43" 
<;  =  130  31   20 

tgb 

0.62  734 
9.49  479  m 

tgu 

0.12  213b 

c-H=      6  31    SS 

tga 

sinu 

E>dn(c-u) 

0.48  390« 
9.90  207 
0.944425« 

^  =    87  19     6 

tgß 

1.S2  9S96 

tg  {e  -  u) 
Eeosß 

9.05  840« 
1.32988 

Uja 

3)    Zweite   vollständige  Lösung.     Mit  Hilfe  der  Belambre- 
schen  und  Neper  sahen  Gleichnngen.     Es  ist  nach  {IX) 


cos 

"a 

CÖS-^ 

sm 

womit  ß  und  y  (jedenfalls    scharf  wegen  tg)   bestimmt    i 
nach  (VIII) 


f  ^         ■    ß — y  ff— y 

Davans  sind  sin—  und  cos^  bestimmt  und  —  ist  also  aus  dem 
einen  von  beiden  jedenfalls  scharf  zu  erhalten. 

Da  hier  sin  tt^  und  cos  ^  ^  stets  positiv  sind,  während  cos  Eltl 
und  dn  B^ll  das  Vorzeichen  von  cos  ■  und  sm  _Il5  haben  und  sowohl 

sin  "  als  cos..^  sich  positiv  ergehen  muss,  so  rechnet  man  hier  wieder 
sin—  und  cos  —  nicht  doppelt,  sondern  mit  Beachtung  der  Zatand«- 
schen  Begel  (§  8.  IV.  Fall,  g  19,  S.  182  u.  s.  f.  Beachte  aber  besonders 
die  Analogie  zur  Ebene,  g  24,  Fall  IIs  2),  nämlich: 

Nachdem  die  Log.  von  Z,  N,  Z',  N'  und  daraus  die  Log. 
von  tff  ^jhl  und  tg  EJZZ  gebildet   sind,    geht    man    aus    der 
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vei  Winkeln  und  der  zwischenliegenden  Seite. 


Spalte  tg  oder  etg  m  die  letzte  Spalte  rechts  und  addiert  die 
Ergänzung  des  dort  au  entnehmenden  Log.,  der  noch  das  Vor- 
zeichen des  grössern  der  Log.  Z,  N  und  Z',  N'  au  geben  ist,  za 


diesem  grossem  Log,,  nm  logcos- 

Wi     cho    a  f'  deutet   st     st 
coät  scharf  best  m  nt    man  hat        m 
beiden  Logantl  men  aufzuscl  hge 


und  log  sm zu  erhalten,  i"^) 

entweler  ans  sm  —  o&^t  aus 


Be  sp  e 
dieses  erste  Be  sp 

6  =  1200  31  >0 
c=    7ft  4^  43 
a  =  108  12  27 

(das    Ibe  w  e  oben    6 
el  6  als  grO  se  e  &e 

t±l  =1  20  85  20 

^=    15  16  12 

u   1  c      n 

te    n  hal 

13 
9.96  748 

tauscht,  a 

111  für 

9.76  813 
9.57  163 

fi  —  c  =    43   47  37 

^  =  117   51  32 

Z 

N 

9.73  561 
O.Ol  057 
9.08  455>i 

Z' 

N- 

9.3S  976 

&  +  c=    197  15     3 

)-=    87   !9     8 

O.Ol  561 

^  =    56     7  22 
ci=112  U  « 

9.90  359 

*^  =    21  53  485 

9.17  603« 
9.90  853 

sin^±l 

9.99  506 
9.90  853 

•i''^^ 

0.65  106h 

„t=i 

9.43  617 

,„» 

9.74  618 

»""- 

9.91  920 

Fall  IV».  Gegeben  zwei  Wiiitel  und  die  eingeschlos- 
sene Seite,  Z.  B,  ß,  y,  a.  —  (Polarfall  des  TOrlgen;  ygl.  auch  in 
der  Ebene  §  24,  I.  Fall.) 

1)  Wenn  der  dritte  "Winkel  «  allein  verlangt  ist,  so  kann 
man  die  Formel  (VII),  nämlich 

COSa—  —  cos  ß  cos  y  +  mi  ß '<l    yCOb   1 

direkt  oder  mit  Benützung  (t«mss  scher  Logarthmen  anwenden 

2)  Erste  (vollständige)  LÖsnng.  Die<ip  Auf  1  s  ing  1  t  üit 
Vorteil  anzuwenden,  wenn  ausser  dem  dritten  Winkel  aoel  eine  der 
fehlenden  Seiten  gesucht  ist.  Es  seien  zu  bestimmfln  und  i  man 
kann  beide  finden  aus  (VII,  I)  und  (11,  1)  oder  besser  mnachüt  lus 
(VII,  1)  und  (V,  1)  da  sich  die  beiden  letzten  wieder  «ehr  eintacli  7ur 
bequemen  logarithmischen  ßeehöTiiig  einrichten  lassen     Setzt  man 

(1)  cosß  =  nsinti,      sinßeosa  —  ncocii, 

so  dass  n  und  ß  (eindeutig)  bestimmt  sind  aus 
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j  ctg  fi  =  tffß  cos  a       (wo  /i  stets  zwischen  0"  und  ] 
(2)      I  cosß  o^-  sin ß cos, 

'  "  sinn    ~        ''"s  n 

_      cos  (y  —  fi) 


j  erhält  man 


(3) 


^(y-ß)  , 


Um  igi-Formeln  zu  erhalten,  benutzt  man  wieder  hesser  aneli  noch  die 
Gleichung  (II,  1)  und  erhält  nach  Einsetznng  tod  m 

tgacosfi  cfg(y  —  ii)      wobei  fi  m  beatim- 

(*J      ^ff  *  -  ..o/ 1 ;   iget  —  -    ^—^      ,         ^g„  g^j,  (2). 


Ge( 


ische 


ijj^]^  nebenstehende  Fig.  140  zeigt,  dass  ;U  der  zwischen  a 
als  Hypotenuse  und  h'"  ab  Eathete  eingeschlossene 
Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreieclis  ist.  Die  Formeln 

~..^9VA         haben  also  wieder  den  Vorzug,  dass  sie  ans  der  Figur 

abgelesen  werden  können. 

Mit  Benützung  Ton  h"  oder  durch  cyklische  Ver- 
tauschung erhält  man  die  Formeln  für  c  (vgl.  den  vorigen  Fall). 


f(  =  12«o  18'   4" 
y^    63  42  14 

tgß 

0.13  395« 
9.45  911  n 

a  -  lOU  43  87 

ctg  11 

9,59  306 

fi=    68  36  18 
;>  — ^  =  — 4  54     4 

tga 
cosfi 

0.52  212« 
9.56  205 
0.00  159 

6  =  129  22  46 

tgh 

0.08  576)1 

ctg  [y  -  n) 
E  cos  h 

1.06  677  «. 
0.19  760  b 

a=    86  63    95 

tga 

1.26  437 

3)  Zweite  vollständige  Löaimg.    Mit  Hilfe  der  Detowiresc 
1  JVeperschen  Gleichungen.    Es  ist  nach  (IX) 


cös-2  sm— 
3  (jedenfalls  scharf)  bestimmt  sind.     Ferner  nach  (VIII) 
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i  Seiten  nni  dem  Gegenwinkel  dec 


Es  sind  dabei  wieder  die  bei  der  zweiten  vollatändigen  Auf- 
lösung des  vorigen  Falls  gegebenen  Keclmungsvoracliriften 
über  die  beiden  £  und  über  das  Aufschlagen  von -^  zu  be- 
achten, lo^) 

Beispiel  (dasselbe  wie  oben). 


,^  =  1260  IS'  r 
j^  =  es  42  14 
M  =  106  43  37 

^±1?  =  94020'  235" 
'iZlf  =  35  2  245 

ß-y=    62  35  50 
^  +  ^■=190  0  18 

&  =  129  22  48 
c=  59  17  59 

-1  =  53  21  485 
fc2  =  31  17  55 

«  _  143  26  32  L 
-Y   ~  i  43  26  35  r 
«  =  86  53  6 

ttl=    Sh    0  9 

,,.t=i 

9.90  441 
9.93 170 

9.90  441 
9.71  558 

Z 
N 

9.83  611 
0.00  124 
8.71  680« 

JV' 

9.61  999 
0.08  685 
9.77  412 

co,t^ 

8.94  052n 
9.77  578 

cos- 

9.99  334 
9.77  578 

^"'-^ 

1.11  981» 

^9'-^ 

9.84  587 

sin^ 

9.83  735 

cos^ 

9.86  097 

Fall  III".    (Erster)  Casus  amlbisnius.     Gei^eben  zwei 
Seiten  und  der  Gegenwinkel  de  n       ß        6  m 

ebenen  Dreieck  g  24,  Fall  11''). 

1)    Aufläsimg  durch  Zerleg         d      D         k 
winklige  Dreiecke  mittels  der  Höhe  h'"  g  E 

die  teiden  Teile ,  in  die  c  zerlegt  wir 
fetner  die  Teile  des  Winkels  j'  mit  /t 

ZiinäJihst  ist  nun  smß^ . 

sich  ergebende  apitae  Winkel  ist, 

allgemeinen  zwei  Dreiecke  (a.  liei  der  fo  uf         g     P 


Endhch  ist 


tg!i  = 


D  ^  tg  h"'  ctg  a. 


Die  Teile  h  der  Seite  c  und  /i  des  Winkels  y  sind  eindeutig  be- 
stimmt; sind  v'  und  v'  die  spitzen  Winkel,  die  sich  für  die  andern  Teile 
ergeben,  so  sind  die  beiden  Werte  von  e  und  von  y : 

C|=M  +  v'     ,    ca  =  u  — v'    ;    ji^ii  +  v'     ,    y^^n  —  i''. 

Diese  Aiif  lösung  ist  als  die  nächstliegende  und  einfachste  ganz  gut ; 
es  ist  nur  die  in  der  folgenden  gegebene  Determination  zu  beachten. 
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§  55.   Dreieck  aus  iwei  Seiten  mid  dem  Gegenwinkel  der  einen.     451 
2)    Zweite  Auflösung,    ß  ist  wieder  zu  be'.timmen  durch  den 
Sinus-S&ti,  nämlich        smß= , 

mau  erhält  also  zwei  im  Dreieck  mögliche  Werte  für  ß,  namlich  ß'  und 
(180"  —  ß').    Ob  beide  brauchbar  f.ind,  eigiebt  sich  au«  der  folgenden 
Diskussion,  die  sich  besonders  anl  die  Sat^e  5)  und  6)  des  §  44  stutzt. 
Es  sind  wieder  die  lolgenden  vier  Falle  möglich 

1)  Keiner  der  beiden  Werte  von  ß  ist  zullsMg 

2)  Beide  Luaungen  fallen  m  Eine  zusammen 

3)  Beide  Werte  sind  möglich  und  verschieden 

4)  Nur  Ein  Wert  ist  möglich,  der  andere  unbranchbai 
Determination.   Der  1.  Fall,  ieiue  Lösung,  ergiebt  sich, 

wenn  sim6  SJ»iß>  sijjtt  ist.  Dieser  Fall  Itaan  nur  eintreten, 
wenn  sinb"^ sma,  d.  h,  wenn  der  Gegenwinlcel  der  Seite  ge- 
geben ist,  die  weiter  von  90''  entfernt  ist. 

Der  3.  Fall,  beide  Lösungen  in  eiue  zusammenfallend, 
tritt  ein,  wenn  sinh  sina  =  sma  ist.  Das  Dreiecit  ist  dann  ein 
reehtwinliliges  mit  b  als  Hypotenuse. 

Die  Fälle  3)  und  4)  setzen  voraus,  dass  smh  sin  a 'C  ain  a 
ist.    Mau  hat  hier  nun  die  vier  folgenden  TInterialle  zu  untersuchen; 

1)  a  und  6  beide  <9Ö0. 

Ist  (f  < ö,   so  ist   die  Lösung  |  k    l ■   h     {'    J^   nachdem  «  ^  90"  ist. 

,    o>&,    ,     „       ,  „         stets  eindeutig,   und   zwar  wird  ,3<90<i. 

2)  ((>900  und  (i<90ü. 

Ist  6  näher  an  90»  als  a,  so  ist  die  Lösg.!  "**'  *.".  '^l  jenaohdera  w  ^  90"  ist. 
,    a.     ,      ,  9(F  ,    &,  ,    ,    „       ,  stetseindeutig, u.zwarwirdf(<900. 

3)  «<900  und  6>90^. 

Ist  ö  näher  an  90"  als  a,  so  ist  die  Lösg.j  ^^^^  *!^.  ^^.  je  nachdem  a  g  600  ist. 
,    o     „      „  900  „   &,  „    „    ,       ^  stetseindentig,u.zwarwird|5>0Oö. 

4}  a  und  b  beide  >  90». 
Ist  o>6,   so   ist  die  Lösung  j     "^  ^  j  ,   je   nachdem   «  ^  90»  ist. 

,    n<6,    ,    „      ,        ,        stets  eindeutig,  und  zwar  wird  |3>  90°. 
Aus  der  vorstehenden  Diskussion  ergieht  sich  folgende 
Zusaminenstellnng: 
I)  sirt. 6 siw. « > SM*  ».     Keine    Lösung.      Dieser   Fali    kann    nur 
eintreten,   wenn   der  Gegenwinkel   der  weiter  von  GO"  entfernten 


y  Google 


452     %  5&-    I>reieck 
II) 


i  Seiten  und  dem  Gegenwinkel  der 


sin  b  Hin  a  —  sin  a.      Zwei    zusammenfallende    Lösungen 
nnd   zwar  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  b   als  Hypotenuse. 
JII)  sin  b  sin  «  <;  xin  a. 

1)  a  näher   bei  90»  als  ö.     Die  Lösung  ist  stets   ein- 
deutig unii  zwar  ergiebt  sich  ß  gleichartig  mit  ö, 

21  b  näher  bei   90«  als  a.    Die  Lösnng  istr"'*'!^^!'.*'5l 
"        |unmoglich( 
,      \    gleichartig     I  ,  . 

le  nachdem  a  und  a{         ,   -  ,      :■    }  sind.  ^°^) 
}  ungleichartig!  ' 

Man  lese  diese  Determination  auch  wieder  aus  einer  Figur  mit 
Hilfe  der  Formeln  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ab,  ganz  ähnlich  wie 
es  in  der  Ebene,  g  24,  Fall  11'»  geschehen  ist. 

Ist  nun  ß  bestimmt,  so  erhält  man  -^  und  i  auch  mittels  der 
.Wy)e}- sehen  Gleichungen.   Wenn  /?  eindeutig  ist,  so  wird  unmittelbar: 

—     fn"-!-^.      2 "^^      ^    a  — 6  2 


Ist  ß  zweideutig  und  zwar  ß'  der  spitze  Wert,  so  ist  leicht 
nachzuweisen,  dass  mit 


ß) 


:«(({■- 


"} 


3  beiden  Werte  von  c  und  y  sich  ergeben  aus 

Anmerkung,    Die  inletzt  angeschriebenen  Gleichungen  lasseu  sich 
ch  aus  der  Figur  ableiten.    Es  folgt  aus  ilmeii  ferner: 


1)  a  =  102°  38'  4" 
6  =  36  21  48 
ß  =    48     0  10 


ejsplele: 

-=  1390  2'  52" 
=  66  13  16 
=  74  52  51 
=21     7  29 


9.77  850 
9.87  109 
O.Ol  064 
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Dreieck  aus  z 

wei  Seiten  und  dem  Gegenwinkel  der  e 

nen.     453 

a  +  b  _ 

690  31'  26" 

"'^ 

0.42  781 

».-■^J 

0.11  596 

a-b   _ 

8S     6  38 

„f+ß 

O.Ol)  749 

E„i+^ 

9.92  305 

«+ß  _ 

37  26  25 
10  33  45 

0.45  616 

^  = 

•»1 

0.33  504 

"i 

0.49  516 

"ä"     " 

65  U  13 

^BJW^^ 

0.73  683 

iä„-,i+» 

0.02  835 

7_      - 

72  16    lä 

"'-^ 

9.78  386 
9.81  435 

9.73  740 

Ü 

130  22  26 
144  32    3. 

0.72  940 

2)  w  =  80  20'  30"        6  =  llHo  37'  30"        a  =  W  3'  30". 

Die  Auflösung  ist  nnmöglich,  da  sin b sin  a'^  sina    ist, 

3)  <*  =  470  4'  80"        ft  -=  480  ss'  lo"        a  =  1*7»  9'  20". 
Hier  ist  zwar  smbsina<isina.    Da  jedocli  &  näher  an  90"  als  a  ist 
und  gleichzeitig  a  und  «  ungleichartig  sind,  so  gieht  es  keine  LösuDg. 


4)  «=430  49' 54" 
6  =  75  45  28 

&  +  (! 

6  —  0 

-  1100  S5'  2 
=    31   55  3. 

" 
1 

rnnh 
Esma 

9.98  644 
9.60  903 
0.15  955 
9.75  502 

sw  (ö  —  a) 
l!sin(b+a) 

9  + 

ß-- 

=    58  39  2 

^  =  34  40  20 

=    10  41  20 

sinß 
45  644 

Die  Auflösung  is 
i±l  =  590  47  41" 

zweideuti 

• 

9 

9.72  331 
0.60  069 

t-^  =  15  57  47 

0.23  498 

m' 

9.78  40O 

i±^^  29   19  40 

m 

9.69  142 

1.02  896 

ß''~'*=    5  20  40 

9.93 149 
0,73  172 

0.25  041 

Erstes  Dreiecli.  1  Zweites  Dreieck. 

- 

0.66  321 

i/ 

1.27  937 

-^=   560  23'  3"!  S^=    180  5' 20" 
ll^   73  37    4  i  7|=    10    8  10 

mn 

0.35  463 
9.02  821 

tu- 

1.06  337 
3.50  463 

0.17  73I5 
9.51  41 O5 

'S? 

c,  =  112  46    6 
>.i=U7   14  8 
öl  =   34  40  20 

C3=    36 
^,=    20 

0  52 
6  20 
9  40. 

0.53  168s 
3.25  23I5 

Fall  1Y*>.  (Zweiter)  Casus  nnibigims.  Gegeben  zwei 
Wiukel  lind  die  Gegenseite  des  einen,  z.  B.  «,  ß,  «.  (Polar- 
fall  des  TorlgenJ. 
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454     §  55.   Dreieck  aus  zwei  Winkeln  und  der  Gegenseite  des  einen. 

1)  Eine  erste  Auflösung,  die  der  1.  Anflesung  des  vorigen  Falls 
entspricht,  erhält  man  am  einfachsten  durch  Ühej^ang  auf  das  Polardreieck. 
Es  mögen  (h"'),  («}...  im  Polardreieck  dasselbe  bedeuten  wie  h"',  ii . . .  im 

nrspringlichen.     Zunächst  wird      sinb  —  — --; ;    daraus    ergieht  sieh, 

wenn  J'  der  spitze  Wert  ist,     öj  =  6'  ,    63  =  I8OO  — 6'  ,    d.  h.  man  erhält 
im  allgemeinen  zwei  Dreiecke  (s.  die  folgende  zweite  Auflösung).    Ferner  ist 


■^{h"']  =  smaHnß;     ig  {u)  ^  -  tg  ß  cos  a.     COs{v)^ 


M(fe"')' 


endlich  ctg  (fi)  = —  cosßtga  ,      cos  (*>)  =  —tg  (h"')  ctg  et 

Damit  werden  dann  die  gesuchten  Stücke  d     be  d  n  D        ke : 

„=(«)  +  (.■),     R  =  (»)-M  ;     c,  =  M  +  ()        ^=w-(n 

Auch  bei  dieser,  ganz  guten,  Auflösung  ist  selbst       tändl  h  d     I  iskussion 
zu  beachten,  die  bei  der,  folgenden  aweiten  Äuflö      g      g  g  b        t. 

2)  Zweite  Auflösung.    Es  ist  wieder  ö    u   b   tmm  n   durch 

den  Simis-Sa.tz,  nämlich 

.   ,       sin  a  sin  3 
sinh  =  -^. —  — ; 

man  erhält  zwei  im  Dreieck  mögliche  "Werte  6'  (spitz)  nnd  (180"  —  b'). 

Durch  die  Diskussion  der  vorstehenden  Gleichung,  die  der  fnr 

den   vorhergehenden  Tall  ausgeführten  ganz  analog  ist  und  ebenfalls 

mit  Hilfe  einer  Figur  und   den  Formeln  des  rechtwinkligen  Dreiecks 

verifiziert  werden  mag,  gelangt  man  zu  folgender 

Determination: 

I)  sin  a  sin  ß ';>  Hin  a.     Keine  Lösung.     Dieser  Pall  kann  nur 

eintreten,  wenn  ß  näher  bei  90"  liegt  als  «  (die  Gegenseite  des 

weiter  von  90'^  entfernten  Winkels  gegeben  ist). 

II)  siM  a  sin  ß  =  sin  a.     Zwei  zusammenfallende  Lösungen 

und  zwar  ein  in  b  rechtseitiges  Dreieck. 

ni)  sin  a  sin  ß  <  sin  a. 

1}  ff  näher  hei  90»  als  ß.    Die  Lösung  ist  stets  eindeutig 

und  zwar  ergiebt  sieh  h  gleichartig  mit  ß. 

izweideutitr  t 
unmöglich!' 
,  ,  ,1     gleichartig     \     . 

je  nachdem  «  und  a\         ,■■.,■)  sind. 
^  \  ungleichartig  \ 

Ist  nun  ö  bestimmt,  so  erhält  man  X  und  _  wieder  mittels  der 
JVeper sehen  Gleichungen.  Wenn  h  eindeutig  ist,  so  wird  unmittel- 
bar (s.  die  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe): 
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li  Winkeln  und  der  Gegenseite  des  einen.     455 


ndeutig  ULd  zwar  h'  i 


9  =  ctg^i 


IctffP- 


spitze  Wert,  so  ergeben  sich  mit 
(    ,  _sin{ß-h  a) 


j     __  sin  (ö'  —  ») 

die  beiden  Werte  von  y  und  c  ; 
1  iff^^^Vpq 


{  2  =fS—^ 
ä  den  GleicliuDgen 


!  '«^=/! 


^l=/f:."') 


AnnieTkung.    Aus  äen  letzten  Gleichungen  ergiebt  sieh  femei 


i    '»^'»^ 
spiele. 


«=  102"  18' 22" 

ß=isa  i»i9 

ö  =    63  14  11 

a  +  j3=     235»   2'  11" 
K  -  ^  -  —  80  25  27 
o  +  &  =     201     4  11 
Q  _  (,  =  —  74  35  49 

6a  =  137  50    0 

6i  Tiöinoglich. 

9.95  079  j,g  „  „ji,j,,  g„ 

d.S6  602  Si>>lstala^,so 
O.Ol  010  I3t  die  L 


^=    117"  31'    5^" 

^z:^  =  — 15  12  435 

9,90  064 
0,73  795m 

0.73  0B6ä« 
9.66  467w 

t±^=    100  32    65 

O.Ol  549 

^z:^=-37  17  545 

"l 

iO.35  541 
io.85  539 

tgl 

0.41  072 

1  z=    m  11  40 

--    =      68  40  26 

0.00  738 
9.78  245« 
0.56  556n 

0.58  105b 
9.94  7855 

y    =     132   23  20 

9.88  181s« 

c  =    137  82  52 

3)        a  -  630  i'  SO"      ß  =  jjo  3'  20'      a  =  87«  4'  30". 

Lüflösung  ist  unmöglich,  da    mi asinß'^ sina    ist. 
3)        ß  =  470  S'  30"      ß  =  ißO  54'  10"      a  =  1330  2'  10 ". 
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456     §  55-   Dreieck  a 


i  Winkeln  und  der  Gegenseite  des  e 


Hier  ist  smasinS<.sm a.    Da  jedoch  ^3  näher  an  90''  als  ix  liegt  und 
gleichzeitig  a  und  a  ungleichartig  sind,  so  giebt  es  keine  Lösung. 


4)  •)  a  =  1600  27'  47"  ß 
ß^    30  81  31    ß 


«=      1900  59' 18' 
tt  =  —  129  56  16 


■9.76  751  jDieAnf- 

9.70  579     lösung 

(|0.47  571  [istzwei- 


nb     I0.949OI  f  deutig. 


950  29'  39" 

04  58    8 

9.66  SS9« 
&98  811M 

dniß  +  cc) 
Esinlß-a) 

9.28  014)* 
0.11  535« 

h'  +  a^     103  28     9 

P 

8.65  240 

P' 

9.39  549 

^'j^  =  -  40  41  38 

sm  [6'  —  a) 

9.99  508» 
0.34  388« 

^9'^ 
(3^ 

9.98  447« 

Erstes  Dreieck. 

Zweites  Dreieck. 

A=  170  23'    7" 

^2=    80   9' 49" 
£a  =  U  44  32 

9 

0.33  896 

ä' 

0.55  515 

^=43  22  22 

P3 

P 
1 

8.99  136 
8.31  344 

/  3"          9.95  064 
Y           8.84034 

j-,  =  34  46  14 
Ci  =  80  44  44 
&i  =  62  46  30 

,,  =  16  19  38 
Ce  =  29  29    4 
63=117  13  30 

9.49  568 
9.15  672 

< 

9.97  532 
9.42  017 

•)  Tgl.  Reis,  Trigonometrie,  2.  Aufl.,  Seite  137. 
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Anhang  zum  Kapitel  2. 


In  den  folgenden  Tabellen  sind  zasammensehörige  StUcke  einer 
Anzahl  Ton  spliäriscben  Dreiecken  zueammen gestellt.  Die  mit  '  bezeicli- 
neteii  Beispiele  siDd  mit  vierstelligen  Logarithmen  gerechnet,  mit  " 
bezeichnete  dreistellig,  die  übrigen  fünfstellig,  einige  wenige  davon 
seohsstellig.  In  der  Spalte  F  ist  der  Flächeninhalt  der  sphärischen  Drei- 
ecke für  f  =  1  angegeben  (also  V—arc^\  vgl.  §  51,  2). 

1>  Beclitwinklige  Dreiecke  fäi-  die  Fülle  I,  II, 
III,  IV  nnd  VI. 


Nr. 

6 

• 

« 

^ 

1 

(fflrf=l) 

1 

20047'  17" 

126020'  35" 

123038' 40" 

25014'  5" 

104038'  4" 

0,69585 

2' 

33  31,3 

122  54,1 

116  55.6 

38  16,4 

109  39,7 

1,0112 

3 

36  17  40 

48  41  48 

57  51  39 

44  21  7 

62  31  20 

0,29451 

4 

36  17  43 

123  28  19 

116  23  32 

41  21  48 

111  22  28 

1,09498 

5 

41  44  6 

122  39  24 

113  44  42 

46  39  24 

113  6  19 

1,21758 

6 

42  19  24 

167  51  14 

136  17  12 

76  5«  26 

162  16  25 

2,60515 

7 

44  45  24 

68  S5  52 

74  58  55 

46  48  7 

74  34  21 

0,54759 

8 

45  42  14 

74  13  47 

79  3  31 

4G  48  7 

78  34  21 

0,61741 

9' 

46  15,, 

63  0,3 

71  43,0 

49  32,, 

h9  48,0 

0,5122 

10 

56  39  49 

49  59  44  ;  69  18  42 

63  15  28 

54  57  51 

0,49256 

U" 

58,0 

124.3 

107,4 

62,8 

120,0 

1,616 

12" 

65,4 

150.9 

111.4 

77,4 

148,6 

2,374 

13 

68  37  10 

103  44  32 

94  58  5 

69  10  43 

102  49  44 

1,43130 

14 

86  59  9 

64  32  4 

88  42  16 

87  16  42 

64  33  54 

1,07939 

15 

91  40  24 

42  58  18 

91  13  28 

91  8  27 

42  59  1 

0,77012 

16* 

109  13,0 

136  0,7 

76  18„ 

103  36,5 

134  22,3 

2,5827 

17 

112  17  36 

53  19  12 

103  5  49 

108  12  6 

55  25  38 

1,28506 

18 

112  37  45 

71  58  28 

96  50  18 

III  87  23 

73  16  54 

1,65640 

19 

115  27  48 

101  13  36 

85  11  55 

115  2  11 

100  9  86 

2,18509 

20 

116  48  46 

71  36  21 

98  n  0 

115  37  20 

73  28  10 

1,72948 

21 

US  37  40 

145  54  11 

66  37  29 

107  0  51 

142  21  30 

2,78157 

22 

119  3  45 

60  42  42 

107  54  52 

113  26  25 

54  25  48 

1,35909 

23' 

119  49,6 

122  56.S 

74  18,4 

115  41,e 

119  20,8 

2,5314 
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■Nr. 

6 

« 

» 

ß 

7 

ares=X 

(füw=l) 

24 

12003S'  88" 

70015'  18" 

99054'  2" 

1190  5' 43" 

TgoiS-  49" 

1,77894 

25 

124  18  32 

111  5  42 

78  17  43 

122  28  58 

107  40  27 

2,44620 

26 

133  46  37 

108  34  53 

77  15  51 

132  14  48 

103  38  36 

2,54627 

37 

135  8  24 

173  40  5 

45  17  32 

96  18  22 

171  4  21 

8,09584 

28* 

185  16,9 

167  51,0 

46  0,0 

102  0,0 

162  59,2 

3,0541 

29*" 

135,3 

167,a 

46,0 

102,0 

163,0 

3,054 

30* 

136  IS,a 

86  59,0 

125  17,4 

122  12,a 

47  28,j 

1,3908 

31* 

188  24,  j 

27  46,5 

131  26,0 

117  42,2 

38  25,9 

1,1543 

82 

140  25  26 

63  89  6 

HO  0  14 

137  18  36 

72  29  12 

2,09084 

'Mi" 

149  10,7 

156  56,g 

37  48,1 

123  17,2 

140  16,5 

3,02922 

U 

156  51  48 

124  31  36 

58  35  13 

152  35  12 

105  7  36 

2,92715 

35 

00 

90 

90 

90 

90 

1,57080 

ä)    Rechtwinklige    Dreiecke    für    den    Fail 
<Casns  amliiifuns). 


Nr. 

" 

' 

" 

' 

y 

1' 

24047,4 

490  34 ',8 

j  83025',! 
|146  34,B 

230  9',8 
156  50,2 

45034',,  i 

184  25,3  1 

2" 

48,s 

50,s 

(75,5 
1104,6 

67,8 

112,2 

7S,t,    l 
107,0    ( 

3 

75  24  16 

78  19  41 

(  81  10  29 
1  98  49  31 

62  39  48 
127  80  12 

53  24  Ol 
126  36  Ol 

4' 

83  16,1 

85  28,j 

1  85  0,4 
1  04  59,0 

42  3„ 
137  56,3 

42  15,5  ) 
137  44,5  1 

5** 

112 

93 

(  «8,8 

ini,7 

172,5 

7-5 

171,9    1 

8,1    f 

6 

113  17  36 

102  37  14 

(  70  15  36 
1109  44  24 

148  39  47 
31  20  13 

146  27  32 i 
33  32  28( 

7 

126  18  42 

118  54  39 

j  67  0  13 
1112  59  47 

131  16  43 

48  43  17 

125  16  301 
54  48  30) 

8* 

128  16,6 

109  8,4 

1  56  11.9 
U23  48,i 

153  54,4 
26  5,8 

148  2,5  ) 
31  57,5  1 

9 

128  16  40 

115  24  20 

(  60  20  58 
|119  39  2 

142  59  44 
37  0  16 

136  10  21 
43  49  58 1 

10 

134  24  86 

119  36  48 

J  55  15  7 
1124  44  53 

1«  82  7 
35  27  53 

135  4  481 
44  55  12[ 

11 

136  48  10 

116  59  26 

1  50  11  24 
il29  48  36 

151  25  50 
28  34  10 

14]  29  501 
88  30  10| 

12 

168  12  26 

110  34  47 

f  12  36  35 
1167  23  25 

175  30  14 
4  29  46 

158  57  191 
21  2  4lf 

y  Google 


3)  iSchiefwiuklige  Breiecke  für  die  Fälle  1,  II, 
m»  ond  IV». 


Kr. 

a 

& 

ß 

y 

(fnrr=l) 

1 

35  irsä 

56  16  40 

29  18  10 

36  18  30 

122  25  9  29  47  1 

0.14855 

2 

36  14  98 

128  17  23 

107  15  55 

33  49  46 

132  20  34'  64  3  43 

0,87674 

8* 

48  36,3 

45  48,a 

17  58,g 

90  26,3 

72  54,3 

24  18,1 

0,1336 

4 

49  16  49 

102  48  1 

88  26  17 

47  30  41 

108  24  56 

76  33  81 

0,91605 

5 

54  42  42 

68  37  32 

18  14  44 

38  9  47 

135  14  32 

13  42  36 

0,12419 

6 

55  25  26 

134  88  40 

123  37  10 

67  47  16 

112  19  16 

108  24  56 

1,89412 

7" 

60,0 

60.0 

60,0 

70.5 

70,5 

70,5 

0,550 

8- 

64 

84 

100 

62 

78 

104 

1,117 

9 

66  12  30 

119  0  40 

72  53  50 

49  19  40 

133  38  46 

52  15  54 

0,96307 

10* 

66  31,3 

107  10.4 

84  29,7 

63  19,a 

111  32,0 

75  50,7 

1,2339 

11 

67  36  43 

112  31  17 

94  0  28 

67  24  4 

112  43  52 

84  53  46 

1,48402 

12* 

74  26,3 

101  49,  j 

62  31,6 

65  18,8 

112  37,1 

56  47,8 

0,9551 

13 

74  45  15 

112  39  44 

43  53  5S 

149  13  29 

22  36  40 

0,42199 

14 

78  3S  50 

37  35  24 

70  94  6 

96  48  12 

38  9  48 

72  36  24 

0,48125 

15 

84  57  56 

66  25  30 

27  10  50 

139  48  20 

44  58  43 

20  37  39 

0,26898 

16* 

85  17,4 

128  38,7 

107  49,8 

98  46,4 

129  10,6 

109  7,0   i  2,7413  | 

17** 

90,0 

58,5 

54,3 

122,0 

48,0 

43,5 

0,497 

18 

90  0  0 

89  0  0 

88  0  0 

90  2  6 

88  59  58;  87  59  59 

1,51903 

19* 

90  0,0 

116  43,a  ,  116  31,4 

104  33,0 

120  10,0 

119  59,B 

2,8748 

20 

91  54  42 

65  51  48 

111  6  32 

82  18  36 

64  48  18 

112  19  42 

1,38654 

21* 

92  16,4 

123  17,s 

88  42,3 

91  59,0 

123  16,a 

89  56,5 

2,1830 

22* 

92  28,4 

67  36,6 

40  37,9 

123  29,5 

50  31,1 

32  55,7 

0,4702 

23 

93  36  40 

112  19  10 

76  24  30 

88  19  34 

112  6  0.  76  47  2 

1,69663 

24* 

99  49,a 

114  17,5 

57  38,6 

86  18,1 

112  37,2  '  53  48,9 

1,3568 

25 

108  0  0 

60  0  0 

60  0  0 

138  11  23 

37  32  38 

37  32  88]  0,57499  ] 

26 

108  0  0 

108  0  0 

108  0  0 

116  33  54 

116  33  54 

116  33  54 

2,96174 

27 

109  28  16 

109  28  16 

109  28  16 

120  0  0 

120  0  0 

120  0  0 

3,14159 

2g.* 

112 

86 

125 

115 

102 

137 

2,862 

29 

112  17  14 

89  27  52 

128  59  26 

118  42  38 

108  35  24 

133  32  46 

3,13891 

SC- 

112 38,0 

86  14,0 

125  9,0 

115  10,a 

101  55,2 

126  42,2 

2,8587 

SI 

115  27  32 

100  51  18 

42  83  26 

115  59  48 

77  52  16 

42  19  12 

0,98066 

32' 

116  18,8 

89  27,0 

140  53,5 

133  42,5 

126  15,6 

149  35,s 

4,0037 

33 

126  43  50 

108  12  22 

36  54  43 

127  35  17 

69  53  14 

36  95  9 

0,94063 

34 

128  17  22 

94  43  33  68  9  28 

129  32  41 

78  16  2 

65  46  90 

1,63335 

85 

128  17  22 

110  12  49!  41  23  51 

125  30  38 

76  42  45 

43  18  0 

1,14359 

36 

136  48  22 

112  16  55 

102  3  45 

15S  16  53 

142  34  4 

140  1  58 

4,46596 

37* 

136  48,4 

112  16,B 

102  3.7 

153  16,0 

142  34,1 

140  2,0 

4,4660 

38 

141  24  30 

46  18  34 

126  17  36 

129  45  32 

63  1  0 

96  37  32 

1,90936 

39 

147  39  30 

30  46  3ll  157  23  22 

105  14  45 

67  20  16 

136  6  5 

2,94598 

40* 

151  50,4 

134  30,4 

66  1,5 

156  19,3 

142  38,1 

128  57,3 

4,3270 
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Anliaiig  zum  Kapitel  2. 


:S«hiefwiuklis;c    Dreiecke    für 
(erster  Onsniit  amblgiins). 


den     Fall     III" 


Nr. 

" 

" 

- 

ß 

1 

42  36  10 

127  19  80 

37  18  40 

(  45  U  10 
1134  35  50 

168  3  36 
61  32  20 

166  38  301 
100  56  141 

2 

82  47,3 

89  17,fl 

164  27,B 

— 

_ 

— 

3 

105  51  20 

96  48  10 

162  38  40 

(  17  56  0 
1162  4  0 

2  43  52 
173  1  46 

8  51  54| 
156  53  24) 

4- 

1:2  16,4 

76  57,9 

127  38,5 

1  56  28,8 
U23  31,^ 

46  5,6 
166  31,a 

57  20.5  1 
164  11,6  ) 

5 

112  17  17 

96  18  22' 142  53  96 

(  40  23  56 
|139  36  4 

13  8  14 
157  21  47 

20  24  11 
143  49  17 ( 

S 

112  17  17 

112  16  16 

89  9  50 

— 

_ 

— 

■< 

112  17  23 

78  45  13 

139  16  46 

i  43  45  5 
1136  14  55 

29  29  37 
143  32  18 

44  16  551 
165  7  29/ 

Schiefwinklige     Dreiecke 
(zweiter  Casus  amliisuas). 


für     den    Fall    XV» 


Nr. 

" 

ß 

« 

6 

c 

y 

1 

46  37  36 

109  29  18 

40  53  24 

(  58  6  0 
\121  54  0 

81  41  50 
116  4  22 

35  41  421 
94  8  2( 

2* 

67  42,, 

83  41,Q 

37  6,6 

j  40  23,g 
1139  36,1 

23  38,2 
166  51„ 

36  10,7  1 
159  36,0  ( 

3 

76  45  38 

118  37  1^ 

54  47  22 

132  32  29 

131  49  10 

117  23  26 

4 

94  37  13 

152  48  26 

128  34  55 

158  59  55 

49  62  58 

77  10  65 

5 

106  16  33 

83  19  15 

152  87  86 

r  28  24  25 
1151  35  35 

167  56  5 
5  10  22 

154  7  361 
10  50  69 J 

6* 

136  42,6 

109  5,2 

136  17,4 

j  80  il,j 
1  fl9  48,3 

114  40,5 
87  57„ 

115  86,9  1 
97  33,2  1 
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Kapitel   3. 

BESTIMMUNG  WEITERER  STÜCKE  IM  SPHÄRISCHEN  DREIECK. 

WKITEHE  MEIECKSAOFGABEN  DM  SÄTZE  DER  SPBiJIK. 
ANIEHDÜI16  DER  SPHÄRISCHES  TRIGOROMETRIE  AUF  STEREO- 
METRIE, läTflEMATISCUE  GEOGRAPHIE  ÜRD  GEODÄSIE. 


§  56.     itestimmung  der  ivichtigsten  weitem   Stücke  äes 
sphärischen  Dreieclis. 

Bei  allen  folgenden  Formeln  vergleiche  man  die  analogen  dea  ebenen 
Dreiecks  (g  25). 

1)  HShen  des  Dreiecks.     Bezeichnet  man,  wie  es  schon 
oben  geschehen  ist,  den  von  der  Ecke  A  ausgehenden  Grosskreisbogen, 
der  die  Gtegenseite  rechtwinklig  achneidet,  mit 
h'   (Fig.  141)  und  analog  die  beiden  andern, 
30  wird: 


Mit  Hilfe  der  Formeln  (XII)  nnd  (XV)  in  §  50  kann  man  die 

Hdhen  in   den  Seiten  nnö  in   den  Winkeln  allein  ausdrucken.    Man 

findpt,  wenn  S  nad  ^  (Ecken-SJWMS  und  Polar- Ecken-SimMS)  die  dort 

angej,''ebBnfji  Bedeutungen  haben: 

2N        3i  j„       2S        2S      .  ,„,        25        2S 

l2|  s»»/i   SU      —  = ,  svnk    =  — -^  =    .    ^;  svrth     =  —. —  =  — : — . 

ama      s»ia  smo      mnp  smc      siny 

Zusatz     Au  Stelle  der  Gleichung  im  ebenen  Dreieci  2F  =  ah'  = 

bh"  —  eh'"  tritt  im  sphänschen  die  folgende: 

2S  —  sinaeinh'  =  sinb sin h"  =  sin c sin K";  ebenso  ist 

2S==dnttdnh-  =  mß  sin h"  =  siny  sin h"'. 

ä)  f  lächeuinhait  des  Dreiecks.     Ist  s   der  Excess 
des  Dreiecks,  d.  li. 

B  =  {a-\-ß-\-y)-  1800,  so  ist  (vgl.  §  51,  2) 


yGoosle 


462  §  56.    Fläch eninhalt  des  sphärischen  Di'eiecka. 

,Pläclieniölialt  des  sphärischen  Dreiecks  gleich  seinem  Eicess";  genauer 
(a.  §  51  S.  426):  Auf  der  Kugel  Tom  Halhmesser  1  ist  der  Flächen- 
inhalt gleich  dem  arc  des  Bscesses;  auf  der  Kugel  vtim  beliebigen 
Halbmesser  r  gleich  diesem  arc  multipliziert  mit  dem  Quadrat   des 


1)  Wenn  die  drei  Winkel  des  Dreiecks  gegeben  sind,  so  ist « 
unmittelbar  bekannt. 

2)  Sind  die  drei  Seiten  gegeben,  so  ist  *  ans  (XX)  zn  berechnen. 

3)  Um  den  Escess  unmittelbar  zu  bestimmen,  wenn  zwei 
Seiten  und  der  eing'eschlossene  Winkel  z  B.  6,  c,  a  gegeben 
sind,  erhält  man  aus 

indem  man  den  Winkel  recht»  in  ^  und  ^  ,  ^  zerlegt,  sodann  die 
Gleithaneen  mit  tos  -^  durch  multipliziert  und  die  Delambre  sa'aftu  Gl. 
anwendet   leicht  die  zwei  öleuhungen 


Durch  Division  beider  erhält  man: 

(4) 


ctg  — ctg -^-\- cos  a, 
w  m  t         m  ttell  a     i  den  gegebenen  Stücken  ausgedrückt  ist.    Dies  ist 
den    1   ng   de  schon  als  (XXIII)  in  §51  aufgeführt  ist;  mnltipli- 
z  e  t  man      ml  ch  n  (4)  Zähler  und  Nenner  mit  tg  ^-  ig^->  soerhält  man: 

l+tg^tg^cosa 
wie  in  (XSIII). 

Der  Zusammenhang  mit  dem  ebenen  Dreieck  ist  klar;  lässt  man 
&  und  c  bis  zur  Null  abnehmen  (womit  nicht  zugleich  6  und  C  Yer- 
sohwinden,  vgl.  §  53),  so  erhält  mau  für  den  Grenzfall: 

s- = -g-'-s-SMi«,  wie  es  das  ebsne  Dreieck  verlangt. 

4)  Ist  endlich  eine  Seite  und  die  zwei  anliegenden  Winkel 
gegeben,  so  berechnet  man  zunächst  den  dritten  Winkel  mittels  (VII). 

5)  Spezieller  Tal!.     Exeeas  des   rechtwinkligen   Dreiecks, 
a)  Sind  die  Winkel  gegeben,  so  ist  a=:  iß  + y]  — 90^- 


yGoosle 


g  56.    Halbmesser  des  Um-  und  des  Inkreises.  463 

ti)  Sind  dagegen  die  Katheten  ö  und  c  gegeben,  so  folgt 
mit  «  =  900  ans  (4') 

Diese  Formel,  die  schon  in  §  52  als  (7)  aufgeführt  ist  and  sich 
aaeh  sehr  leicht  direkt  herleiten  lässt,  tritt  hier  an  die  Stelle  der 
Gleichung  -F^ybcim  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck. 

Man  bilde  selbst  Zahlenbeispiele  au  diesem  Absatz  2);  man  ver- 
folge z.  B.  die  Flächeninhalte  der  Dreiecke  in  §  54,  3),  3). 

3)  Sphävischer  Halbmesser   M   des   Umki-eise». 

Da  (Fig.  142)  die  Dreiecke  BOG,  COA,  AOB 
gleichschenklig  sind,  so  ist 

^):ü£C=K3  +  ^-«)  =  (('-«). 
wenn  2a  =  a  +  ß  +y  gesetzt  wird. 

Aus  dem  reolit winkligen  Dreieck  B  OF  folgt  damit 
_tgak  . 


(6) 


1  ((T  —  «)  =  -2—^  i       ebenso  wird: 
'  ^  '        tg  R 


Die  Vergleichung  mit  {XVII),  §  50  und  mit  §  55,  IL  Fall,  2) 
giebt  unmittelbar: 

Ni  h  Analogie  der  Ebene  wird  lei  Umkreishalbm esaer  m  ein 
facher  Beziehung  stehen  zu  dem  konstanten  Veihiltniese  de?  -^m  emei 
beite  znm  sm  dps  Gegenwinkels  (Moiulus)  Setzt  man  in  der  ersten 
Gleichung  (6)  tiu  (a — «)  wieder  J  (|3+j'—aj  und  sodann  co?  i^+j'— 0= 
cos  2jtü  cos -^  —  ai»  ÜL?!  ^H  ^ ,  so  erhält  man  mit  Beachtung  der 
Detowfej'e  sehen  Gleichungen  leicht  die  gewünschte  Beziehung  in  der  Form : 
sin  a,  f     sin  b  _  sin  e\ 

Wenn  der  Pol  0  des  Umkreises  ausserhalb  des  Dreiecks  liegt,  so  bleibt 
der  Beweis  natürlich  ganz  ähnlich. 

Die  Gleichung  (7)   drückt  B  in   den  Winkeln  allein  aus;  will 
man  es  in  den  Seiten  allein  haben,  so  findet  sich  mit  Benützung  des 
Ecken-SwifS  S  (§  50,  XII): 
(9)     tgJt^^^*'-''^''^-^!^^-^':    [Vgl.  auch  die  Anmerkung  nach  4)]. 

4}  Sphärischer  Halbmesser  p  des  Inkreis  es.    Da 


]=itffMa 
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464     §  56-  Halbmesser  des  Inkreises,  der  Umkreise  der  Nebendreiecke  u.  s.  f. 

Fig.  (143)  AG  =  ÄH  ist  u.  s,  f.,  so  ist 
I  4ff  — (s  —  a)  u,  s.  f.,  somit  aus  dem 
■'  rechtwinkligen  Dreieck  ÄMS 


'«ü 


■»(■- 


■«) 


'si=i. 


und  also  g( 

(10) 

Feiner  wird: 

(11)      etgp=-^ 

and,  um  p  auch  in  den 
sakc 


aus  den  andern  Dreiecken: 

GL  (XIV)  in  §  50  und  g  56,  I.  Fall,  2): 

/sin  (»  —  a)  sin  (s  —  ft)  ,<f  w  (« - 


(  = 


«fe 


etgßk 


nh_ 


«(s-a)      ^™(*-6)      Äm(3-e) 

Winkeln  allein  anszu drücken: 

f  ^/a  *^^  J'^a .    (^  ist  der  Polar-Ecken-Ä 


<12)     ctgp  = 

Anmerkung.  Aus  den  GHeichungen  (V)  und  (10)  ergielit  sich,  da 
h'  för  das  Polardreieck  dasselbe  ist,  wie  k  für  das  ursprüngliche  Dreieck,  der 

Satz:  Der  Halhmeaser  des  Inkreises  eines  Dreiecks 
und  der  Halbmesser  des  Umkreises  seines  Polardreiecks 
(und  umgekehrt)  ergänzen  sich  zu  90". 

5)  Sphärische  Halbmesser  It',  Jt",  JRf"  der  Umkreise 
der  Nebendreie«ke  und  sphärische  Halbmesser  p',  p'', 
p"  der  Ankreise.  J2'  bedeute  den  sphärischen  Radius  des  Kreises, 
der  um  das  an  die  Seite  a  anstossende  Nehendreieck  beschrieben  ist. 
Um  E'  zu  erhalten,  hat  man  in  den  Gleichungen  (7)  bis  (9)  an  Stelle 
von  h  und  e  zu  setzen  (ISO«  —  6)  und  (ISO  — e)  u.  s.  f.     Man  findet ; 

■  cos  ff      cos(<T  — !■)      cos  (ff— ^) 
2  sin  o/g  WS  hk  cos  c/a    _  cos  (g-  «) 

== B t 

und  analoge  Formeln  für  die  Halbmesser  M     und  Ä"', 

Der  Ankreis  an  1er  beite  a  ist  der  Inkreis  des  an  a  anstossenden 
Nebendreiecks,  also  y  ans  p  zu  erhalten  mit  (180o  —  d)  und  (180"  —  c)  an 
Stelle  Ton  h  und  c.    Man  findet 

<-H  ft/"  _      tgßl.      _      tgyk 
.,ns  -sm(s-c)      dn{,-h) 
_2cosakdf,ßksi«yk      nn(s^a) 
S  ~         3 

nnd  durch  cjklisehe  Vertausclinng  die  Ausdrücke  für  p"  und  p'". 

0)  Anhang  am  3),  4),  5).  Beziehungen  zwischen  den 
Halbmessern  der  acht  Kreise  (R,  p;  B',  E",  R'" ;  p',  p".  p"'). 


(13) 


(14) 


tgB--. 


ctgp  -- 
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(15)  tg  B' -t- tg  IS'  +  tg  iS"  —  tg  R  =  2  etg  p. 

(16)  ctg R' .  ctg fi"  .  ctg R"  .  tg  B-  cos^  it. 

(17)  ctg  B'  .  ctg  R"  .  ctg  B'"  .  ctg  R  ~  S^. 

(18)  —tgR  -i-tgB"  +  tgR"  +  tgB  =  2ctgp'. 

(19)  tg  S  .  ctg  R"  .  ctg  B"  .  ctgR  =  cosä  (ff  —  «). 

(20)  ctgp'  -hetgp"  +  ctgp"'  —ctgp  =  2tgB. 

(21)  tgp'  .tgp'  .tgp"'  .ctgp  —  sirßs. 

(22)  tgp- .  tgp"  .  tgp'"  .  tgp  ^ ^S^. 

(23)  —  ctgp'  +  ctgp"  -h  ctgp'"  +  ctgp  =  2tg  R'. 

(24)  Qtgp'    .    tgp"    .    tg  p"'  ^tgp~jitß  {s  —  a). 

(25)  tgB'  -htgBt'  +  tgR"  -]-  tg  B^^r.  ctgp' +  ctgp"  +  ctgp"'  +  ctgp. 
Ebenso  wie  im  ebenen  Dreieck  (vgl.  §  25,  5,  u.  s.  f.)  lassen  sich  hier  eine 
zahllose  Menge  von  Beziehungen  aufstellen,  die  aber  in  praktischer  Hinsicht 
nicht  von  Bedentung  sind.  107) 

7)  Winkelhalbierende  Trans  verbalen  nnd  Sei- 
tenhalbierende TranKversalen  un  sphärischen  Dreieik  (analo>; 
§  25  6,  im  ebenen)  imil  ihre  B'ziehmjgen  za  Seiten  und  Winkeln  möge  der 
Lesei  im  einzelnen  selbst  nntereuchen 

Um  wenigstens  eine  hierhergehüriije  Aufgabe  za  lüson,  sei  folgende 
gewählt  Em  sphJ,riS(.hes  Draieck  ist  gegeben  durch  seine  drei  Winkel 
«,  ß,  i  wie  findet  man  den  Gros ski eisbogen  w',  der  a  balbieit  und  den 
Winkel  b,  unter  dem  er  u  schneidet?  (Dabei  mag  Ö  Gegenwinkel  von  c, 
(1800  — ö)  Gegenwinkel  von  h  in  den  beiden  Dreiecken  sein,  in  die  w  das 
gegebene  Dreieck  zerlegt) 

Aus  diesen  beiden  Dieietken  findet  man  nach  (VII) 


_,      folglich  durch  Addition 

\-  cosy         oder 


dabei  ist  zuerst  S  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen ,   die  m: 
traktion  der  beiden  znerst  angeschriebenen  erhält,  nämlich 
2  cos  —  coisS  =  cos  y—- cos  ff        oder 


y  Google 


466     SS"?-  Weitere  Aufgaben  und  Sätze  über  das  recht  wiiiklig-e  sphär.  Dreieck. 

§  57.     Weitere  Aufgaben  und  Sätze  über  das  sphärische 
Dreieck  und  sonstige  Sätze  der  Sphärik. 

Teils  zur  Übung  in  den  Rechnungen  am  Dreieck,  teils  zur  Ver- 
vollständigung der  Sätze  in  g  44  n.  s.  f.  sollen  hier  einige  weitere 
Aufgaben  und  Sätze  eingeschaltet  worden.  Überall  ziehe  man  das  ebene 
Dreieck  zur  Vergleichung  heran. 

1)  Rechtwinkliges  Ureieck. 

1)  Die  Abschnitte,  in  die  die  Höbe  h  eines  recbtwinkligeAi 
sphärischen  Dreiecks  die  Hypotenuse  teilt,  seien  a^  und  «3,  die 
Teile  des  rechten  Winkels  «1  und  a^.  Wie  lauten  die  Bezieh- 
ungen, die  den  im  ebenen  rechtw.  Dreieck  giltigen  entsprechen? 

Die  Gleichungen  des  recht wintligeii  Dreiecks  geben  unmittelbar 

(1)         sm  n  «in  ft  =  »inb  sin  c     ;     (2)    sin^  h=:tgai  ig  a^. 

(3j  tg'^h^tgatga,      ;     (4)      tg^  e  =  tg  a  tg  a^. 

(5)  (3«,  =  *^ 


9" 
ingleloliacti 

;     (6)       i^«,  =  |^.    E,.,t«,..0.-„, 

1  nufl  r.  gleloliBrtlg,  ao  Uegeu  a.,  c,,  a„  a,  zwl- 
g.  «na  iwar  5  >  »0".  c  <  90',  eo  wird  c„  ao- 

ceosa^ 

i     (8)    sinh  =  y-cos(ß+Y]eos{ß-7) 

(7)    tgh  =^tgbeosai  -tpC' 

2)  Ein  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck  ist  durch  seine 
Katheten  6.  c  gegeben.     Man  soll  Inhalt,   Inkreis-  und  Umkreis- 

Ftlr  den  Bioess  des  Dreiecks  ist  schon  in  §  52,  1,  Gl.  (7),  ferner 
ini  vorigen  g  56,  2,  5)  die  Gleichung  angegeben ; 

Beispiel:  Auf  einer  Kugel  Ton  13,08  m  Radius  liegt  ein  rechtwink- 
liges sphäiisches  Dreieck ,  dessen  Katheten  t  =  28,71  m  und  c  =  13,48  m 
lang  sind.     Waa  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks? 

Man  findet  &  =  125«  17'  15",  c  =  540  45'  47"  ;  damit  e  =  900  52'  53" 
und  F  =  270,545  gm. 

Pur  den  Inkreishalbmesser  p  und  den  Umkreishalhmesser  R  findet 
man  aus  4)  und  3)  dos  vorigen  §  56  mit  «  =  90»,  (j-^  =  ctj-^  =linder 
ersten  Gleichung  und  Gleichung  (11)  in  4.  und  ei»  ix  -  \  in  Gl.  (8)  in  3) : 
tgp  =  Binis-a);  tgB=   ^Jl^^J^^^^   ^  j/ tg^  1.  ^  tg^ -^. 

Man   rergleiehe  damit  die  Formeln   der  Ebene  {p  =  5^(t  ;  iK  =  — 


S)  Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  berechnen   aus  a  und  h. 

Bestimmt  man  qi  aus  sinw  =  — ^- ,  wo  oi  als  positiver  oder  negativer 

cos^h  tg  a 

spitzer  Winkel  tu  nehmen  ist.  so  wird 
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a  ond  h  müBsen  entweder  beide  <^  90(i  oder  ungleichartig  gegeben  sein, 
und  zwar  so,  dassabsolut  s*nft<!  ^  ,  \  ist,  ie  nachdem  a-^gO"  ist 
Ist  a  >  900,  ft  <;  90»,  so  sind  n^  mid  «g  als  negative  spitze  Winkel 
zu  nehmen. 

Beispiel: 
«  =  «90 18' 42"  I  ai  =  41    6  58    «1  =  5154  37   ^  =  6315  28  6  =  56  39  49 
/t  =  43    9  43.  La  =  28  II  44   «g  =  38    5  23    y  =  54  57  51    c  =  49  5944. 

3)  Crleiclisclienkliges  sphärisclie«  l>reikant. 
tüleicIlseitigeDreiccke.RKgolärespliärischePolyjifoiie. 

1)  GleichsoIienkliKe  Dreiecke  (vgl  §  9  3).  Ist  c~b,ta  ist  auch 
j(  =  f{  das  Dreieck  gleich iihenklig  niit  ö  als  Sthenkel,  a  als  Basis  Man 
lese  mit  die-en  Annilimen  die  hier  giltigen  Gleichungen  aus  den  Grund- 
formebi  u    ö    f   ab 

Beispiel  Um  welchen  Winkel  inuss  die  Ebene  eines  gegebenen 
Winkels  h  um  den  einen  festgehaltenen  Schenkel  gedieht  werden  bis  der 
zweite  Schenkel  mit  seiner  urspringliohen  Lage  den  Winkel  a  emsihliesst  ? 
Hier  sind  &  und  a  Schenkel  und  Basis  einei  gleichschenkligen  Dreikants, 
dessen  Winkel  a*  an  der  Spitze  gesmht  wird     Man  hat  unmittelbar 


Man  ktnnte  liese  GleiLhung  luch  durch  Anweiilung  von  (\,  1)  oder 
von  (!)  lusg  hend  finden 

Beispiel      b  =  50°,    «  =  300    giebt    x  =  39°  29'.6- 

2)  GlplLhseltigo  Drelecte.  Mit  a  —  b  =  c  ist  auch  a  =  ß  =  y 
Zw  sehen  der  Seite  a  und  dem  Winkel  «  eines  gleichseitigen  sphärischen 
Dreiecks  bestellt  die  Beziehung  [aus  (I)  oder  bequemer  (X),  endlich  aus  der 
Figur  sofort  abzulesen); 

«^smafe__J__.  a  _        1 

^"  2   -   sina   ~  -ieosak    '  2        2smW2 

Die  bi,ite  a  ist  ganz  beliebig  zwischen  00  und  1201;  dem  ersten 
Grenzfall  entspricht  a  =  6O0,  d«m  zweiten  a  =  ISQO  und  zwischen  beiden 
Extremen  hegt  stets  ier  Winkel  eines  gleichseitigen  Dreikants. 

Für  den  Fxcess  in  den  Seiten  ausgedrückt  hat  man  nach  (XX) 
mit    2s  =  3fl,s  =  — ,  ?         =  —    den  Ausdruck: 


*i7  -^  =  i3  y  7/  *J7  -^  t9  ~  'j 
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468  §  ^'-     Reguläre  sphärische  Polygone, 

man  wende  iucli  (XXI),  (XXII),  (XXIII),  (5XIV)  auf  diesen  Fall  an.  Was 
ist  ferner  Inkreish  albmesse  r  und  Umkreishalbmeaser? 

S)  Reguläre  sphärlscbe  Polygne  {regelmitssige  n-Kaute).    Auf 

einer  Eugel  von  gegebenem  Halbmeaaer  r  liegt  ein  reguläres,  aus  Grossltreis- 
liögen  gebilili'tes  «-Eck,  das  gegeben  sei  entweder  durch  seine  Seite  a,  oder 
durch  seinen  Winkel  a  (zwischen  aufeinanderfolgenden  Seiten).  Es  soll  be- 
stimmt werden;  im  ersten  Fall  der  Wintel  a,  im  zweiten  die  Seite  a;  in 
beiden  Fallen  die  Eadien  des  In-  und  Umkreises  p  und  B  und  der  Flächen- 
inhalt F  (>§!.  stets  die  Ebene,  §  9,  8)).  Man  flndet  je  nachdem  die  Seite 
oder  dpr  Winkel  gegeben 


Ist  endlich  e  der  Escess  des  Polygons,  so  ist 


Der  Ej,i,ess  e  eines   behebigen  aphäristhen  v  Eoks  (selbat- 
■\erBtd,ndli  h    au'j   dioiskrcisbögen    gebildet)   ist    iber  der   Ubersohuas   der 
*^umme  seiner  Winkel  Über  («  — 2j    180"   al=i  hier 
6  =  »«  —  («  —  2)    1800 

Betrachtung  der  Grenzen  für  «  und  für  a 
Beispiele   1)  Man  bildet  eine  legelmassige  4  seitige  köiperlithe  Ecke  mit 

der  Seite  700,  was  ist  der  Flachenwinkel  m  jedtr  Kantp? 

3)  Fünf   Grobskreise    inf   einer    Kngel    von    10  m    Halbmesser 

schneiden  sich  so,  dass  ein  reguläres  Bphärisches  Fünfeck  entsteht, 

Üessen  Seite  'm  lang  ist     Was  i'it  der  Winkel  dieses  Fünfecks? 

Wai  ist  sein  Flächeninhalt?    Um  wie  viel  ist  dieser  Flächeninhalt 

grösser  als  der  des  legelmäsiigen  ebenen  Fünfecks    das  die  fünf 

Ecken  des  sphärischen  zu  Ecken  hat  ? 
Der  Inhalt  diesei  behncnpolygons  ist  allgemein: 

F   =n  jSsin^-^cifff^  180o],    Kachweis. 


3)  Sätze  über  das  schiefwinklige  spliärisclie 
Dreieck.    Vgl.  §  27,  3. 

1)  Zieht  man  in  einem  Dreieck  ^£C  die  Transversale -4  D 
beliebig  (Fig.  144),   so  wird  mit  den  eingeschriebenen  Bezeioh- 
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sin  02  sinh  sin  a^  sin  ß  sin  «; 
Ist  die  Transrersale  die  voi 
de  Mediane,  d.  h.      «i  =  «3, 


reale  die  Höhe  h', 

_igy 


:  ist  Über  «,  Tind  «^  zu  sagen,   wenn  die  Transversal 
nrd,  dass  n,  =  «.j  ist?  Ist  ("  die  Länge  dieserTransversale,  i 


Ist  die  beliebige  Trj 


;ale  ^I>  =  rf,  i 


«fla- 


Vgl.  dazu  §  27,  8.  1)  «nd  S.  257,  unten. 

2)  Cevas  Satz  im  aphär.  Dreieck,  Sohneiden  sich  drei  Eck- 
transversalen eines  spliär.  Dreiecks  in  Einem  Funkte,  so  sind  die  Produkte 
der  sin  je  dreier  nicht  zusammen  stossender  Seiten  abschnitte  einander  gleich. 

3)  Menelaus'  Sata  im  sphär.  Dreieck,  Werden  die  drei  Seiten 
eines  sphär.  Dreiecks  von  einem  beliebigen  Grosskreis  geschnitten,  so  sind 
die  Produkte  der  sin  je  der  drei  nicht  zusammenstossenden  Seitenabschnitte 
einander  gleich. 

Für  2)  und  3}  ümkehrungen  und  Erweiterungen  für  beliebige  sphä- 
rische Polygone. 

i)  Satz.  Zieht  man  in  einem  Dreieck  ABC  die  Transver- 
salen AD,  EE,  GF  derart,  dass  jede  von  ihnen  die  Fläche  des 
Dreiecks  halbiert,  und  sind  «1,  a^;  6|,  Sa;  e,  ,  Cg  die  Abschnitte  der 
Seiten  (wobei  oj,  61,  q  die  nicht  zusammenstossenden  Abschnitte  sein 
sollen),  so  gelten  die  Gleichungen: 

(1)  sin^sinhsin^  =  sm^si*ihsin^ 

^   '  2  8  3  2  2  2 

m 

Durch  Division  von  (1)  und  (2)  erhält  man  ferner 

(3)  tg^tghig^  =  t9S^tghig^. 

Endlich  durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2) 

(4)  sin  ai  sin  b^  sin  c^  =  an  a^  sin  63  sw  e^, 

d.  h.  die  drei  Transversalen   gehen  gemäss  der  Umkehrung  von 
(8)  durch  Einen  Punkt. 

5)  Satz.  Die  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  be- 
stimmt durch  eine  Seite  und  den  Grosskreisbogen,  der  die  Mittel- 
punkte der  beiden  andern  Seiten  verbindet.  Dieser  Grosskreisbogen 
ist  grösser  als  die  halbe  erste  Seite. 


.9  ll  c, 
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4TU     §  57,    Sätie  libei-  sphärische  Dreiecke  mit  einer  veränderlichen  Ecke. 

Folgt  unmittelliai  aus  der  zweiteo  der  im  Eingang  von  §  56,  2,  3) 
aufgestellten  Gleichung : 


denn  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  nichts  andres  als   der  cos  des 
Grosskreisbogens,  der  die  Mittelpnnkte  der  Seiten  b  und  c  verbindet. 

4)  Sätze  Über  spbärische  Dreiecke  mit  einer 
verlindcrlfchen  Fcke. 

1)  Satz»  Ist  fflt  ein  sphär.  Dreieck  der  Umkreis  gezeichnet  und 
bleiben  die  Ecken  B  und  C  konstant,  während  die  Ecke  A  sieh  aaf  dem 
Umkreis  bewegt,  so  ist  für  jede  Lage  von  A  die  Differenz  (ß  +  y^  a} 
konstant.  —  Umkehrung. 

Folgt  unmittelbar  aus  §  56,  3,  oder  auch  aus  der  Figur.  Die  Diiferenz 
iat  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  A  auf  der  einen  oder  andern  Seite  des 
Eisens  BC  liegt.  Ist  die  Seite  BG  Durchmesser  des  Umkreises,  so  ist 
die  Differenj  gleich  Null. 

2)  Lescell»  Satz.  Für  sphärische  Dreiecke  auf  derselben 
Basis  und  mit  gleichem  Eücess  ist  der  geometrische  Ort  der 
dritten  Ecke  ein  Eleinkreia  der  Engel,  der  durch  die  Gegen- 
p      kt     d      b     1  t       E  k       g  ht 

B  Um  d      S  h     t  Id  \  B  C  A  i       phä      b     D 

k    BGA         1      Umk        bhb         DWkij         D        k  1 

=       |3=183-^j-iat— ^Itl         dEoe  AB 

t      ^     +fj  +  ^_i8)   =  180   -[(!+)    —      )      N    L    Im 
Sttl(|it+—     )ddtlkttw  fd 

El  mk        d     h  B     (        d       hl   U 

J      achd  m^flm  d  IdbdBgBC 

Igthbd         t  IglhD        k  hd       11  It       bteht 

dJj^«K  kltfdGk        BGB  r  tjdl 

[hä      h      D        kgl     h  ABC      d     Kglbfll 

Mttltd£St       k        m  fdEfellh  h!h 

K      t    kt  w  d     Eh  pl       P  1)  fla  h    j,l     h     pha 

D        k        -w    d  1 

D      b  d  teh    d     Satz        t  p     h      p  1     d  t  lg    d 

8)StIt  »iphäDkdlk  htl 

bl  bt  d     W    k  1      k     t    t  wih      l  d  t    B  1        be     ^t    d 

ttlt.tmlk        hlht  tfdidLg  B       d 

D  ft  (b  +    —   J  k      t,   t 

i)  S     li        St       K      ti       t  m      fü  ph      D        k  d      1 

k  Nbd        k  hb        HD        kddbtrahtt 

Wmk  1  g  m        haftl  h  h  b         äh      d  dg        t    Tang    t        j      m 

kl     k        bl   bt    i       Ih      Umf    g  (  gl   §5     (14)) 

j-it       W  I       gihPktPf  Kglbfiäh 
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¥011  zwei  festen  Punkten  Ä  nnd  B  der  Kugeloberfläche  die  sphärischen  Ati- 
stände X  und  y  bat  und  es  ist,   wo  ra,  h  nnd  q  beliebige  Konstante  sind, 

nteo&x  +  nco8y  =  q, 
so  ist  der  Ort  des  Punkts  P  ein  Kleinkreis  der  Kugel. 

5)  n'eitere   Sätze  nnd  Anfjgaben   der  Spltärik. 

Auf  der  Oberfläche  der  Kugel  kann  man  sich  ebenfalls  alle  die 
Aufgaben  stellen,  die  die  elementare  Planimetrie  für  die  Ebene  lüst  nnd  zu 
jedem  Satz  der  Planimetrie  kann  ein  analoger  in  der  Sphärik  aufgestellt 
werden.  An  die  Stelle  von  Kreisen  in  der  Ebene  treten  auf  der  Kugel- 
oberfläche Kleinkreise,  wie  sie  schon  bei  Inkreis,  Umkreis,  Ankreisen  des 
sphärischen  Dreiecks,  in  den  Sätzen  der  vorhergehenden  Nummer  4.  u.  s.  f. 
benützt  worden  sind;  an  die  Stelle  jeder  Geraden  der  Ebene  tritt  auf  der 
Eugel  ein  tirosskreia  (der  für  die  Kugelfläohe  ebenso  die  kürzeste  Ent- 
fernung zweier  ihm  angehörenden  Punkte  ist,  wie  die  Gerade  in  der  Ebene). 
Es  mag  dies  an  einem  Beispiele  Jtlar  werden;  Zieht  man  in  der 
Ebene  von  einem  Punkt  P  ausserhalb  eines  Kreises  eine  Tangente  P  j4  an 
den  Kreis  nnd  eine  Sekante  FBC,  so  ist  P  A^  ^  FS ,  PC;  wie  lautet 
dieser  Satz  ■Mi  der  Eugel''  Antwort:  Zieht  man  durch  einen  Punkt  P 
K  1  b  flä  1  w  G  k  b  gen,  von  denen  der  eine  einen  belie- 
bg      Klk  .Ab      htwh      d  der  andere  diesen  Kreis  in  B  und  0 

h      it       1       dd     Bog      P^  =  »,  P£  =  b,  PC  =  c,  so  ist 
ig  *  ig—  =  tg  —        d     ai    ft  'tJ!  c  =  "jnB  a  coi^ 
D     B  st  g  d  B    h      entspiechend  kann  auf  solche  An» 

lg         d        11    Bez    1  d      Eb         als  Spezialfille  der   in   der  Sphirik 

g  It    d  h  1  ht  w   t  r  eingegangen  werden,  es  muas  viel 

h    d     Auf     h     g     1  h     S  t         d  die  Auflösung  zugehöriger  Aufgaben 
imL  bl  blb         B       weiteres  Beispiel  sei  wenigstens  noch 

S         tWlhSt       tspht       t  der  Kugel  dem  Ptoleinä  isohen  Satz 
(b     d      Sh  kd     Eb  (  t  =  ac+bd   %  29    1)    Antwort 

1 1  Kl     k  phä      h  s  Viereik  mit  den  Seiten  a,  b,  e,  d 

b      h     b  1  D    g      1  nd  /"  sind ,    so   findet   man   (wie   am 

f    hte     ) 

sin  —  sm  ''-  --  sm  _  s!«  —  +  sin  —  sin  ^ .  Selbstverständlich 
haben  auch  alle  andern  Sätze  des  §  29,  1  sphärische  Analogien,  z.  B. : 


ist  «  der  Escess  des  Vierecks,  so  ist  ferner 


lii: 


Ähnliche  Formel  für    eos  A?  loa) 
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472  §  58-    Stereotuctrische  lifg  bpn  uni  S'tz 

Die  praktisch  (geodätisch)  wicht  gste  B  ziehang-  n  iw  he  Kugel 
und  Ebene,  für  sphärische  Figuren  toi  n  Ve  gle  ch  u  n  kugelhalb  esser 
sehr  kleinen  Ahraeasungeu,  3.  im  g  60  de  ee  Ka^  t  \s  igeolät  e  he  Aufgaben) 

§  58.     Stereometrische  Aufgaben  und  Sätze. 
1)  Keignngswinkel   der  Flächen   der  regnlüren 
ESi'per.      Beim  Tetraeder,   Würfel    oder    Dodekaeder    bilden    drei    von 
einer   Ecke   ausgehende  Eanten   eiu   gleichseitiges   Dreikant,    dessen  Seiten 
600,  90»  oder  lOS«  sind;  es  ist  also  gemäss  §  57,  2,  2) 
a)  beim  Tetraeder  .  sm—  =  —  ,  woraus  «=    700S1'4S",6 

h)  beim  Würfel  ...  sj»—=^  —  ,  ,       « =    9Ü     0    0 

c)  beim  Dodekaeder  sin^  =  -  — 1.—  ,      «  =  116  33  54,3. 

Beim  Oktaeder  und  heim  Ikosaeder  bilden  drei  der  4  und  der  5  von 
einer  Ecke  ausgehenden  Kauten  ein  Dreitaut  rnit  den  Seiten  a  =  90",  und 
a  =  1080    und  6  =  c  =  60",  somit  ist  _ 

d)  beim  Oktaeder      s^  — 1  .      ,    f  =  t^  k  =  109028' 16",4 

e)  beim  Ikosaedcr     si«-^  ^'"^      =  Ül'-^iri)  «  =  isg  n  22,9, 

Zusata,    Beim  Rhombendodekaeder  bilden  die  von  einer  Sflächigen 
Ecke  ausgehenden  Kanten  ein  gleichseitiges  Dreikant,  dessen  Seite  a  gegeben 
ist  durch   tg  l  a  =  V^ia  —  109"  28'  16", 4  =   dem  Neigungswinkel  der 
Oktaederfläeben).     Damit  wird 
„.-.  «  1 


3)  Eiiiit!;e  Aufgaben   über  Sfeigniig   von  Ebenen 
s.  f. 

1)  Eine  Ebene  schneidet  von  den  Aieu  eines  rechtwiakl. 
■ordinaten-Systems  die  Stöcke  0,0,  c  ab.  Gesucht  die  Neigangs- 
nkel  der  Ebene  gegen  die  drei  C  oordinatenebenen  (Pig.  145). 
_.  Die  Neigungswinkel  der  Ebene  gegen 

y  die  ifs,  üx,  xy  Ebene  seien  a,  ß,  y;  be- 
zeichnet man  ferner  die  Winkel,  die  die  Spuren 
der  Ebene  auf  den  Coordinalenebenen  mit 
den  Äsen  machen  (Tgl.  die  Fig.) ,   mit  d,  e; 


3  =  900  — d,  e  =  900~.il',  1  =  900  — f 
I   erhält   man    aus    den    rechtwinkligen   Dreikanten,    deren    Katheten 
;  f.  g;  h  l  sind,  mittels  der  Neper  sehen  Gleichungen: 
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g  58.     Stereo  metrische  Aufgaben  und  Sätze.    Projekti 


»1(1  +  «) 
»i(i-t) 


»s(j+n 

(-0 


•»■sc- 

-« 

eo.S(.+  <i) 
».i(.-<i) 

womit  «,  ß,  y  je  doppelt  bestimmt  sind. 

Beiepiäl. 
«  =  9,  6  =  :,  c  =  4,  giebt  a  =  68"  53'  56",  g  =  620  25'  39",  y  ^  350  54'  8". 

Die  Aufgabe  ist  selbatyerstäniilicb  auch  einfach  mit  Hilfe  der  ebenen 
Trigonometrie  zu  lösen.    Dasselbe  gilt  für  die  folgende  Aufgabe. 

2)  Von  einer  Ebene  sind  gegeben  die  Meignngen  «  und  ß 
gegen  Seiten  und  Vertikalebeni,  (3/2-  und  ia:-Ebenej.  Wenn  sie 
>on  der  z  Ase  dat  ^trcli  0  abschneidet  was  sind  die  Ton  der  x-  und  3/-ÄX0 
ibgesehnittenen  Stucke  und  was  ist  die  Neigung  gegen  die  Horizontalebeiie? 

Mit  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Aufgabe  wird  aus  dem  Dreikant, 
des  en  Winkd  ß    i    10    ind   mi^  ff  =  ""'"^  +  45" 


'"  ^  =  /eos  (ff  -  l)^oH,  -900)  -Vtgia-  m  ig  (ff  - 


«); 


-900) 

ebenso  wird    tg-L^ytgia  —  900)  (3  (ff  —  ß),  woraus  d,e;gk  betaimt  sind. 
Sodann  ist  b  =  e.tg ä,  a  =  e.tge;  endlich  cos  j  =  gm aeos g  =  sin ß cos fe. 

Anwendungen  finden  Aufg.  1)  und  9)  und  äbnliche  Aufgaben,  die 
im,n  zahlreich  selbst  aufstellen  in£^  (vgl.  auch  z.  B.  %  55,  3,  1)  2))  z.  B.  in 
dei  Knstalbgraphie. 

Beispiele;  1)  Von  einem  Oktaeder,  dessen  Äien  sich  unter  rechten 
Winkeln  h'ilbiereu,  sir.d  zwei  Flächenwinkel  gegeben:  2 j3  =  1870  5O',5 
2  j  =  TSi'  23 ,7.  Was  ist  der  dritte  Elächenwinkel  2  a  und  was  ist  das 
Verhältnis  der  drei  Axen? 

Es  wird  a  =  60°2r  37",  2«  =  130» 4S'  14"  ;  fl;6:c=  1:  1,3750:0,5307^. 

2)  Von  einer  Ebene  sind  gegeben  a  =  61»  T  2S", )-  =  Sfi»  24'  9",  C  =  800. 
Was  sind  ß,  a  b'' 

Es  wird  fj  ^09049  ''S  g^  ^10  &=  700 

3)  Projektionen.  Projiziert  man  piiip  bdehi^e  ebene  ge- 
schlossene Figur  reil  twmkl  g  aat  Pine  zweite  Ebene  die  mit  der  Ebene 
der  Figur  den  V>  mtpl  «  Pinbchlies  t  -^o  ibt  wenn  F  den  Flächeninhalt 
der  Figur,  F    den  Inhalt  der  ProjeKti  n  ledeutet 

*     =  J     (O«   ( 

Beweis  zunächst  für  eii  belieb  g  hegendes  Dreieck  das  man  durch 
eine  Parallele  zu  der  Ebene  a  f  die  nian  piojiziert  zerlegt  daraus  folgt 
der  Satz  sodann  für  e  ne  beliebige  poligoial  begrenzte  und  dini  für  eine 
ganz  beliebig  nmsthlossei  e  Figur 

2)  Projiziert  man   eine   beliebige  ebene  geschlosspne  i  gür  anf 
drei  zu  einander     enki echte  Plenen    si  nt    wenn  F  dun  Inhalt  der 
Pignr,  F',  1'       F      die  Inhalte  der  Projektionen  beleutpn 
i     =_t     +F  ^+F    2    1    ) 
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474  %  58.     Tetraeder. 

Dieser  Satz  kann  z.  B.  danu  dienen,  den  F lache iiinhait  des  Dreiecks 
(mittels  Additions- Logarithmen)  zu  berechnen,  dessen  drei  Ecken  anf  den 
Coord.-Axen  in  gegebenen  Entfernungen  «,  b,  e  vom  Ursprnng  liegen  [vgl.  2. 1)]. 
Wie  ist  diese  Auig'ahe  am  einfachsten  mit  Benützung  der  Winkel  zu  lOsen? 

4)   Tetraeder.     Bezeichnungen   (Fig.  146);   Ecken  mit  A, 
H,  C,D;  Inhalte  der  gegenüberliegenden  Dreiecke  mit  X,-Fs,P„Fa;  Kanten- 
j)  VängenDA,  DB,  ZiCmit  a,  6,  c;  Gegenkanten 

iFie,  148,1  a^,  6i,  Cx ;  Seiten  des  Dieikants  D  sind  n,  6,  c  (o 
liegt  der  Kante  a  gegenüber  u,  s.  f.);  die  Fläcben- 
winkel  des  Tetraeders  «,  ß,  y;  «i,  ^|,  yi ;  Kubik- 
inhalt des  Tetraeders   F. 

Mit   diesen   Bezeichnungen   erhält   man 
)  Sätze: 
(1)  Fd  =  F.  eos  «1  -j-  I\  CMS  ßi  -+-  F,  oos  n  ; 
rx.  s.  f.     Ferner 
(3)    Fi^Fl+Fi-i-Fi-i{FtF,öOsa-+F,F:.cosß  +  FaF,eosy) 
[Verallgem.  von  3,  2)]. 

Legt  man  die  Ebene  ABE  senkrecht  zur  Kante  c  und  zieht  Ä  F 

{=%)  senkrecht  zu  BE,  so  ist  2iAEB  =  y  und   V=-^F,.^„.  Da 

nun  J'„  =  -^ 6  c  sin a,  ferner  \„  =  A E sm y  =  a sinl)  sin y  ist ,  so  ist 

V  =-^a'i>isinusmhsmy. 

Bezeichnet  man  den  Eeken-Sim«(s  des  Dreikants  D  mit  Ä, 


wo  also  [vgl.  %l%iX\l)]Si  =  ysinssin{s-a)sm(s  —  'b)mt{s—e) 
ist,  so  wird 

(3)   r  =  -3-ii6cS„=  |-a6iCiS„  =  y  Qi6ciSs^-3  Oj  6,  cS,;  also 
Satz:  Der  Inhalt  eines  Tetraeders  ist  gleich  dem  Drittel 
des  Produkts  aus   drei  von    einer  Ecke    ausgehenden  Kauten 
und  dem  Bcken-S*KMs  des   von  ihnen   gebildeten  Dreikants. 

Zusätze:  a)  Die  Kubikinhalte  zweier  Tetraeder,  die  eine  Ecke  (Dreikant) 
gemeinschaftlich  haben,  verhalten  sich  wie  die  Produkte  der  drei  von  jener 
Ecke  ausgehenden  Kanten. 

b)  Es  ist  "*^  =  T  "«1  ^h  "i  Vs,Si,S,Sd. 

Aus  der  Gl.  (3)  erhält  man,  wenn  Z^  =  V-  eos  u  oos  (ff-  «)  cos  (ff-ffi  cos  (u— ^ 
den  Polar-Ecken-SjMus  [vgl.  g  50,  (XV)]  des  Dreikante  B  bezeichne*, 

(4)  F  =  -|--.   ■■-■,   ^  -■-■■■  a;  u.  s.  t.     Ferner  wird 

(5)  ^=-Y  'VF^E^Si  u.  s,  l 

Um  endlich  den  Kubikinhalt  in  den  sechs  Kanten  auszu- 
drücken, wird  mit  B^+c^— 0;=*»;,  z'^+o?  —  b\=m\,  a^+b^— cf —  »tj: 
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g  59.    Tetraeder,  Prisma,  Parallel epiped.  475 

(6)    144  F2  =  4  a2  b^  E^  +  ml  ml  ml  —  a^m<~  6^  m\  —  t^  m,\. 
(Verifikation  am  regelmässigen  Tetraeder,  T^=in3y^). 
AUS  (3)  folgt 

(7)  S,:S„:S,=^^:^:^  tl  s.  f..  in  Worten: 

Die  Ecken-Siwus  aweier  Ecken  verhalten   sich  umgekehrt  wie 
die  Produkte  ihrer  nicht  gemeinschaftlichen  Kanten, 
Aus  (51  folgt 

2;         Si         S,         Si 

Die  Polar-Sinus  der  Ecken  verhalten   sich  wie  die  Inhalte  der 
Gegenflächen     Die  Urässe  M  heisst  Modnlns  des  Tetraeders. 

Entsprechend  dem  Modnlus  des  ebenen  Dreiecks,  der  das  Ver- 
hältnis einer  Seite  zum  am  des  Gegenwinkels  (Durchmesser  des  Umkreises) 
u  1  dem  Modulus  dp'i  sphärischen  Dreiecks,  der  das  Verhältnis  des 
m  e  ner  Se  te  zain  am  des  Gegenwinkels  ist  (vgl.  g  48, 1,  II),  ist  demnach 
de  Modul  eil  ei  Tetraeders  das  Verhältnis  des  Inhalts  einer  Seiten- 
flacle  zirr  Pohrbiiu    der  Gegenecke   H") 

5)  l>i ciscitiges  Pi-isni».  Sind  0,  b  i  die  Kmten,  die  die 
&ninlflä.h.  bilden,  li  d  e  Seitenkante  Fä  der  Inhüt  dPi  Bisis,  F^,  Ft,  F, 
die  Inhalte  der  Seitenflächen,   V  der  Kubikinhalt,  sO  wiid 


a  2t         S,                 Vi        ' 

6)  l*»ralle]  epiped.     Die  m  einer  Ecke  zusammenstossendeu 

Kanten  seien  a  fi,  c  (Fig.  147),  die  Seiten  des  Drei- 

\ljf_^  Untf  a     &,    e,    die  Winkel  a,  ß,  y,   so  ist  die 

->  Grundfläche  afisiHc  und  die  Höhe  csinbsmtx, 

''-•y/j'   ,  a-          /  oder  gemäss  §  50  (XII) 

Vci^Y-——^  F=2a6c.S, 

--Z...    /                 /  wnn  ö  wieder  den  Ecken -Sinus  des  Dreikants 

^vi /  W    6    c)  hedeutet. 


§  59.    Aufgaben  ans  der  mathematischen  Geographie. 

1)  I^inleitnDg.  Der  Ausdruck  mathematische  Geographie  wird 
häufig  vorzugsweise  sjnonym  mit  elementarer  Astronomie  oder  mit  sphä- 
rischer Astronomie  gebraucht;  hier  verstehen  wir  darunter  nur  Eechnungen 
auf  der  Erdoberfläche  (Entfernungen,  Flächen  n.  s.  f.). 

In  der  Erdkunde  legt  man  der  Bestimmung  eines  Punkts  auf  der 
Erdoberfläche  das  geographische  Coordlnatensfstem  der  „Länge  nnd 
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4Tl       ^  5<>      M  iidianfaogei     Paiall  Ikreisp  und  Zoi  cnfliclien   Ifi  EiIh 

Breite»  zu  Grunl  Die  tange  A  eines  Punkts  (X  qi)  ist  der  Wmfiel 
zwischen  seinem  Menliaii  inl  einem  festen  Nall  Mendian  lÄnfangsmeri-lian 
aeist  Greeiiwioh)  die  Bieite  (oöer  Polhohe)  j>  ist  die  «ph^nache  Bnt 
ternung  lei  Punkts  vom  Ä|uator 

Von  der  Abwe  chung  dei  wirklichen  mathematischen  Erdoberfläche 
von  einer  Kugelflacbe  sehen  wir  hier  Tollstandig  ab  iiir  haben  hiei  alle 
Rechnungen  sphau^ch  zu  führen 

Pur  den  IlalbniesBer  der  Erdkugel  i=t  mi  f  Igenlen  stets  6370  km 


Die  Meridiane  sind  Grts'ikteise  die  sich  in  den  Polen  der  Eide 
schnellen  be  Paiailelkreise  sind  (mit  Ausnahme  des  Ajuat  rs  (p  =  0) 
sämtlich  Kleinkreiae  die  dei  Anlanger  unrichtigere  eise  bei  manchen 
Äifgabpn  tIs  sphärische  Hiltstinien  ai  zuwenden  geneigt  lot  Zn  sehen  zwei 
Punkten  desselben  Pitalleikreites  nt  z  B  niclt  lo  ParalHkreiabogen 
die  kürzeste  Entlernunf;  Wie  liegt  aut  der  NoidhaiVkugnl  der  Eide  der 
Grosski  eist  ogen  zwischen  zwei  solchen  Punkten  im  \eigleicli  mit  dem 
ParalUkie  sbogen** 

Zur  VeransthauUcl  ung  äes  geographischen  Cooidinatennetzes  und 
aller  iifgabtn  darüber  ist  die  Benutzung  eines  trlohus  mit  Netz  (der  sehr 
klein  sein  kannl  di  in  gen  1  mzurat  n  die  besten  Dienste  leistet  ein  Schiefer 
globus  mit  Metz,  auf  dem  man  zeichnen  kann.  Solche  Globen  sind  freilich 
sehr  teuer;  aber  auch  ein  ganz  kleiner  gewöhnlicher  Globus  (Preis  von  1  Mark 
an)  genügt. 

Z}  Bogen  elues  JfIeridlaii«zwi«cIieiidenParallel- 
kreisen  ipi  nnd  q>^  ist  =  )■  [are  ipg  —  at-c  qoi)  =  r  '^  '-^  .  Bei 
r=6370kmigtz.  B.  ,1«  des  Meridiane-'^eSTO.are  lü=lll,2km;  Meridian- 
quadrant ((pa  =  900,  qn,  =  00)  =  r .  are  900  =  r.  £.=10006  km  (Metersystem). 

3>  Parallelkreise  nnd  Zonenflächen. 

1}  Der  Parallelkreis  zur  Breite  qi  hat  den  Halbmesser  rcösip, 
sein  Umfang  ist  also  2  ji  i*  cos  (jp;  der  Abstand  seiner  Ebene  yod  der  Äquator- 
Ebene  ist  rsin(p. 

Beispiel:  Länge  der  Wendekreise  (bei  einem  Winkel  zwischen 
Äquator  und  Ekliptik  =  230  28')^  36710  km;  Länge  der  Polarkreise 
=  15940  km;  Bogen  des  Parallelkreisea  800  zwiscben  zwei  Meridianen  von 
10  Abstand   =  1,94  km. 

Die  Länge  des  Parallelkreisbogens  zwischen  zwei  Punkten 
dieses  Parallelkreises  heissen  die  Seelente  Abweitnng;  sie  ist  grosser 
als  die  kürzeste  Entfernung  (Grosskreisbogen)  zwischen  beiden  Punkten  (s.  u.), 
doch  ist  der  Unterschied,  so  lange  der  Bogen  selbst  nicht  gross  wird,  nicht 
bedeutend,  Haben  zwei  Punkte  auf  demselben  Parallelkreia  qo  einen  Längen- 
nntersfhied  =  (J.2  —  ^i),  so  ist  die  Abweitnng  zwischen  beiden  Punkten  nach 
dem  Vorstehenden  gleich 


y  Google 


g  59.     Parallelkreise  und  ZonenflÜchen  der  Erde.  477 

Die  Umfange  der  P     U  Iki        (11  1  Ab      t     g  h 

denselben  Meridianen)  nehm         mAjt(f  =  ll  ht         lg 

sam  ab  (langsame  Abnah  cd  qo)     M       t  li        h  A     1     un 

au  gewinnen,  dieVerbältni      bl      d     P      11  Ikr       mf    g    (     d  Ab      t  ) 

für  (p=  00,  100,  200  ...    70     80        0        f      db      t     rt  f  lg    d 

Fragen    wie  bcisst  der  P     U  Ik  d  ss      Umf    g  h  ib  1    d 

Aquatommfang  ist?  (ausw    dgg=0     d  0=-t)Afwlli 

Parallelkroiae  ist  der  Unit    g  /      /     d     Aq    t     mf 

21  Der  Fläclieni    I    It  J"  d      Z  h       i      P     11  Ik 

ijj  and  <l>2  i'-t 

Beispiel  Nördliche  gemässigte  Zone  qs^  =  660  32'  ,  ifi  =  230  28', 
F  =  IS3  340  000  qkm  Liegt  der  eine  dpr  begienzenden  Parallel  kreise  auf 
der  südliehen,  dei  'indere  auf  der  nbidlithen  Hilbkugel,  so  ist  das  euie  (p 
negativ  zu  nehmfn 

Ist  daseine^,  I  B  (j)_  =  900  (Polj,  d  h  ist  m  bestimmen  der  Flächen- 
inhalt der  Kugelkappe  (Kalotie),  begrenzt  durch  den  Parallelkreis  <fi  =  (f, 
0  findet  man  J?"  =  2  !7  r  (j- —  f  sm  <)))  =  2  « )-a  (1  —  sin  q))  =  2  OT  r2  (st«  900 — 


"(- 


Dies  stimmt  mit  dem  aus  der  Stereometrie  bekannten  Satz;  Der  Inhalt  einer 
Kugeüappe  ist  gleich  dem  Inhalt  des  Kreises,  dessen  Halbmesser  die  Eugel- 
sehne  der  Kappe  ist  (Sehne,  die  zum  spärischen  Halbmesser  der  Kalotte 
gehört).  Dieser  sphärische  Halbmesser  ist  (900  — ip);  die  zugegörige  Sehne 
s  =  2  rm.i^t^^^IIlf,  also  der  Inhalt  der  KaiotteJ'=J7.s»=4wjasi»2[450  —  ?'.], 
Beispiel:  Inhalt  einer  der  kalten  Zonen. 

3)  Der  Flächeninhalt  der  Tigur,  die  durch  die  zwei  Parallel- 
kreise (fii  nnd  (pa  und  durch  die  zwei  Meridiane  mit  den  Längen  \i  und  k^ 
begrenzt  wird,  ist 

300=  2  2  p  2  2       ' 

Beispiel:  Für  ein  Blatt  einer  „Gradabt eil nngstarte"  sei  q),  =  4800', 
({12  =  48030';  ii  =  26fl0',  Ag  =  27»  0'.     Mau  findet  .F=4115  qkm. 

4)  Sntfernangeii  und  belißbige  Flächen. 

1)  Die  Entfumiiug  der  beiden  Punkte  Q.i,(i>{)  uud  (Ag,^^)  ^^ 
bereeliBen.  Die  Entfernung  wird  gemessen  durch  den  Grosskreisbogen  e, 
der  die  zwei  Punkte  verbindet.  Denkt  man  sich  ausserdem  die  Meridiane 
der  beiden  Punkte  gezogen,  so  entsteht  ein  sphärisches  Dreieck,  in  dem 
zwei  Seiten  (900— q)[),  (gOO  — qi^)  sind,  während  der  von  beiden 
eingeschlossene  Winkel  (ia  — AJ  ist.     Dieses  Dreieck  Pol  -  Pj  —  P^ 
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kommt  bei  allen  Aufgaben  vor,  in  denen  von  zwei  Punkten  der  Erdoberfläche 
die  Eede  ist,  (vgl.  unten  in  5).    Die  dritte  Seite  des  Dreiecks  ist  die  gesnclite 
Entfernung.    Nach  dem  Cosinus-Sa,tz  (I)  ist 
cose-co*(900-ip,}cos(900-q)2)  +  m(900-q>i)sin(900-Wtw*^(A2-Ai)  od.r 

(1)        ( Oi  >'  ^  atw  fpj  sm  tf2  +  cos  (pi  cos  %  «w  {}.2  —  i-i). 
Um  dw  Entfernung  im  Läiigenmass  zu  erhalten,  ist 
,2,  ,  =  i-,  =,.„,,. 

Eb  empfiehlt  "iich  meist  die  Gleichung  (1)  direkt  (ohne  Hilfswinkei) 
mit  Übergang  aut  dip  Namen  oder  mit  Anwendung  der  Additiona-  und 
Subtiaktiong  Logaiithmtn  zu  benutzen.  Als  e  ist  der  Bogen  zu  nehmen, 
der  <  1800  „t 

Beispiele:!") 


.,, 

0  r  t: 

i  (östl.  Gr.) 

* 

,      1,,^, 

1 

2 
3 

i  Petersburg 
1  New- York 
(  Petersburg 
\  Sjdney 
/  New-York 
\  Sydney 

+    30°  18' 48" 
+  2S6     5  45 
+    30    18  43 
+  151    11  39 
+  286     5  45 
+ 151   n  39 

+  59°  56' 31" 
+  40  42  45 
+  59   56  81 
-33   51  40 

+  40   42  45 
—  33    51  40 

61°  52'  52"|    6880 

134      5      9     14910 

1 
143    52   33  1 16000 

Zusätze:  a)  Liegen  die  beiden  Punkte  auf  ilemselbeu  Merl- 

dian,  so  ist  ^g  —  Aj  =  0  ,      cos  e  =  cos  (gig  —  ipi) ,        d   h 

(3)  e  =  qoa  -  <Pi , 

wie  auch  unmittelbar  klar  ist  (vgl,  oben  1).  Diese  Formel  wird  auch  noch 
gelten,  wenn  die  beiden  Punkte  nur  sehr  nahezu  auf  demselben  Meridian 
liegen  und  zwar  darf  (bei  gleicher  Genauigkeit  des  Resultats)  dei  Längen- 
n.nterschieil  um  so  gii>i.ser  werden,  je  grösser  (qig  — <f'-\)  selbst  ist, 
-E  jWien  X2  (östl  Gr.)  =  16023' ,0,  ipa  =  +  48013' ,0161  (1)  giebl  e  ^  9134  kiii 
-J'fKapstadt  Äj  (  ,  „  )  =  18  35 ,0,  ^,  =  —  38  55  ,oj  ,  (3)  ,  c  =  9131  . 
b)  Liegen  die  beiden  Paukte  auf  demselben  Parallelkreis,  ist 
also  ifj  =  (jng  =  <p,  so  wird 

cose  =  sm2  qj  +  cos  2  ip  cos  (ig  —  i])  ,  woraus  mit 


e=l  —  2sm^-^      und 


aieb  ergiebt 


was  auoh  direkt  aus  dem  gleichschenkligen  sibirischen  Dreieck  mit  Spitze 
im  Pol  abzuleiten  ist  Die  Gleichung  gilt  wieler  näh eruiigs weise  au  h  Jur 
Orte,  deren  Bieiten  nur  nahezu  gleich  ainl  und  zw5i  dürfen  die  Breiten 
um  so  mehr  verschieden  sein  je  grosser  [J__  —  A,)  ist  Für  ^  1  t  dinn 
5L+i?  ,u  nehm  n 

rsJLissabon  ii(westnTr)=  «»o  7'.!t,  y,  ^ +38''48',0|GI,(1)  pM  e  -  5414  tiii 
iljNewYorkJ^i     ,       ,  )  =  7i  54,3,  qjg^ +40  42  ,8,  (4)    „    t  =  5410  „ 
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2.  Beispiel.  Zwei  Punkte  aui  dem  Parallelkreis  480  SO'  haben  einen 
Längenuntersohied  von  lO"  20'.  Um  wie  viel  ist  der  Grosskroisbogen  awieclien 
beiden  kleiner  als  der  Bogen  des  Parallel kreises  (Abweitung'  zwischen  beiden 
Punkten)? 

Grosskreishogen  =  60  50' 30" ,3  =  760,6  km,  Parallelkreiabogen  (Ab- 
weitung  s.  oben  8,  1))  =  761,2  km. 

c)  Wie  ist  der  Abstand  zweier  durch  ilire  geogr.  Coordinaten  gegebener 
Punkte  zu  berechnen,  wann  dieser  Abstand  klein  ist  im  Vergleich  zum 
Kugelhalbmesser  ? 

1  <))i  =  480  34' 10"  ,^^=490    i'45" 

I  Ai  =  280    4-  21"  I  ig  =  280  55'    7" 

Die  Gleichung  (1)  für  cog  e  versagt  hier.    Eeihenentwioklung  (d.  h.  Rechnung 
der  Entfernung  wie  in  der  Ebene). 

2)  Was  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  dessen  Ecken  die 
Punkte  (Aj,  fi),  [Ag,  ipa)  «nd  [A3,  qog)  slndj 

Man  hat  nach  (l)  die  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  zu  berechnen 
und  sodann  den  Escess  nach  §  51  (XX). 

Beispiel.  Dreieck:  Petersburg-Now-York-Sydnej.  Mit  den  oben 
[Tgl.  1)]  berechneten  Seiten  erhält  man 

i-  =  470  14'  33,5"  .also      e  =  1880  58'  14"  =  680294". 

Das  Dreieck  nimmt  also     ^^"^^^"    =  0,26234,  d.  h.  etwas  aber  ein  Viertel 
720 .  60 .  ao" 

der  ganzen  Erdoberfläche  ein.  Für  den  Inhalt  in  qkm  erhält  man  133828000. 

(Oberflache  der  ganzen  Erde  510  Mill.  qkm.) 

Wie  ist  «  direkt  in  den  Coordinaten  der  drei  Eckpunkte  auszudrücken? 

5)  Verschiedene  Aaf£a1ien  der  matliematisclien 
(Geographie. 

1)  Ein  Grosskreis  schneidet  den  Äquator  unter  dem  Winkel 
y;  unter  welchem  Winkel  schneidet  er   den  Parallelkreis  ip? 

Man  hat,  wenn  der  gesuchte  Winkel  \p  ist,  ein  rechtwinkliges  sphä- 
risches Dreieck,  in  dem  eine  Kathete  (p,  der  gegenüberliegende  Winkel  y 
und  der  anliegende  (90"  ^1^)  ist,  also 

sin  (900  —  ip)  =  ?^       oder       cos  ^  =  ^^  . 

Mit  <f  =  y  muss  sich  cosijj  =  1,  nämlich  »))  =  0  ergeben  (warum? 
Berührung'  des  Grosskreises  mit  dem  Parallelkreis  y;  diese  Punkte  sind  in 
geograph.  Länge  um  900  verschieden  vom  Schnittpunkt). 

Beispiel;  Gesucht  der  Winkel,  den  die  Ekliptik  mit  dem  Parallel- 
kreis 100  bildet.  Mit  ;- =  980  28',  ip=100  wird  ifi  =  21020"  Man  rechne 
für  ^=  231' 28'  den  Schnittwinkel  mit  f  =  10,  5«,  (lÜO),  150,  200,  2.R 

2)  Zu  zwei  Meridianen,  die  den  Winkel  ö  (^A^  — Aj)  mit 
einander  bilden,  worden  in  den  sphärischen  Entfernungen  bund 
c  vom  Pol  (in  Punkten  der  Meridiane  mit  den  geogr.  Breiten 
(900  —  6)    und    (900  — c)),     j^ei    Grosskreise     senkrecht    gezogen. 
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Welchen  Winkel  hilden  diese  zwei  Grosskreise 
und  in  welcher  Entfetnnng  Tom  Pol  schneiden 
sie  sich? 

Es  iat  (Fig.  U8),  wenn  ND  =  m  gesetat  wird. 


t9>n 

Ferner  ist      GD  =  < 
tgn^tgßsin 


somit  ans 


Dreieck  ODE: 


Endlioh  wird  cos  iE  =  cos  ecos  n. 

Beispiel:  Ö  =  W,  6  =  45»,  c  =  100»  giebt  ™  =  490  6',4,  c— m  = 
500  53',6,  «  =  640  1',8;  i£_=53050S5    und    ie  =  940  21',7. 

3)  Ein  Schiff  fährt  im  grCssten  Kreis  vom  Punkt  (ly,  q),) 
nach  (^2'  ^ii-  I»  welcher  Breite  passiert  es  den  Meridian  X  und 
in  welcher  Lange  den  Parallellireis  ip? 

Man  berechne  zunächst  die  dritte  Seite  und  die  an  ihr  liegenden 
Winkel  des  Dreiecks  Pol  P,  Pj  [vgl.  4,  1)].  Für  den  ersten  Teil  der  Auf- 
gabe hat  man  dann  noch  ein  Dreieck  aus  einer  Seite  und  den  zwei  anliegenden 
Winkeln  zu  berechnen,  für  den  zweiten  ein  Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  dem 
Gegenwinkel  der  einen. 

Beispiel:  Ein  Schiff  fährt  von  New-York  (73»  55'  W.  Gr.;  +  40«  43') 
nach  Kapstadt  [18"  25'  0.  Gr. ;  —  S3''  55').  In  welcher  Länge  schneidet  es 
den  Äquator?  Man  findet  den  Winkel  S.Pol-New-York-Kapstadt  =  64011' .8 
und  hieraus  mit  Hilfe  eines  hier  rechtwinkligen  Dreiecks  die  gesuchte 
Lange  =  20«  37' .7  W.  Gr. 

4)  Lange  und  Breite  des  Punkts  der  Erdoberfläche  zu  be- 
stimmen, der  von  den  gegebenen  Punkten  P^  (S.i,  ipj),  F^(Xz,t>i)  nöd 
dem  Nordpol  gleich  weit  entfernt  ist.  Es  handelt  sich  um  Bestimm- 
ung des  Mittelpunkts  P  des  Umkreises  des  in  8)  berechneten  Dreiecks  NP^  P^. 
Setzt  man  b  =  900  —  qjj^  c  =  90»  —  $3 ,  a^X^  —  li,  bezeichnen  ferner  R 
den  sphärischen  Umkreishalhmesser,  endlich  a^  und  a^  die  Teile,  in  die  N  P 
den  Winkel  a  teilt,  so  iat 

_tg^i  _tg{e         .        eos  a,  _  tjjfe 

^^  tgR  '  ^~  tgü  '  cosag~  tg^e' 

«i,  «a  zu  bestimmen    aus  Summe  (=  «)  und   cos -Verhältnis, 
stimmende  Addition  und  Subtraktion  in  der  letzten  Gleichung  liefert; 


somit 
U berein- 


ig ä' 


d.  h. 


-tg^e 
,  «1  — «2 
tff  —2       = 


—  etg- 


■^ctg- 


.!(«-6)' 


■'3t- 


Damit  sind  «^  und  «2  bekannt  und  also  auch  iE  (mit  Probe)  aus  den  zwei 

zuerst  angeschriebenen  Gleichungen. 

BBispid:  q)i  =  +72<i48'     Ai  =  56041'  östh  Gr.  |  Iiisiilt4l:()i=78014',2,  J.=13015',3 

q)3=  +  670    5'     S^=    0"   ff      ,        ,    |Wo   liegt  der   zweite  Punkt 

der  Erdoberfläche,  der  der  Aufgabe  genügt? 
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Man  erweitere  die  Aufgalie  auch  so:  Auf  der  Brdoberfläche  sind  drei  Punkte 
P],P2,  Pg  beliebig  gegeben:  (Xi  <}>{),  (Ag  fpg),  {Agfa);  was  sind  die  geogra- 
phischen Cooidinaten  (A,  (f)  des  ^sphärischen  Mittelpunkts  des  durch  sie 
gehenden  Kleinljreises  und  was  ist  der  sphärische  Halbmesser  U  dieses 
Kreises  ?  "2) 

5)  Von  einem  gegebenen  Punkt  (Äi,  quO  geht  ein  Grosskreis- 
bogen ¥on  gegebener  Länge  e  ans,  der  einen  gegebenen  Winkel  a 
mit  dem,  Meridian  des  Punkts  (ij,  if,)  einschUesst  (das  Azimut 
des  Grosskreisbogens  ist  a)  *).  Gesucht  sind  die  geographischen 
Coordinaten  des  Bndpunkts. 

Diese  Aufgabe  (und  ihre  Umkehrung)  ist  geodätisch  and  mathematisch- 
geographisch  (nautisch  u.  s.  f.)  von  grosser  Wichtigkeit.  (.Geodätische 
Hauptaufgabe",  wobei  allerdings  auf  der  Kugel  sowohl  als  anf  dem  EUipsoid, 
wo  an  Stelle  der  Kugelgrosskreise  „geodätische"  Linien  treten,  die  Länge 
des  Bogens  im  Vergleich  mit  den  Abmessungen  der  Erde  so  klein  sind,  ijass 
Be  h  n  ntw  klung  g  nommen  werden  muss;  hier  handelt  es  sich 
nu    u       ph        ht  g  n  n  t      he  Übungen). 

D  A  flD  ung  d  e  Aufgab  und  aller  ähnlichen  besteht  abermals 
n  d  B  e  hnung  d  h  n  m  h  fa  h  genannten  Dreiecks  Pol  —  Pj  —  P^, 
n  d  m  w  S  t  (90  —  j} )  nd  (9C  —  ip^)  sind,  während  der  eingeschlos- 
nWkl(iU  —  il  udd  dnt  S  te  e  ist.  Die  beiden  übrigen  Winkel 
dea  Dreieiks  sind  das  Azimut  von  e  im  einen  und  das  Supplement  des 
\zimuts  im  andern  Endpunkt 

Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  das  Dreieck  zu  berechnen  aus  zwei 
Seiten  IW  —  ifi),  e  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  «.  Man  bestimme 
lusser  Üb,  f^i  auch  den  Azimut  des  Bogens  in  diesem  Endpunkt.  Mit 
dieser  \ufgibe  5|  verwandte  infgaben  sind  die  folgenden: 

a)  Vom  Punkt  (A„  (f,)  geht  unter  dem  Azimut  a  ein  Grosa- 
kreisbogen  aus,  dessen  Endpunkt  die  Breite  (p^  bat.  Wie  lang 
ist  der  Bogen,  was  ist  die  geographische  Länge  des  Endpunkts 
und  das  Aaimat  des  Bogens  im  Bndpunkt? 

Berechnung  des  obengenannten  Dreiecks  aus  zwei  Seiten  (OD*  —  ^{j, 
I^ÖOO  —  (pj)  und  dem  Gegenwinkel  a  der  zweiten. 

b)  Gegeben  der  Ausgangspunkt,  die  Länge  des  Bogens  und 
die  Breite  des  Endpunkts;  gesucht  die  geogr.  Länge  dieses 
Punkts  und  die  Azimute  des  Bogens  im  Anfangs-  und  Endpunkt. 

Bekannt  sind  die  drei  Seiten  des  Dreiecks. 

e)  Gegeben  die  geogr.  Coordinaten  des  Anfangs-  und  des 
Endpunkts;  gesucht  die  Länge  des  Bogens  und  dessen  Azimute 
im  Anfangs-  und  Endpunkt.  (Die  Länge  des  Bogens  allein  ist  bereits  in 
4, 1)  berechnet ;  man  wähle  jetzt  eine  andere  Auflösung  [MoUweide  und  Neper]). 

Bekannt  sind  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel. 

*)  Die  Azimute  der  Eichtungen  werden  Tom  Meridian  aus  in  der  Geo- 
däsie meist  von  N.  über  0,  von  ö»  bis  SeO«  gezählt. 
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d)  Gegeben  der  Anfangspunltt,  das  Azimut  des  Bogens  in 
diesem  Punlit  und  die  geogr.  Länge  des  Endpunkts;  gesucht  die 
Breite  des  Endpunkts  und  die  Länge  des  Bogens. 

Beliannt  sind  eine  Seit«  und  die  zwei  anliegenden  Winltel. 

Man  gebe  diesen  Au%aben  anch  , Einkleidungen'  (Scbiffswege, 
Tgl.  3),  u.  s.  f.). 

5)  „AI  isiicments- Aufgab  eil"  in  geographischen 
Coordinatcn. 

1)  Was  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei  Punkte 
(ii,  gsa).  ih.  liSa)  ^md  {^3.  Ts)  ^'^f  einem  Grosskreis  liegen? 

Bezieht  man   die  Punkte  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem, 
dessen  «»/-Ebene  die  Aquatorebene  ist  (a-Axe  also  Erdaie;  x-Axe  im  Null- 
meridian), so  erhült  man  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte 
/  xi  =  r  C03  <pi  &M  i-x       I  X2  =  reos(pz  cos  ig      i  a:s  =  rcos  (f^  cos  Ag 
J  yi  =  )■  CM  qPi  sin  A,       {  ^2  =  r  cos  qi^  sin  A^       ,   yg  =  r  cos  (fs  sin  k^ 

Die  Ebene  der  drei  Punkte  (x\,  pi,  Zi),  («3.  y^'  H)<  (^S-  Vs-  ^s)  «oll  nun  durch 
den  Erdmittelpunkt  gehen;  die  Bedingung  dafür  ist,  wie  in  der  analytischen 
Geometrie  gezeigt  wird; 

^1  {^  ^3  —  SC3  ^2)  +  «2  («3  yi  —  «1  ys)  +  ^3  (%  ya  —  äCa  J/i)  =  0 
oder,  wenn  man  wieder  auf  Polar-Coordinaten  übergeht: 

Hti<»,ra»9i,cosVjSi«(i,— i,)+»(Bfl',CD5fli,jos9i,sfHa,— iil-f-MH^jCOsWijcnsSijs/MfJl,— A,)=Ood. 
tg  qa,  si»  (A^  — 13)  +  ig  cp^  sin  {l^  —  Xt)-^  *g  'Ps sin  (A,  —  i-a)  =  n. 

Die  Aufgabe  kann  auch  ohne  Zuhilfenahme  der  analytischen  Geometrie 
gelöst  werden;  wie  am  einfachsten? 

Man  beachte  die  Analogie  zur  Ebene;  sind  (pi,  qp^.  ipa  sehr  klein  und 
ebenso  die  ^-Unterschiede  sehr  klein,  und  nehmen  die  genannten  Grössen 
unbegrenzt  ab,  so  lautet  im  Grenzfall,  wenn  a;,,  3^2,  3:3  Zahlen  aind,  die  den 
sehr  klein  gewordenen  (pi,  ^21  fs  ^'"^  Vi'  &Z'  Vs  Zahlen,  die  den  sehr  klein 
gewordenen  A-Differenzen  proportional  sind,  die  angeschriebene  Gleichung 
{die  cos  X  sind  alle  =  1): 

*1  0/2  ~  ys)  +  ^2  iVs  —  Hl)  +  ^s  (Vi  —  Vi)  =  ö- 

Der  zuletzt  angeschriebene  Ausdruck  ist  aber  die  doppelte  Fläche 
des  Dreiecks,  das  in  einem  ebenen  Coordinatensjstem  die  Punkte  (^ij/|). 
(a;2  3/2)1  {■>^z  ys)  ''■^  Eckpunkten  hat  (ygl.  §  43) ;  wird  er  gleich  Null,  so  liegen 
also  diese  drei  Funkte  in  gerader  Linie. 

2)  Man  versuche  die  vorstehende  Aufgabe  auch  zur  Lösung  der  fol- 
genden zu  Terwenden; 

Gegeben  sind  diePunkte  Pj,  Pg;  P^,  P^  der  Erdoberfläche 
durch  ihre  geographischen  Coordinaten  {Xifpi),  {h<ti]\  {hfz)' 
(14^)4);  man  sucht  die  geographischen  Coordinaten  des  Durch- 
achnittspunkts  der  Grosskreisbögen  P^  P3,  P2  P4. 

[Analogie  in  der  Ebene :  §  37,  4,  4)]. 

Die  Ätifgabe  wird  übrigens  besser  ohne  Beziehung  zur  verhergehenden 
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behandelt  (am  besten  mit  Benützung  der  centralen  Projektion  der  Punkte 
auf  eine  Ebene,  ygl.  u.  6);  sie  führt  aher,  welchen  Weg  man  auch  ein- 
schlägt, in  ziemlich  komplizierten  ßechnun^n  113]_  sie  hat  in  der  sphärischen 
Astronomie  (vgl.  Kap.  4)  eine  gewisse  Berühmtheit  erlangt  (Bestimninng 
des  Orts  eines  Gestirns  durch  ,Alignement',  d.  h.  dnrch  den  Schnitt  zweier 
ÖTOsskreisbögen  zwischen  gegebenen  Paukten  am  Hirarael.  Terrestrische 
Einkleidung:  Zwei  Schiffe  sollen  [auf  grOssten  Kreisen),  das  eine  von  P[ 
nach  P3,  das  zweite  von  Pj  nach  P4  fahren  und  die  Schiffe  sollen  sich 
nnterwegs  begegnen;  wie  lange  vor  oder  nach  I  rousa  II  abfahren,  wenn 
ieide  gleich  schnell  fahren  und  wo  treffen  sie  sich? 

0)  Projektionen  ilei'  Kngelnberfläclie  anf  die 
Gbeiie.  Wenn  man  die  durch  ihre  geographischen  Coordinaten  auf  der 
.Erdoberililche  gegebenen  Punkte  (A,  (p)  nach  irgend  einem  roa thematischen 
Gesetz  auf  eine  Ebene,  die  sog.  Bildebene,  überträgt,  so  erhält  man  eine 
„Abbildung"  der  Kugelobecfiäche  oder  eines  Teiles  davon  in  der  oder  auf 
die  Ebene,  eine  sog.  Karten projektion.  Anf  das  weite  Gebiet  der  verschie- 
denen Abbildungen  der  KugelobetflSche  auf  die  Ebene  kann  hier  nicht  ein- 
gegangen werden;  nur  über  eine  der  einfachsten  Arten,  die  perspektivi- 
schen Abbildungen,  mag  eine  Notiz  folgen. 

Bei  ihnen  wird  die  Übertragung  der  Kugelpunkte  auf  die  feste  Bild- 
ebene dadurch  gemacht,  dass  man  von  einem  festen  Punkt  0  aus,  dem  sog, 
Augpunkt,  Strahlen  durch  die  abzubildenden  Kugelpunkte  F^,  Po--  *icht; 
die  DuKhschnittsp unkte  P,',  P{  .. .  dieser  Strahlen  mit  der  Bildebene  sind 
die  Bildpunkte  von  P„  P^  . . . 

Wenn  es  sich  um  eine  derartige  Abbildung  einer  von  einem  Parailel- 
kreis  begrenzten  Kalotte  der  Erde  handelt  (sphärischer  Mittelpunkt  also  im 
Pol  der  Erde),  so  wird  der  Augpunkt  ein  Punkt  der  Erdase  sein  müssen; 
die  Bildebene  berührt  die  Erdoberfläche  im  Pol  (übrigens  ändert  Parallel- 
Tcrschtebung  der  Bildebene  nur  den  Massstab  der  Abbildung).  Die  Meri- 
diane bilden  sich  also  ab  als  Geraden büschel  mit  unveränderten  Schnitt- 
winkeln, die  Parallelkreisc  als  koncentrische  Kreisschar  mit  dem  Schnitt- 
punkt jenes  Büschels  als  Mittelpunkt,  Nimmt  man  den  Augpunkt  in  be- 
stimmtem Abstand  D  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  (Halbmesser  r)  und  zwar 
auf  dem  abliegenden  Teil  der  ErdaM  an,  so  bildet  sieh  der  Paralielkreis  (f 

ab  als  Kreis  mit  dem  Halbmesser     „-  ■    - .- (oder    wenn    1  :  m    der 

i)  -1-  r  s  in  qi 

Längenraassstab  der  Abbildung  im  Karten m ittelpun kt ,  hier  dem  Pol, 
werden  soll, 


(D  +  ]■)  aos  (p 


Leicht  zu  sehen  ist,  dass  drei  besonders  ausgezeichnete  Lagen  für 
den  Augpunkt  vorhanden  sein  werden;  I)  J>  =  0  (Augpunkt  im  Erdmittel- 
punkt); 2)  D  =  r  [Augpunkt  im  Südpol,  wenn  eine  Nordpolarkalotte  ab- 
gebildet werden  soll);  S)  i)  =  oo(Augp.  im  co  fernen  Punkt  der  Erdaie). 
Der  zweite  Fall  ist  theoretisch  der  wichtigste,    er  liefert   die  sog,  stereo- 
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graphische  Abbildang;  mit  B  —  r  wird  der  Halbmesser  des  Parallel kreises 
(von  m  abgesehen) 

■wie  iu  h  uninittelliat  aua  dei  Figur  abzulesen  ist 

Das  W  esen  der  Abbildung  ändert  sich  offenbai  niclit  \i  enn  man  otitt 
einer  polaren  eine  beliebig  auf  der  Erdkugel  liegende  Kilotte  perspektiTia  h 
abbilden  will  der  Augpuntt  lat  nur  auf  dem  Erddurchmesser  anzunehmen, 
der  durch  den  [jetit  beliebig  hegenden)  sphbrischen  Mittelpunkt  der  Kalotte 
geht  (aut  dem  ibgewandten  Zweig  dieses  Erdduiehniessers)  die  Bildfläche 
berührt  die  Eidnbpiflache  in  jenem  Hiuptpunkt  geometriich  endluh  hit 
min  an  Stelle  von  Merilianen  und  Parallelkreisen  der  yurigen  „noimalen" 
Lage  hier  die  GrosskreiBe  durch  den  Hauptpunkt  uud  die  sie  senkre  ht 
aclineidend"n  kleinkreise  (Ebenen  _L  H^uptpunkidurchrnPsaer)  zu  setzen 
Trigonometrisi-h  wollen  wir  nun  nur  die  eine 

Aufgabe  stellen  Der  Hauptpunkt  hibe  die  geOn'raphisLhp 
Breite  <Po,  die  geo&rapliiaihc  Langen  weiden  yon  ihm  aue  gezählt, 
die  Bildebene  berührt  die  Erdkugel  im  Hauptpunkt.  Auf  dem 
Hauptpunktdurchmesser  liegt  der  Augpunkt  im  Abstand  D 
vom  Erdmittelpunkt  (vom  Hauptpunkt  abgewendet);  wie  bildet  sich 
in  der  Eartenebene  ein  beliebiger  Eugelpunbt  (k,(f)  ab? 

In  der  Kaiienebene  werde  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  an- 
genommen, die  a:-Aie  im  geradUnig  abgebildeten  Meridian  des  Hauptpunkte, 
der  Nullpunkt  im  Hauptpunkt.  Ist  auf  der  Eugeloberfläche  3  der  sphärische 
Abstand  PqP  [Pq  Hauptpunkt,  P  der  Punkt  (l,^)],  a  das  Azimut  von  ö 
im  Punkt  Po,  so  liest  man  aus  dem  Dreieck  P^^^  (Nordpol)  die  drei 
Grundgleichungen  ab ; 

(  cosS  =  sin  ipcidn^f  -hcosrpfiCosrfcosX 

(1)         I  smösina^cosipdnX 

y  sin  ö  eoä  «  =  cos  qpg  sin  qs  —  sin  q^o  cos  ip  eos  X. 

Der  Bogen  6  wird  geradlinig  abgebildet,  als  Strecke  von  der  Länge 

[s.  oben  mit  S  =  (90°  —  9)]  ^  ■ ' j-^  ^i^/  '^^  '"™'^  '''^^^'^  '"  ^^ 

Abbildung  diese  Strecke  den  wahren  Winkel  «  mit  der  ce-Aie;  es  ist  also 

Setzt  man  in  (2)  die  Ausdrücke  für  eoa  ä,  für  sin  Öaos«  und  sin  ä  sin  a  ans 
(1)  ein,  so  hat  man  unmittelbar: 

Ij^  (D  +  r)  jeos  (f,^  sin  qo  —  sin  <pa  00s  qa  cos  l] 
m'  B  +  r  (sin  qoosmqi +  008  90  cos  f  cos  J.) 
.  ij+..),„.„.i.t 

"       m     D-hrisinqu^sinip  +  cosiitoOosqicosk) 
Beispiel.  Eine  Karte  von  Europa  soll  mit  dem  MittelpunktsEngen- 
mässstab  1:10  Millionen  dadurch  entworfen  werden,   dass  man  ein  ent- 
sprechendes Stück  der  Kugebberfläche  auf  einer  Bildebene  perspektivisch 
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«ntwirft,  tlie  die  Erdoberfläche  im  Punkt  (50»  ii.  B.  =  qPo,  20")  OstL  L.  ?.  G.) 
berfllirti  der  Augpunkt  aoll  dabei  (auf  dem  vom  angegebenen  Hauptpunkt 
abliegenden  Teil  des  Erddurchmessers)  die  Entfernung  1,965  Erdhalbwesser 
haben  und  der  Erdhalbmesser  ist  zu  6380  km  anzunehmen.  Wie  iauten  in 
dieser  Karte  die  rechtwinkligen  Coordinaten  für  den  Punkt  Archangelsk 
mit  64">  32'  n.  B-,  40»  S4'  Gstl.  L, 

Mit  qio=500,  (j)  =64^82',  X={iO'>W—20<^)=%tf'>W,  r=6 8800ÜOOOOmio, 
«1  =  10000  000  gehen  die  Gl.  (3)  x  =  176,5  mm.  ■>/  =  98.0  mm  {+x  im 
Kordzweig  des  Meiidians  des  Hauptpunkts  in  der  Kartenebene;  vgl.  eine 
Atlaskarte  damit,  die  in  beliebiger  anderer  Eiitwurfsart  gezeichnet  ist  und 
meist  kleinern  Massstab,  d.  h.  grösseres  m  haben  wird). 

Auf  eine  Diskussion  äet  Gleichung  (3)  in  der  Art,  dass  untersucht 
würde,  1)  was  ist  das  Bild  eines  bestimmten  Parallelkreises  q),  2)  was  das 
Bild  eines  bestimmten  Meridians  X  in  der  Karte  (im  ersten  Falle  A,  im 
zweiten  <p  aus  (3)  eliminiert,  giebt  die  Gleichung  der  Kurve  in  recht- 
winkligen Coordinaten),  kann  hier  nicht  eingegangen  werden.  Geometrisch 
ist  klar,  dass  diese  Bildkurren  sämtlich  Kegelschnitte  sind  (den  Kreis 
und  die  Gerade  als  Grenifalle  selbstverständlich  eingeschlossen);  und  ferner 
sei  etwa  noch  ohne  Beweis  erwähnt,  dass  für  den  Fall  D  =  r  (sog.  atereo- 
graphische  Abbildung)  alle  Bildknrven  von  beliebigen  Eugelkreisen  in  jedem 
Falle  wieder  Kreise  werden.  Das  Weitere  muss  aber  einem  wichtigen 
Zweig  der  mathematischen  Geographie  und  Geodilsie,  der  sog.  Karten- 
projektionslehre,  Torhehalten  bleiben.  IH) 

T)  Ans  sich  ts  weite,  Kimmtiefe  am  Meer.  ZumScbluas 
mag  hiev  noch  ein  sehr  einfacher,  aber  praktisch  wichtiger  Gegenstand 
der  matlieniatischen   Geographie  kurz    berührt   werden,    nämlich   folgende 

Anfgabe.  Das  Auge  eines  Beobachters  befindet  sich  in 
der  Höhe  h  über  dem  Meeresspiegel.  Wie  gross  ist  der  Halb- 
messer des  zu  fibersehenden  Kreises  (die  sog  EntternunR  der  Kimm) 
und  was  iit  die  Kimmtiefe  oder  Depression  des  Horizonts'^ 

Als  Kimm  bezeichnet  man  den  Kreis,  der  den  biheinluren  Horizont 
•des  Beobachters  auf  dem  Meere  begrenzt,  also  die  Linie,  in  der  der  Kegel, 
dessen  Spitze  im  Auge  des  Beobachters  hegt,  die  Erdkugel  berührt  Die 
Kimmtiefe  ist  Alt  Tiefenwsnkel,  unter  dem  die  Kimm  ron  dem  BeobathtungB. 
punkt  lus  erschemt,  ■ilio  der  Winkel  zwischen  der  Geraden  nich  der  Kimm 
und  der  Honzontalen  durch  den  Beobachtungspunkt 

{Man  ist  tehr  geneigt,  die  Entfernung  der  Kimm  dem  Anblick  nach 
zu  überschätzen,  dass  ei  sich  für  die  auf  Schiöen  voikommenden  Augen- 
hohen  nur  um  wenige  km  handeln  kann,  geht  schon  daraus  heivor,  dass 
man  diu  weissen  Wellenkimme  bis  nahe  zur  Kimm  deatUch  sieht) 

Die  Entfernung  der  Kimm  sei  a,  so  ist  da  o  klein  ist  im  Verhältnis 
zu  r,  sehr  nahe  a^  =  ft  (5  i  +  ^1  oder,  mit  Vernachlässigung  von  h^, 

(1)  a  =yTili,  «if  M  h  md,  aus,  ''  =  i^  »aLh  S  542/343  eigicht 
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Aussichstweite,  Kimmtiefe. 


>  ist  a  der  zu  a  als  Bogen  (hie. 
gehörige  Centriwinkel,  somit 


^f 


'2h   . 


Die  Kimmtiefe  sei  <x",  i 
Kreis  vom  Halbmesser  ? 

(2) 
h  and  r  sind  natürlich  im  gleichen  Mass  auszudrücken. 

Beispiele:  1)  Was  ist  die  Kimmtiefe  in  10  m  Erhebung  über  dem 
Meeresspiegel?    Es  wird  a  =  6'  6". 

2)  Was  ist  die  Entfernung  der  Kimm  för  ft  =  6  ni?  Man  findet 
fl  =  8,74  km    (s.  die  ohige  Bemerkung  über  a). 

8)  Welche  Pläohe  übersieht  man  in  12  m  Hahe  ober  dem  Meeres- 
spiegel?   Es  ist  a^  =  2.  0,012 .  6370  km,  also  tt (i^  =  480  qkm. 

i)  Von  einem  Schiff  aus ,  auf  dem  sich  das  Auge  in  der  Höhe  h^ 
über  dem  Meeresspiegel  befindet,  sieht  man  das  Licht  eines  Leuchtturms, 
das  Aj  über  dem  Meeresspiegel  liegt,  gerade  in  der  Kimm.  Wie  weit  ist 
daa  SchiflT  vom  Leuchtturm  entfernt?    Nach  (1)  wird 

5)  Die  Bodenseeufer  zwischen  Friedrichshafcn  und  Eflrscha.ch  sind 
20,0  km  von  einander  entfernt.  In  Friedrichshafen  befindet  sich  das  Auge 
eines  Beobachters  5  m  über  dem  Wasserapiegel;  wie  hoch  muss  in  Eorschach 
ein  Pnnkt  über  dem  Seespiegel  liegen,  damit  er  ihn  sehen  kann? 

Anmerkung.  Bei  den  vorstehenden  Aufgaben  ist  wieder  abgesehen 
von  der  sog.  Eefraktion  {vgl.  §  36,  Schluss,  8.  344),  die  die  Höhenwinkel 
vergrössert  (Tiefenwinkel  verkleinert),  deren  genauere  Betrachtung  aber  der 
Geodäsie  und  nautischen  praktischen  Astronomie  überlassen  bleiben  muss. 
Unter  ihrer  Wirkung  ist  die  thatsächlich  vorhandene  Depression  um  etwa, 
—  (übrigens  wechselnd)  kleiner,  als  sie  ohne  Refraktion  wäre,  wie  sich  aus 
der  folgenden  kleinen  Tafel  e  g  ebt 
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W  rkl  cl  e 

Aughuhe 

ec    et 

W    kl    he 

in  m 

Kimmtiefe 

K  n    t  ele 

" 

Kn     tefe 

I          tele 

1 

I'  56" 

1    48 

4    43 

4    22 

2 

2   44 

50 

7 

'S 

4    44 

3 

3    20 

3     6 

h 

2 

1 

4 

3    51 

3     4 

10 

h     6 

5    40 

5 

4    19 

4 

C 

S    i 

b 

Wie  macht  sich  die  Eolr  kt  0  ffelt    d*^    Ma     beb    die     a  h 

grössere  Höhen,  z.  B.  A  =    b(  m  {Berg  an  "VIeer    uferl    auch  für  sol  he  ? 
genügen  noch  die  obigen  Naherungen   da  auch  s  e    mn  e    no  h  kle  n  get,  n 


§  60.     Geodätische  Anfgaben.     Satz  von  Legendre. 
1)    Redaktion    von    ^extautcnwinkeln    anf    den 
Horizont-     In  Abschn.  II,  Kap.  3,  Schluss  .der  Einleitung,  ist  erwähnt 
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(in  §  32, 1,  nochmals  angedeutet),  dass  man  unter  dem  Horizontalwinkel 
zwischen  zwei  Punkten  von  einem  Standpunkt  aus  die  Horizontalprojek- 
tion  des  Winkels  versteht,  den  die  Sehstrahlen  selbst  mit  einander  bilden. 
Dieser  letzte  Winkel  heisat  Positionswinfcel  und  wird  mittels  des  Sei- 
tanten oder  anderer  Spiegel-  und  Prismeninstrumente  gemessen.  Die 
genannten  Instrumente  dienen  jetzt  allerdings  ausschliesslich  direkten  geo- 
graphischen Ortshestimmungs-Z wecken  (bei  der  Messung) ;  früher  hat  man  sie 
aber  auch  m  der  Geodäsie  i.  e.  S.  benützt  und  auch  heute  noch  muss  man 
bei  der  Untersuchung  von  Sestanten  Positionsminkel  ,auf  den  Homont 
reduzieren'  Wenn  ein  Positionswinkel  geodätisch  benützt  werden  soll,  so 
ist  er  ebenlalls  auf  den  Horizont  zu  reduzieren,  d.  h.  man  hat  die 

Anfeabe:  Es  soll  die  Horizontalprojektion 
«1  des  Positionswinkels  tc  angegeben  werden, 
wenn  die  Schenkel  von  a  die  Neigungen  fi^ 
und  ffg  gegen  den  Horizont  haben  (Fig.  149]. 
Denkt  man  sich  das  Lot  auf  der  Horizontalehene  im 
Seheitel  des  Winkels,  ao  hildet  dieses  mit  den  Schen- 
keln des  Positionswinkela  ein  Dreikant,  dessen  Seiten 
(900  — fi,),  {900_f{g)  und  et  sind,  während  «[  der  Winkel  in  der  Kante  Z 
ist.    Damit  wird  nach  §  50,  (XIH)  mit  ?  =  J  («  H-  |3i  +  ß^) 

Liegt  ein  Schenkel  des  Position s winkeis  unterhalb  der  Horizontalebene,  ao 
ist  sein  Höhenwinkel  negativ  zu  nehmen. 

Beisp.:  »=47038' 4<y';|3i  = +4013  10"  ,  fe=  +2«  88'  50" ;  «1=47042' 38". 
Gteodätisoh  wichtig  war  hewnders  der  Fall:  f{,  und  ß^  nicht  gross, 
wie  es  praktisch  fast  stets  der  Fall  war  und  i=t.  Man  findet  leicht,  dass, 
die  |3  in  '  genommen,  für  diesen  Fall  (ffj  und  i^g  etwa  nicht  grösser  als 
20oder30)  «^  =  «  +  {(^+^*J%^  «  -  j^'^j^ty-^j  ^  ist,  wobei 
man  das  Korrektion s -Glied  in  erhalt.  Vorzeichen  der  ^  beachten.  —  Ist 
ausser  a^  auch  noch  die  Neigung  y  der  Ebene  des  Positions winkeis  gegen 
die  Horizontalebene  zn  bestimmen,  so  ist  y  das  Coraplement  der  durch  die 
Kante  Z  gelegten  Höhe,  also  wird 


=  ^,  l^*^"«  « "^"^  *3  -  "*  ^«  (-^  -  f*'' «'"  («  -  ^'^^  ■ 


3)  ISphärisch-ti-igonouietrisclte  geodätisclie  Auf- 
gaben Bciechnnng  dci  K^^odittivchen  Dreiecke  naeli 
ilem  Satz  ton  Leffendte  In  §  35  3  ist  erwähnt  dass  mii  bei 
der  H  henmeosung  seien  bi>i  sehi  kuraei  Z  elungen  für  feine  Arbeiten 
schon  von  100  n  an  auf  die  Kiummnng  der  Erdoberfiiche  Rücksicht 
nehmen  mu?s  doch  kommt  n  in  dort  mit  emtachen  Betra  htu  igen  ier  ebenen 
Trigonometrie  aus  Bei  Lageinessunt,en  nacht  «ich  der  E  nflu  s  der  Erd 
krümmang  er  t  bpi  verhältnismässig  sehr  gros  era  Messungagebiet 
fühlb'ir  IS   i    P    ?  ''     Einleituig    ij  ^i     Piileitung  n    s   t)     ';eltBt   auf 
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ni  h  1       ik      1    f  m      ga  chiien,  als  oh  die  mathe- 

thEdbflh  Eb  ii        Fß   grössere  Gebiete,  von  einigten 

100    d      1000  C[lj)  gt    b      d  f    h  te  Annahme  auch  för  die 

L  g  m         g       ht  m  I  fl     K  ümmung  der  Ertiober- 

fUh    Eüt     ht      h  D  ht       £a  h    Annahme,  die  in  der  That 

f      HZ      k    d     L    dmt      g  (     ht       h  d     Landesvermessung,  bei  der 

h  g    graph     hClt       Lg  IB    iten,  in  Betracht  kommen) 

h  1      T  d  qk  ht      t  lie :  äas  für  uns  in  Betracht 

k  mm    d    Sta  k  d     m    h  m  ti    h      Ob    fl    h    der  Erde,  unsere  Vemiess- 

<rs6    h         td  Kffl  gbn  Halbmesser  r.    Hier  ist 

1         f  hdGd  fdE  doberfiäche ,    weil    eben   die 

i.       mgd  th       thEdbrfläl         Wirklichkeit  nicht  konstant 

tt  hd  h  bjl    falls  ist  es  für  uns  gegeben. 

D      g     d  t      I        D  k     (     T       gulierung  §  38,  Einleitangj 

L  Ordnung  sind  also  dann  als  sphärische  Dreiecke  anzusehen;  die 
Summe  der  drei  gemessenen  Dreiockswinkel  soll  nicht  mehr 
genau  18010'  0"  sein,  sondern  etwas,  aber  wie  sich  gleich  zeigen  wird, 
in  all<f  1     w     ■      g  "  Denn  die  Seitenlängen 

dl        D        k        d       ^hlt  mKglhlbm  m  hkl 

EDktlOOklagSt         tbt  hlh 

g        [fl         dfl  bttZkVhd         dl 

h  d     lg       h       Tn    f,  1  t        b      d       M  tt  Im 

Zlgb2km  kmm  Dthldtbd 

Tguh       glOk  t        hlOkmlg)D         &tl 

t  p     ht  1      E  dh  llim  d        b  SO  km  g       html 

G      k      b  g  —  206  f5     =  0    5     53       fü  1       h      t  g 

Dreieck  mit  dieser  fteite  ist  aber  nich  §  5i  ä  ■  «  =  600  0  7  S5  somit  der 
Es        dD        k  22       ED        kmtdSt        0    80    10  km 

hatl4Ee3d^te        esglhtgD        k        tlE  t 

21kinl  Ahdg      tegdth      D        k(        th 

dei  m  mitt  Ib     m       b  1    B  d     d        E  dp     kt   g  g        t  g      htb 

sind)    1    b        1  hm     llg  b       20      E  Um 

Ma     t  b        h  b       m    k       an 
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«10)  auf  die  Anflösnng  von  ebenen  Dreiecken   zurückzufahren 
gestattet. 

Der  wiehtigst«  Satz  dieser  Art  ist  der  Satz  toh  T^egendre ;  er  laatet : 
Die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  sehr  kleinen 
Seiten  sind  je  um  ein  Drittel  vom  Esceas  des  Dreiecks  grösser 
als  die  entsprechenden  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks,  dessen 
Seitenlangen  mit  denen  des  sphärischen  Dreiecks  genau 
übereinstimmen.  Die  Flächen  beider  Dreiecke  sind  sehr 
nahe  gleich. 

Die  Längen  der  Seiten  des  sphär. 

und  zugleich  des  ebenen  Dreiecks  seien 

(Fig.  150)  a,  6,  c,  die  Winkel  des  ersten 

K,  ß,  y,  die  des  zweiten  a^,  ßj,  j-,,  die 

Inhalte  F  und  J<\ ;  dann  ist 

e^a+ß+y-im"  ;    ai+ß^  +  y^^lSO^ 

Ferner 

tg..t:^j/tg±tg^-^t9^-Jt3^-'^    ;    J'i=  Vs  (§- a)[S  — 6)  (ä  ^; 

dabeiist   s  =  ^-^^-^--  und   §  =  "^t_i-^  ,   «  = -^- y  u.  s.  f.  gesetzt. 

Führt  man  in  dem  Ausdruck  für  ~  ebenfalls   die  Längen   der 
Seiten  ein,  so  wird 


"'4  =  /'4"'V^"'V 


Nun  ist  (§  18,  3,  S.  169),  wenn  x  einen  Winkel  in  analytischem 
i  bedeutet: 


oder  mit  Vernachlässigung  der  höhern  Potenzen 

Hieraus  ergebt  sich  -^  in   Halhm esserteilen ,   also   bei  Reihenentwick- 
lung bis  zu  r*  im  Nenner 

(IJ  F  =  4ra  4-  =  Vä(5-a)(ä-6){l-c)  =.F^, 

die  Flächen  der  beiden  Dreiecke  sind  einander  gleich. 

Die  Werte,  die  o,  b.  c  erreichen  dürfen,  damit  diese  Gleichaetzung 
gestattet  ist,  hängen  natürlich  wieder  von  dem  an  erreichenden  Genanigkeits- 
gxad  der  Eechnnng  ab  {Glieder  mit  H  im  Nenner). 

Um  sioh  eine  Anschauung  Ober  den  Bereicli  der  Formel  (1)  zu  ver- 
achaffen,  lüse  man  hier  auch  nochmala  folgende  Aufgabe  (vgl,  §  54,  Schluss) : 
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490     §6Ö    öfhaiisch  triffonomcti  geiditisehe  Aulgaben.  Satz  Yon  Legendre. 

Auf  der  Oterflache  einer  Kugel  Yon  gegebenem  Halbmesser  r,  i.  B.  =  60  cm, 
liegt  ein  verhältnismässig  kleines  sphansches  Dreieck  z  B.  mit  den  Seiten  3, 
4,  5  cm.  Um  wie  viel  {Bruchform)  ist  die  Tiache  dieses  sphärischen  Dreiecks 
grosser  als  6  qcm  {^=-^  3  1  =  Fliehe  des  elienen  [lechtwinkligen]  Dreiecks 
mit  den  Seitenlängen  3,  4,  5  cm),  wenn  der  Halbmesser  der  Kugel  (wie  oben 
angenommen)  60  cm  fSeiten  des  Dreiecks  also  in  analytischem  Mass  00  <  je  i  foli 
w..n  „  120  .„  (1  i  i)  840  .m  (^  i  i)  480  ™  [^  ^  1)  b. 
trigt  i  Die  zwei  letzten  Annahmen  entsprechen  einem  ausserordentlich  grossen 
uni  einem  grossen  geodätischen  Dreieck  I   (' 

Tedenfalls  zeigt  sich  leicht  aus  (1)  dass  man  den  Elxce<is  auch  de^ 
grösiten  geodätlachen  Dreiecks  sehr  einfach  bis  auf  0  Ol  (d  h  praktisch 
absolut)  genau  erm  tteln  kann  auf  Grund  einer  Karte  aus  der  man  die 
Dimensionen  des  zu  berechnenden  Dreiecks  (Grundlinie  nnd  H  he)  absticht 
Der  Massstab  der  Karte  braucht  nicht  einmal  sehr  gross  im  sein  es  genügt 
die  Langen  auf  etwa  Ol  km  genau  entnehmen  zn  kfnnpn 

Um  nun  einen  Winkel  in  d*'ii  Seiten  ausindmcl  en  ist  im  spha 
ri(n,hen  DrPieck 


oder,  da  der  Voraussetzung  gemäss  A,  A,  _£.  sehr  klein  sind, 

_  ('-£+i£i---')-('-£+iSi----)('-^i+5£?— ■) 

woraus,  wenn  beiderseits  mit  1y^  maltipliziert  wird  und  alle  Glieder, 
die  r^  im  Nenner  erlialten,  weggelassen  werden: 

_aZ4-62  4-c3  +  °^~^~'*  — ^'^' 
l^tcosa— ^„  ,    ' —   ----oder,   stets   bis   zur  gleichen 

^--^ 

Grenze, 


\[^^'^f) 


Im  ebenen  Dreieck  dagegen  ist  26ccos«i=  b^ -i- c^ — a^;  es  ist  also 

21.»«  =  2s„..„,+!lrJ5!+_<iZ^''i!±?ff±i2!=?i!fi!±^  „de, 

(2)    26co.»  =  21i„.».+"'  +  "  +  "-\g;."  +  '"'±igg 

Ferner  ist  cos  «,  = rb~~~~  '        ^^^^ 

l+CöS«i  =  5*+,'f-— ,  l-cosaj==°—Jt:^,  woraus  durch  Multiplikation 
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sm^.,=a-^cosa,){l^cos.,)  =  ^^-^^^^qh^±^^  +  m    oder 
4  6=  cS  wi«  a,  =  —  a^  -  6*  —  c*  +  2  {6ä  c^  +  c^  a^  4-  o^  &ä). 
Setzt  man  dies  in  (2)  ein,  so  erhält  man 

(3)        26c«ä„  =  26„»,„,-i^Sia. 
Nun  ist  2  J'i  =  S  c  sin  a^  ,        also  erhält  man  aus  (3) 

cos  a  =  cos  ttj  —  -'-  stn  «, , 
oder  da  gemäss  (1)        Fi  =  F—--~  ,    also   — i  =  -^      ist, 
(4J  cös  «  =  cos  «1  —  y  —  s*«  «1- 

Ist  nun  K  ^  «1  +  V I  wobei  ijj  einen  sehr  kleinen  Winkel  (von 
wenigen  ")  bedeutet,  so  ist  aber  (vgl.  Anhang  zu  den  Abschnitten  I 
und  n,  8.  399) 

(5,  „,„  =  ™„,-|*„,. 

Durch  VergleichuDg  mit  (4)  zeigt  sich  ifj  =  — ,  d.  b.  es  ist 

a  =  a^-h   -  ;     ebenso  aber  auch  ß  =  ß^  -i-  -^    ,       y  =  y^-\-  —. 

w.  z.  b.  w. 

Man  kann  also  in  der  That  ein  sphärisches  Dreieck  mit  sehr 
kleinen  Seiten  stets  dadurch  berechnen  di~"  man  an  seiner  Stelle  ein 
b  IikhhtdStd  b         Dk         d 

lg         dph        h        dWkldl  D        k  \  ^      -m 

-kl  11      d       ph&ih        dhmhtmdWkld 

1  h  It       d      B  d       ph        h      gl       h     t  f  dea 

W    k  1  1  1 

W     d     (j  Itigk  UgnzdSt      btfft  t  iilmV 

t  h    d  t     ^  t      g  d     Abb     i         d     E  ih       t      kl    g  b 

d      Gl  d  t  N  bewi  J         h  d     g  f   d  rte     L 

gktdBhgdfdStdmnh        gdht        d  It 

h  da         bd  gtgtFm  Deck         h 

Gegkt  0    01        dDkkllfrt  dklte 

St  D        k240klgstlhd         ttf        11    mb 

gdth      Dt      kfüjdG      mgk  t   t  f    g  It  f, 
B      p     1        m  L  j     d         h  t  t 

A  kg\Bütgdi&t  El  d 

geodät.  sphär.  Dreiecke  hesonders  die  sog.  Additainenten-Methode  im 
Gebrauch.    Wenn  z.  B.  ein  geodätiscbes  Dreieck  zu  berechnen  ist  ans  einer 
Seite  a  und  den  Winkeln,  so  ist 
,   ,      dnasinß     .        .6      s'™  "  sin/S  _    j      rdn^-sinß 
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Wean  a  sehr  lileiii  ist,  d.  h.  also  a  gegen  r  sehr  klein  ist,  so  unter- 
«cljeidpii  sich  a  und.  (i  bin  \  sehr  wenig  \on  einander;  wenn  man  also  eine 
Tafel  hit,  iip  füi  kleine  Bogen  unmittelljar  den  Übergang  von  r  sin  —  auf 
den  Bogen  a  und  umgekehrt  gestattet,  sf  wird  die  Berechnung  elenfalls 
sehr  einfach   insfiUen      Nun  ist 

/■is«*  =b|l-^H-  )  oder  %Uml]  =  ?opB  +  foy[l-.~  V 
Die  sehr  kleine  Grösse  %  [l — ^— ),  um  die  sieh  also  der  log  der  Bogen- 
länge t  und  der  log  des  zugehörigen  Irsm—  unterscheiden,  uiiä  für  die 
Tafeln  entworfen  sind,  heisst  eben  das  Additament  für  S  oder  für  r  sin-. 

Bin  noch  älteres  Verfahren,  das  jetzt' nicht  mehr  angewandt  wird, 
war  die  sog.  Deiafnire sehe  Methode,  die  zur  Bereehnung  der  geodätischen 
sphärischen  Dreiecke  deren  Sehnendreiecke  benutzte. 

Beispiele  zum  Legendremb&a  Satü.  Der  Legendresah^  Satz 
ermöglicht  nun,  die  Berechnung  aller  der  Triangulieningsanfgaben ,  die  in 
§  33  und  §  S4  für  die  Horiion talebene  durchgeführt  worden  siud,  überhaupt 
alle  Aafgaben  der  Ebene,  auch  auf  der  Kugel  als  Vermessungsfläche  dadurch 
zu  lösen,  dass  man  (unter  Voraussetzung  von  Abmessungen  der  Figur,  die  im 
Vergleich  mit  der  Kugel  sehr  klein  sind)  sie  zurückführt  auf  die  analogen 
Aufgaben  der  Ebene. 

Bei  den  hier  in  Betracht  kommenden  Abmessungen  der  geodätischen 
Figuren  reichen  zur  Berechnung  selbstverständlich  5-  und  auch  6-stellige 
Tafeln  nicht  mehr  ans;  man  muss  die  (Haupt-)  Rechnungen  7- stellig  {neuer- 
dings rechnet  man  auch  8-stellig,  z.  T.  auch  mit  dem  Fifi^aschen  Thesaurus 
10-stellig)  fiihren.  Den  Halbmesser  r  der  Vermessungskugel  braucht  man  nicht 
mit  derselben  Genauigkeit  anzugeben ;  da  er  bei  Anwendung  de«  Xcjrwidreschen 
Satzes  nur  in  dem  Ausdruck  für  den  Eicess,  s"  =  — .  q"  ,  vorkommt  und 
die  Escesse  über  eine  geringe  Anzahl  von  "  nicht  hinausgehen,  so  genügt  es 
vollständig,  bei  Rechnung  bis  auf  0",01  in  «  den  log  r  4-steUig  zu  nehmen. 

Für  die  Zahlen beispiele  ist  log  r  =  6.8055  (m)  benttat  (r  =  6390  km 
=  6  390  000  m  rund). 

Aufgabe  1).  Die  für  die  Trlangnllening  wichtigste  Antgabe  ist 
(vgl.  g  33,  I):  In  einem  geodätisch-sphärischen  Dreieck  sind  ge- 
geben eine  Seite  a  und  zwei  Winkel  ,3.  j^,  oder  die  drei  Winkel 
a.  ß,  y.  Man  soll  die  zwei  andern  Seiten  berechnen.  Die  Fläche  F 
des  (ebenen  und  sphärischen)  Dreiecks  und  hieraus  dessen  Escess  sind  zu 
berechnen  nach 

^^^  '^gß  +  etgr  ^  ~äi^ß'+})        """^      *"  "  ~f^  " 
Ferner  ist;  «i=  « —  —  ,    ßi  =  ß  —  —  ,      7\  —  y  —  —     und  nun  das  Dreieck 
als  ebenes  Dreieck  mit  der  Seite  a  und  den  Winkeln  a^,  ßi,  7,  zu  berechnen. 
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Der  CVersi,hu=s  der  Summe  dPT  gemeosenen  Winkel  Über  1800  mrd 
nicht  genau  den  Excess  dea  Dreiecks  ror  teilen  weil  die  Winkel  selbst 
mit  Mpsiungsfehlern  behiftet  sind  Man  würde  aber  neun  «  ^  j-  gleich 
wertig  gemessen  sind  und  man  e  gir  nitM  berechnen  wollte  ay  fii  jj  doi,h 
dadurch  richtig  erhalten  dass  man  von  «  ff  ji  je  ein  Drittel  ier  Difterena 
ja  +  g  +  ji  — IbÖOi  abzieht  da  der  Me  sungswikrspruch  ebenfalls  glen-h 
massig  zn  Terteilei   wäre 

LSpiel  (aus  der  wurttenib.   Vennessung) : 


AOoiiwae)  |«  =  59'J   ff  47"; 

c  istockabetg)       oenessen  \y=^m>  38'  43",] 

B  (B0hen=laut™|  (  |5  =  510  20'  32",i 


ioffi;  =4.6698275(10) 


,l|un 


19".l9    ;    (osa  =  4.83 

J8586( 

iß=m  19'  56",10. 

{r  =  i2"    3'  48".74. 

180      0      3'',74    oV  an  vereröBsem. 

Damit  wird    «i  =  590  0"  «",29,    lifj  =  690  38' 42",42,    j-^  ^  510  20' 3r',29 
und  hieraus  durch  Berechnung  des  ebenen  Dreiecks 

foff  g  ^  4.630  9542  ,        foff  6  ^  4.590  4193. 
Aufgabe  2).  Gegehenzwei  Seitenfi,  cundder  eingeschlossene 
Winkel  «. 
Es  ist      F  =  }-bt.swa     und     ^   =  -t..     woiau'  cj  =  a  —  — . 

Damit  ist  das  ebene  Dreieck  zu  berechnen  das  a  ti-iner  nunächst  f(( 
und  yi  liefert;  die  gesuchten  Winkel  ß  und  /  sind  dinn 

^  =  ^i+*      .    ?  =  h  +  4 
Beisp.:    b  =  51605,17  m,    c  =  46381,78  m,  «  =  890  36'  ai'.äO.    Es  wird 

e  =  6",0S  «1=  ' 

ß,=  48o  19'  54",09,  i 
j',=  420    S'  46",73,  ) 
Aufgabe  3).    Gegeben  die  drei  Seiten  a,  6,  c.    Es  sind  «„  ft, 
y,  J"  unmittelbar  aus  dem  ebenen  Dreieck  zu  bestimmen.    Ans  J"  ergiebfc 
sich  e  und  damit  «,  ff,  y. 

Aufgabe  4).  Die  iSneUiussche  Tierecksantgabe  (Aufgabe  des 
RttckiTärtBeinscIlneidenB)  auf  der  Kugel  (vgl.  die  Aufgabe  in  der  Ebene 
§  34,  1).  Die  Entfernungen  b,  e,  f  eines  Punkts  P  von  drei  ge- 
gebenen Punkten^,  C,  B  (Fig.  151)  sollen  auf  der  Kugel  bestimmt 
werden  aus  den  zwei  Winkeln  a  und  ff,  unter  denen  die  Bögen 
CA  =  a  und  CB=h.  die  unter 
benem  Winkel  j^  in  0  zu- 
lenstossen,  von  P  aus  er- 
scheinen. 

Voraussetzung  ist  selbst- 
verständlich wieder,  dass  alle  Di- 
mensionen des  Vierecks  AC B P 
sehr  klein  sind  im  Verhältnis  zum 
Kugelhalbmesser. 
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Man  löse  nach  §  34,  1  mit  den  gegebenen  fetüoien  die  Aufgabe 
naherungiHPise  (mit  Satelliten,  oder  selbst  1  atelligen  Loganthmcn) ,  wie 
wenn  die  Puntte  A,  C,  B,  P  m  einer  Ebene  hegen  wnrdtn 

bind  die  sich  liierliei  ergebenden  Winkel  im  ebenen  Viereck  bei  Ä 


und  B  mit  i/g  md  tfig  bezeichnet    so 

werden 

diese  Naiierui 

leawerte 

dei 

fiphänsLhen  Winkel  in  A 

nnd  B  dazu 

dienen 

können,  die  Flachen  i\ 

J'V 

der  Dreiecke   4.PG  und  BPG  nnd  al 

50   auch 

dpien  Esce-se 

e„  nnd  t>. 

zu 

berechnen.    Es  wird 

j,        a     asin(a-^(p^)  _.^ 

.^0      .      ^^^ 

6     6 
~   2   ' 

sin  (t*  -+-  ypa)  „.^ 

■.,pa-    "'ora 

.US 

_       aa  m  %  sin  (a  +  u) 

*     „ 

b"  nn 

yl>osin(ß  +  -^o) 

e  . 

damit  k^nn  man  nun  Im  Viereck  defln  tiv  (7  stellig  z.  B.)  als  ebenes  Vier- 
pck  1-eiei.h  e       it  de    beten  a   6  und  den  Winkeln 

1"       logi  =  4.6654124  (m)  |  \  ß  =  1305rä5",40. 

— *  te;ir5S;:::rSI"--"'"'— 

j>i  =48  19  53,05     ,     «1  =  62  35  51,51     ,     ,3,  =  13  51  34,92.     Hieraus 
780  27'    5",24  ./(<i)=  780  27'   8",03\     , 

(W=156  45S5,76r^ 

log  e  =  4.8S2  1874    ,    log  b  =  4.689  4615    ,    log  j  =  4.498  1864. 
Man  löse  auch  noch  andere  Aufgaben  über  (im  Verhältnis  zum  Halb- 
messer der  Kugel  kleine)  sphärische  Figuren  auf  demselben  Weg. 

3)  Fortsetzung;.  Cr« odätiscli- sphärisches  Coovfli- 
natensystem.  Um  die  gegenseitige  Lage  Ton  Punkten  einer  sphäri- 
schen Vermeseungafläche  angeben  zn  können,  benütat  man  in  fler  Land- 
messnng  nicht  das  System  der  geograpbis  h  C  d  t  (La  g 
und  Breite  der  Punkte,  s.  §  59;  dieses  System  sp  It  d  g  g  d  d  H  pf 
rolle  in  der  Topographie  und  Eidraessung  dd     g    g    ph     h 

Coordinaten  nicht  apharioch,  sondern   ellips     d       li  !  w      uf 

hier  nicht  einzugehen  iit),  man  benützt  vielm  h  &    t  lin 

Coordinaten,  rechtwinkligen  sphärischen  (         d       t        d  d 

jedentalls  leicht  alle  sphänscb      Coo  dtEh      g       b      IKlht 
der  in  Bi^tiacht  kommenden  Fg  tZllfhmd      Rh      g 

im  ebenen  rechtwinkligen  C     d     t     ytml         kai 

Em  mittterer  Punkt  dphaiV  ggbtirdlNU 

punkt  0  des  rechtwinklig  sphä      I  d     te    j  t  m  d 

X  Ase  dieses  Systems  n  ird  h  1  h       d      M      d        d         P    kt      0 

gelegt,  +  X  nach  Norden      Um  P    kt  P  d     K  g  Ifla  I     f  stz  1  g    , 

zieht  min  durch  P  einen  Grosskreis  P(^,  der  den  Grundkreis  x  (Meridian 
V  mO  X  4s:''  hierüber  ih  IjrosBkreiszu  denken),  in  Q  senk  recht  schneidet; 
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die  reell twintli gen  sphärischen  Coordinaten  de' Punlites  F  oder  (x  y)  o]i-r 
mit  Beibehaltung  unserer  seithengen  BeiseichDung  {r  q)  sind  dann  die  Gross 
treisbugen  0 §  =  (m  oder)  r  nnd  Q  P={y  oder)  fl  Du,  +  5  sind  nioh 
Osten  die  —8  nach  Westen  genehtet,  wenn  +x  nith  Norden  geht  (vgl 
§  36  2  u  auch  1)  Jene  Grosskreise  FQ,  die  auf  dem  Grundtreis  senk 
recht  stehen  mögen  kurzHauptkreise  heissen  sie  schneiden  iich  in  zwei 
Punkten  die  die  sphärische  Enttemung  90"  vom  Ginndkrei«  hahen  (also 
wenn  dieser  der  Mendian  vm  0  ist  in  den  zwei  Punkten  dea  Erdaquators, 
die  in  Länge  um  90«  vom  Mendian  0  entfernt  sind)  Trägt  man  diese 
rechtwinkligen  sphärischen  Coordmiten  {x,  y)  oder  (;:  9)  in  wirklicher  Lange 
als  rechtwinklige  eliene  (  oordinaten  in  ein  ebenes  Loordinaten System 
ein  so  ergibt  sich  eine  gewisse  „Abbildung"  des  Streifei  =  der  Kugeloberfläche 
anf  die  Ebene  (v^l  ^  5'^  6  Einleitung);  wie  jtde  Abbildung  dei  Kugel 
Oberfläche  auf  die  Ebene  ist  diese  Abbildung  , verzerrt",  aber  nicht  übeiill 
gleich  stark  Für  einen  schmalen  Streifen  längs  der  x  Aie  wird  die  Ver 
zerrung  unmerklich  sein  sie  wiri  um  so  grösser  werden  je  grösser  y  (B) 
wird  alle  Abmessungen  m  der  Eichtung  der  Hauptkreise  (Richtung  der  i/j 
erscheinen  in  1er  Ebene  in  richtiger  Länge  alle  Abmessungen  senkieiht 
dazu  (Richtung  der  x  Ase)  erscheinen  aber  in  dei  Ehene  ?u  gross,  da  di.^ 
H^uptkieisbilder  parallele  Gerade  (senkrecht  2  ir  i  kxej  sind    die  Hinpt 

kreise  auf  der  Kugel  selbst  aber  konvergieren  [s  oben)  Ist  y  =  -  1er 
Abstand  eines  bestimmten  Punktes  von  dem  Grundkreis  aut  der  Kugel  so 
werden  Abmessungen  in  der  Eichtang  der  j,  Ase  in  der  karte  in 
diesem  Punkt  zu  gross  dargestellt  im  Verhältnis  (1)         1 :  eos -- . 

Ist  —  ein  kleiner  Brach,   d.  h.  handelt    es  sich    um   einen   schmalen 

Streifen  längs  der  ic-Axe,  so  darf  man  statt  (1)  schreiben:  I:  (l  — ö-.a")' 
d.  h.  die  Längenverzerrung  in  der  Richtung  der  a^-Ase  ist  in  der  Karte 
^-5- des  Betrags  der  Längen     Die  Verzeirun?  wachst  also  pi  puitiona!  dem 

Quadrat  TOn  \);  für  1)  =  111  km  w  =  1''  oder  —  =  ^=-^  ist  sie  rund  — r^^ 
der  Länge,  für  ?  halb  so  gross(55  kin  odet  ?=  j  j  »ber  nie  V4  so  gross 
rund  gäjng.  In  der  That  beschränkt  mtn  die  seitliche  fW  0  )Ausdehnung 
der  geodätischen  rechtwinklig  sphärischen  Coordinatens^steme  luf  den  zuletzt 
genannten  Betrag  von  etwa  bOOOO  m  iu  beiden  Seiten  der  a  Axe  und  daif 
dann  aber  für  die  meisten  Bechnungen  der  Landmessung  in  dem  auf  die 
oben  bezeichnete  Art  zu  Stand  gekommenen  ebenen  Coordinatensjsteme  genau 
so  rechnen,  als  ob  diese  Coordinaten  in  der  That  von  Haus  aus  ebene  Co 
oidinaten  wären,  d.  h.  absehen  von  ier  kleinen  Verstreckung  der  Ia,ngen 
in  der  Sichtung  der  s-Axe  Inahiend  in  der  Tiihtnng  der;/  \™  olnehin  alle 
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496  §  80.    Geodätisch-sphärisches  Coordinatensy stein. 

Längen  genau  sind);  jene  Verstreokung  erreiclit  am  0.-  und  W.-Eand  eines 
gegen  120  km  breiten  Coordinatensjstems  den  Betrag  von  rund  ;- ■■—  . 

Man  versuche  nun  selbst  die  fßr  schärfere  Rechnungen  mit  diesen 
(3!,  y]  an  den  Formeln  der  Ebene  (vgl.  §  37  u.  s.  w.)  notwendigen  Kor- 
rektionen (sphärische  Correktionaglieder)  zu  bestimmen  (das  Ganze  beruht 
auf  Beihenentwicklung  der  in  den  I'ornieln  des  sphärischen  Dreiecks  auf- 
tretenden sin,  oos  und  tg  der  Seiten,  z.  B,  sin—    ,   tg  —    ,  sin,—   ,  sin  — 

u.  s.  f.  bis  auf  die  dritten  Potenzen,  a.  B.  (^J  ,  (-]\.  s.  f.  einschliess- 
lich.   Die  wirkliche  Durchführung  musa   1er  Geodäsie  vorbehalten  bleiben. 

Eine  hierher  gehörige  lafgabe  iie  bei  geodätischer  Bestimmung 
der  Nordrichtung  (Beatiumung  des  Meridians  in  einem  Punkt  des 
Coordinatensy stem 'S  keinesweg'!  etwa  bei  dem  Richtungswinkel  im  Coor- 
dinatensjstem)  auftritt   mag  hier  behai  lelt  sein    d  e  sog. 

Eonrergenz  der  Meridiane  Ist  Pj  P^  {Fig  152)  ein  Grosskreis- 
bogen der  Erde,  dei  wieder  klein  im  Verhältnis  zu  i  sein  soll,  so  bezeichnet 
man  äii  Meridian  Konvergenz  den  Unterschied  der 
Winkel  die  die  Meridiane  von  P^  und  Pg  mit  i^Pg  bilden 
(«enn  noch  von  180  abgesehen  wird,  d.  h.  die  Winkel 
7  B  wie  m  der  Figur  auf  dei  einen  Seite  von  Norden 
gegen  Osten  a  t  der  indem  von  Süden  gegen  Westen 
i-p   ,.   ^.ezällt  werde  1) 


T, 


PiJKl  Bei  der  Mend  an  von  Pj,  P^Ms  der  von 
Pn  SO  15t  iie  Meridiank  n^eigenz  («^  —  «i)  gleich  dem 
Unteis  liei  der  Azimute  voi  P,  Jg  in  P,  und  Pg 
(mit  der  soeben  ang,egebenen  Zahlmeise)  Den  Punkt  P^  denken  wir  uns 
nun  mit  dem  Nullpunkt  0  eines  „orientierten''  Coordinaten-Sy stein s  (d.  h. 
der  Meridian  von  0  ist  die  x  Axs  des  Systeni)  identifizirt;  es  sei  femer 
P^Q~y  der  (sphärische)  Abstand  des  Pun&tes  Po  vom  Grnudkreis,  d.  h. 
Tom  Meridian  P^  Mf  endlich  gi  die  geogiafh  i  he  Brtite  von  P^  und  N  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Meridiane  Pi  Mj  ind  P^M^,  d,  h.  der  Nordpol, 
so  ist  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  A  ^P^: 

ig^  =  tg(9l}'>—(p)cos[9(P—{«2  —  <ti)]  oder,  da  i)  Mein  ist, 

-^  =  ctg(p  sin  («a  —  aj),  woraus 

(«a  -  «:)"  =  7  ty  <P  ■  ?"■ 
Um  diesen  Betrag  weicht  also  in  einem  orientierten  Coordinaten System 
derMeridian  eines  Punkts  P (mit  der  Ordinate  5)  ab  von  einer  Parallelen 
zur  ic-Ase  (nach  Norden  gesehen  gegen  die  x-Axe  des  Systems  hin);  oder: 
um  diesen  Betrag  unterscheiden  sich  (im  angegebenen  Sinn)  der 
Richtungswinkel  und  das  Azimut  (Winkel  mit  dem  Meridian)  einer 
beliebigen  vom  Punkt  P  ausgehenden  Richtung.  H'i) 
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Aiibang  zu  Kapitel  2  und  3.  497 

Beispiel:     rp  =  m&i',Ü     fl  =  10  kio     giebt  ß^  —  «i  ^  <J    ö    t) 

(Es  ist  noolimals  ia  betonen,    dass  dieser  mit  i)  rasch  bedeutend 
werdende   Unterseliied   fnr  de  d       1    dmes         h       R    b       g      fl 

gewöhnliob   allein   vorkomme   1       Plt      g  fcl         It         Btbt 

kommt,   Tielmehr  nur  bei  ge  lät     !      E    ti  g  d     N    d  S  dl 

einem  Pankt;   hier  darf  man       ht   d       R  ht  ng       kl  B  ht    g 

zugleict  für  ihr  Azinnit  halten    Alb       ht  k    m  hin    g  fügt       w    d  n 
daas  die  Aufgabe  der  Meridiank  wi       h      d     F  g     152     d    tet 

anehganzohneZnsammenhangm  t  d  m       dli     h  1  tw    kl  g  phan    h  n 

Coordinaten  System  betraeliiet  wlk  B  dmPktP 

[geogr.  Breite  fi)  geht  unter  dmAmt         (Ng  0)  &       k 

logen  von  der  Länge  Pi  P^  =  w        t  Aam  t  «     m  B  dp   ikt 

Pa  (S.  gegen  W.)*;  Für  beliebig  lg       {  gl   §  59   5   5))       1  f      k 
zu  berechnen.    Es  ist  oben     sj        =  t  f 


ANHANG  ZU  KAPITEL  2  UND  3. 


Differentialformeln  des  sphärischen  Dreiecks. 

Die  Differentialformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  sind  nocii  wich- 
tiger als  die  der  ebenen,  da  sie  in  der  sphärischen  Astronomie  gana  unent- 
behrlich und  fortwährend  im  Gebrauch  sind  ;  Tgl.  das  folgende  Kapitel  4. 

Bedeuten  wieder  [vgl.  den  Anh.  zu  Abschn.  I.  und  II)  /\,a,  A6,  Ac; 
A«'  ISß-  A^.  äöl"^  kleine  positive  oder  negative  Veränderungen  an  den 
Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks,  so  erhält  man  aus  den  für 
dieses  giltigen  Formeln  die  nachstehenden  Beziehungen,  Es  ist  hier,  da  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  ebenfalls  durch  einen  Winkel  vorgesteEt 
sind,  gleichgiltig,  oh  man  sich  Seiten  nnd  Winkel  in  Halhmesser- 
teilen  oder  inBogenmass  ausgedrückt  denkt;  deshalb  ist  ^Überall 
weggelassen. 
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498  Anhang  ku  Kapitel  2  mid  S. 

1)  Gruudformeln.  Den  drei  Grundgieiohungen  ((I],  (K), 
(III))  und  der  Gleichung  (VH)  oder  den  vier  , Fällen"  des  sphärischen 
Dreieck«  (vgl.  §  55)  entsprechend  erhält  man  zunächst  folgende  vier  Aufgaben. 

1.  Angabe.  Die  Beziehung  zwi;schen  kleinen  Veränder- 
ungen der  drei  Seiten  a,  6,  c  und  eines  Winkels,  z.B.  a,  in  einem 

Aus  der  Formel  (1, 1)  erhält  man  nach  S.  899,  1)  und  3)  die  Beziehung 

+  {dnb-\-öosb.^b){H»ö  +  co,c./^o){cosa-nna./s^a) 
oder  mit  Vetnacliläasigung  der  Produkte  der  kleinen  Zunahmen  gegen  die 
ersten  Potenzen: 
eosa  — sin  a.  /;^a  —  eosb cos e-h{— sin beoso  +  eosb sine eosa).  /^b 

+  {—cosbsi}ie+sinbcoscwsa)./\^e-j-smhsineeosa~si'nbsmesina.£\,a. 
Subtrahiert  man  diese  Gleichung  von  der  Gl.  (I,  1)  selbst,  so  wird 

-f-  g!«  6  SMi  C  OT«  « ■  A  <* 

oder  nach  Division  mit  sina  und  wegen  (III,  2)  und  (III,  1); 

I  sinbsinesma  _  ^  ^  ^^^^ 

(1)  A«==«o^ff.Ac  +  c».^Aft+      +r6''^„,.^«oder 

2,  Anfgalie.  (Polarfall  des  vorigen).  Die  Beziehung  zwischen 
kleinen  Veränderungen  der  drei  Winkel  k,  ß,  y  und  einer  Seite, 

Mit  Hilfe  des  Polardreiecks  oder  direkt  aus  (VII,   1)  erhält  man 

( "-- ""^^'"'' .  A  «  oder 

(2)  A«--=0ä(..A)'-- 

S.    Aufgabe.    Die 

ungeu  zweier  Seite]n,  ; 
zugeben. 

Aus  dem  Sinits-Satz  (11)  folgt 
(ain&  +  cos6.  A &){«»«? +  eo«r- Art  =  (s™c  +  cosc.A  c)  (^Mft  + cos /(,  Ai? 
oder        (3)      ctgb.l\b—etgii./\c^otgß./\ß—Gigy./::^y. 
Dieeer  Fall  entspricht  sich  selbst  polar. 

4.  Anfgahe.  Die  Beziehungen  zwischen  .kleinen  Verändei 
ungen  zweier  Seiten,  z,  B.  b.  e,  und  denen  der  Winkel  ß,  ß,  vo 
welchen  der  eine  der  von  den  Seiten   eingeschlossene  ist,  an 

Ausgehend  von  (III,  1)  oder  heciuemer  von  (IV,  \)  kann  man  die  gi 
suchte  BeziehunfT  in  der  Form  erhalten: 

(4)    siwj'.A''  — «»«Piwsa.A  "  =  ««»■  A^  +  sin&  CO*  ^A<'. 
Dieser  Fall  entspricht  sieh  eh^nfalls  selbst  polar. 


-(.üäC.^p-l 

)    -i-8m|3sM!e.  A«  oiier 

'    -^-sinydnb./\a. 

ihung   zwis 

ohen    kleinen   Veränder 

c,  und  ihr 

er  Gegenwinkel,^,  y,  an 
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Anhang  za  Kapitel  S  und  3.  499 

Mit  Hilfe  Her  vorstehenden  vier  Differentialformeln  und  der  dnroh 
tjklisclie  Vertauschung  aus  ihnen  zu  erhaltenden  kann  man  stets 
die  Verändernng  irgend  eines  Stücks  des  ephärischen  Dreiecks 
In  den  kleinen  Veränderungen  dreier  beliebiger  Stücke,  durch 
die  das  Dreieck  gegeben  sein  soll,  ausdrücken. 

3)  Wichtigste  Auwenctniig.  Denkt  man  sich  von  diesen 
drei  gegebenen  Stücken  nur  Eines  um  einen  sehr  kleinen  Betrag 
verändert  wählend  die  beiden  andern  ionatant  sein  «ollen  w  hat 
man  die  einfachsten  nnd  am  läufigsten  anzuwenden len  Falle  Wenn  lani 
alle  drei  Stücke  veränderli  h  s  nd  so  kai  n  man  anth  die  Veränderung 
eines  gesuchten  btQcki  zusammensetzen  aus  den  Üiei  Veränderungen  die 
ea  erleidet  wenn  man  sich  nur  je  eines  der  gegebenen  ''tuoke  verändert 
denkt  DiP  folgend™  sehi  einfiohen  Formeln  sind  de?hilb  noch  wuhtiger 
als  die  vorstehenden 

1.  Aufgrabe.  Eoust^nt  seien  zwei  Seite  i  7  B  b  r  gesucht 
die  Beziehungen  zwischen  d^n  klen  en  Zunahm  n  ^a  A« 
Zsß    Ar      Mm  findet 

3.  Aufgabe.  (Polarfall  des  vorigen).  Konstant  seien  zwei 
Winkel,  z.B.  ß,  y;  gesucht  die  Beziehungen  zwischen  denkleinen 
Zunahmen  A«;  A«.  A  ö,  A"'     Es  wird 

8.  Aufgabe.  Konstant  seien  eine  Seite  nnd  ihr  Gegen- 
Winkel,  z.  B.  a,  ft;  gesucht  die  Beziehungen  zwischen  den  kleinen 
Zunahmen  A^  A^;  Aß'  A^    Es  wird 

Ab^_cosß  Ab^igb  A"  ^tgc    _     ^ß^_cosb 

Ac  cosy    '     Isß      tgß    •      A7      tgy    '      Ay  cose 

4.  Aufgabe.  Konstant  seien  eine  Seite  und  einer  der  an- 
liegenden Winkel,  z.  B.  a,  ß;  gesucht  die  Beziehunger  zwischen 
den  kleinen  Zunahmen  ^h,  A«!  A«.  AY-    Man  findet 

^^^,,,-       A^^_t9h    ,     £^o__tgh_    ,     A«^      ,„. 
Aö  '       A"  tg,,     '     A«  si»«     'Ar 

Die  beiden  letzten  FMle  entsprechen  sich  wieder  selbst  polar.  H') 
Zahlenboispielo  bilde  man  selbst.     Auch  verfolge  man  spezielle  Fälle, 
besonders  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck. 
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Kapitel    4. 


Die  sphärische  Astronomie  bescb&ftägt  sich  mit  den  schein- 
baren Beweg'ungen  der  Himmelsliürper  infolge  der  scheinbaren  täglichen 
Drehung  des  Himmelsgeirölbes ;  sie  bildet  die  Vorbereitung  auf  die  prak- 
tische Astronomie,  soweit  diese  die  geographische  Ortsbestimmung  [Be- 
stimmung der  geographischen  Coordinaten  des  Beobachtung spnnktes)  und 
die  astronomische  Zeitbestimmung  zum  Gegenstand  hat. 

Die  Erde  hat  beJtaniitlieh  zwei  verschiedene  Bewegongen ;  sie  dreht 
sich  täglich  einmal  um  ihre  Axe  und  sie  fühvt  innerhalb  eines  Jabres  einen 
Umlanf  um  die  Sonne  ana.  Ein  Beobachter  auf  der  Erde  üherträgt  diese 
beiden  wirklichen  Bewegungen  der  Erde  auf  die  Körper  ausserhalb ;  in  Eo^e 
der  Axendrehung  der  Erde  iion  Westen  über  Süden  nach  Osten  sieht  er  die 
scheinbare  Himmelskugel ,  in  deren  Mittelpunkt  er  sieh  befindet,  im  Lauf 
eines  (Stern-)  Tages  von  Osten  über  Süden  nach  Westen  rotieren  und  in  Folge 
des  Umlaufs  der  Erde  um  die  Sonne  scheint  diese  innerhalb  eines  Jahres 
einen  Grosskreis  an  der  Himmelskugel  zurückzulegen,  die  sogen.  Ekliptik. 

Um  den  Ort  der  Gestirne  an  der  Sphäre  (Kugel  um  den  Erdmittel- 
punkt mit  beliebigem  Halbmesser)  angeben  zu  kennen,  bezieht  man  sie  auf 
Systeme  sphärischer  Coordinaten.  Ein  solches  wird  die  Äquatorebene  der 
Himmelskugel ,  ein  anderes  die  Ebene  der  Ekliptik  zur  Grundebene  haben 
müssen;  ein  drittes  endlich  hat  den  Horizont  des  Eeobaohtnngsorts  zur 
Grundebene.    Das  dritte  und  das  erste  sind  für  uns  hier  allein  wichtig. 

§  61      Dio  Coordiuatensvstenie  der  Hiiumelskn^'el 
1)  I    System     Hör  KO    t    Zen  tl  n  e 

D      P   It     g    1      >     tikalJi  I     (/     itlint  )  B    b    ht 

ngrt       tl      Eilflih     wd       ^gb       1     Id      &kl{Lt) 
D  1     ttf     kt     d     V    tik  11  t  d     H         1  k  g  1  h  Z       t 

(8  h   telpnnkt)      d  N    d      fF     p     kt) 

D  H  iz  nt  d  B  b  ht  f,  t.  t  d  1  h  i  M  tt  Ip  kt 
d      E  d  k     ht  V   t  k  m        g  1  fct     El  V       Im 

wh         H  tist  thdd  bb        H         td 

Eb  n    pai  1!  1      n        h       ]     t      d  d     B  ik      1         d       ß    ba<,ht     g 
pktbhtJwt  Gtir  lEd       tfttjwg 

1     d     E  Ih  Ib  m  V      1     h       j        E  tt         g      B  tra  ht  k        t 

m         hwilm       dbdH  terwhhdöf        Füd 

Ft         fUbdijdC  kttflE!  IBb 

1  fl  k  dUtldfgl 
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Die  Co oi-dinatensy steine  der  Hiinmelskugel. 
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Messung  mit  kleinen  Instrumenten  ebenfalls  noch  nicht  in  Betracht ,  be- 
dentend  wird  er  nur  illr  den  uns  nahen  Mond. 

Der  Horizont  teilt  die  Hiinmelstugel  in  eine  sichtbare  und  eine 
unsichtbare  Halbkugel. 

Süd-  und  N'ordpunkt  des  Horizonts  sind  seine  Schnittpunkte  mit 
dem  Meridian  des  Beobachtungspunkts  (Tgl.  11.  System),  Ost-  und 
Westpunkt  des  Horizonts  sind  seine  Schnittpunkte  mit  dem  Himmela- 
äquator  (ebenso);  sie  stehen  von  den  vorigen  Punkten  um  je  90"  ab. 

Tort i kalkreis B  (Vertikale,  Höhenkrelse)  sind  Grosskreise,  die 
durch  das  Zenit  gehen  und  deren  Ebenen  also  senkrecht  auf  dem  Horizont 
stehen ;  der  sogen,  erste  Tertikai  geht  durch  den  Ost-  und  Westpunkt 
des  Horizonts.  Horizontalkreise  (Ümukantarate)  sind  Kleinkreise, 
deren  Ebenen  parallel  znr  Horizontalebene  sind. 

3)  II.  System:  Aaii»tor,  Weltaxc. 

Die  Weltaxe  ist  die  Linie ,  um  die  die  Himmelskugei  ihre  schein- 
baie  tägliche  Drehung  ausführt;  sie  fällt  also  zusammen  mit  der  Axe,  um 
die  thatsäehlich  die  Erde  sich  dreht  Ihre  Schnittpunkte  mit  der  Himmels- 
kugei sind  die  Weltpole  (Nordpol,  Südpol). 

Die  jiqaatorebene  der  Himmelskugei  steht  im  Erdmittelpunkt 
senkrecht  auf  der  Weltaxe,  fällt  also  zusammen  mit  der  Ebene  des  Erd- 
fiquators.  Der  Äquator  teilt  die  Himmelskugei  in  die  nördliche  und 
südliche  Halbkugel. 

l>eklinat[onskreise(Abweichniigskreise,  Stnu denkreise,  Meri- 
diane) sind  Grosskreise,  die  durch  die  Weltpole  gehen  und  deren  Ebenen  also 
senkrecht  auf  der  Äquatorebene  stehen.  Der  Hauptmeridian  (der  Meridian 
lies  Orts)  geht  zugleich  durch  das  Zenit  des  Beoha«htnngsorts  (und  dnrch 
den  Nord-  und  Sudpunkt  von  dessen  Horizont).  Parallelkreise  oder  Tag- 
kreise sind  Kleinkreise,  deren  Ebenen  parallel  zur  Aquatorebene  sind. 

Anmerkung.  Weltaxe,  Äquator,  Meridiane  und  Parallelkreise  der 
Himmelskugei  entsprechen  also  genau  den  gleichbenannten  Linien  der  Erd- 
kugel, dagegen  beziehen  sich  „Länge  und  Breite"  am  Himmel  nicht  auf 
dieses  System  (vgl.  IH). 

3)  Znsätze  zum  I.  nnä  II.  System. 

Tf.P.     Zeit.  1)  PolhÖlie   des  Beobachtungsorts  auf 

der  Erde  ist  die  Neigung  der  Weltaxe 
gegen  den  Horizont  des  Orts,  oder  der 
i*a-  Höhenwinkel  des  sichtbaren  Pols. 
Die  PolhQhe  ist  gleich  der  geogra- 
pischenBreit6(pdes  Orts  (vgl.  Fig.  153). 
Die  Äquatorhöhe,  d.  h.  der  Bogen  des 
Meridians  zwischen  Äquator  nnd  Horizont 
oder  zwischen  Zenit  und  Weltpol ,  ist  das 
Complement  der  geographischen  Breite 
im  —  qi). 
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§  öl.    Die  Coordinatensjsteme  der  Himmels kugel. 


2)  Kulmination  der  Gestirne.  Die  öestirne  beschreiben  bei  der 
täglichen  Aieiidreliung  der  Himmelskngel  Parallelkreise ;  jeder  Stern  kommt 
im  LaTif  eines  Tags  zweimal  in  den  Meridian  des  Beobachtnngsorts.  Die 
Hälfte  des  Meridians  vom  sichtbaren  Pol  über  das  Zenit  aum  unsichtbaren 
Pol  entspricht  dem  Meridian  des  Orts  inj  ^eogr.  Sinn,  die  andere  Hälfte 
dem  Meridian  eines  um  180«  in   geogr.  Länge  verschiedenen  Orts.    Wenn 


man  ein  Gestirn  in  die  j     ,  ,  ,  [  genannte  Meridianhälfte 


lin  treten  sieht. 


3)  Einteilung:  der  SesUi-ne  für  den  Beobachtungsott.    In  einem 
Beji.  Brdort,  dessen  geogr.  Breite  ip  ist,  kommen 

nur  die  Sterne  über  (an)  den  Horizont  (vgl. 
Fig.  154),  deren  Abstand  vom  unsichtbaren 
Fol  ^  (p  ist.  Danach  unterscheidet  man 
für  den  Ort  unsichtbare  und  sicht- 
bare Sterne.  Die  letzten  zerfallen  wieder 
in  zwei  Klassen,  nämlich  in  Cirenmpolar- 
sterne  (stets  sichtbare,  d.  h.  über  dem 
Horizont  befindliche,  Sterne)   und   in  auf- 

^ und  untergehende  Sterne.     Die  Circum- 

I 1  Wad-  polarstetne  sind  also  solche,  für  die  auch 

die  untere  Kulmination  oberhalb   des  Horizonts  stattfindet.    Dies  ist  der 
Fall  für  Gestirne,  deren  sphärischer  Abstand  yom  sichtbaren  Pol  ^  qi  ist. 

4)  III.  System :  lükliptik,  Aate  der  Ekliptik. 

Wie  in  dar  Einleitung  bemerkt  ist,  acheint  die  Sonne  in  Folge  des  Um- 
laufs der  Erde  innerhalb  eines  Jahren  am  Himmel  (im  Sinn  der  Bewegung 
der  Erde  selbst   vgl,  Fig.  155)  einen  Grosskreis 
znrilckzulegen   die  sogen.  Ekliptik.    Die  Ebene 
dieser  scheinbaren  Sonnenbahn,  die  also  mit  der 
Ebene    der   thatsächlichen   Erdbahn   zusammen- 
It     lot  gegen  die  Äqoatorebene  unter  einem 
inkel  von  etwa  aSVa**  geneigt;   dieser  Winkel 
1  he  ist  bchiefe  der  Ekliptik. 

Die  Axe  der  Ekliptik  ist  die  Gerade,  die 
im  Erdmittelpunkt  auf  der  Ebene  der  Erdbahn 
enkrecht  iiteht,  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Sphäre 
sind  die  Pole  der  Ekliptik. 

Die  Ekliptik  selbst  schneidet  denÄquator  in 

'"^  zwd  Punkten,  den  Tag- und  Nacht-Gleichen- 

Punkten  oder  Äquinoktien   [Frühlings-Äquinoktium,  Frählings- 

pnnkt  oder  Widder-  (TJ  Punkt*)  und  Herbst-Äciuinoktinm].    Son- 

nenwendepunkte  oder  Solstitien  (Sommer-Solstitium  undWinter- 

■)  Den  Frühlings-  oder  Widderpunkt  (Y)  erreicht  die  Sonne  am  Anfang 
des  Fröblings,  um  den  21.  März;  ehedem  1^  der  Punkt  am  Anfang  des 
Zeichens  des  Widders,  jetat  befindet  er  sich  in  dem  Sternbild  der  Fische. 
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Solstitiniö)[heisseii  die  Punkte  der  Ekliptik,  die  Ton  den  genannten  nm 
je  900  abstehen. 

Breitenkreise*)  sind  Grossitreise,  die  dnrch  die  Ekliptikpole  gehen 
und  deren  Ebenen  also  senkrecht  znr  Ebene  der  scheinbaren  Sonnenbahn  stehen. 

5}  Znsätze  zum  IE,  onil  III,  System. 

1)  Mördl.  und  südl.  Wendekreis  heissen  die  zwei  Parallelkreise,  die 
durch  die  Solstitien  gehen;  nflrdl.  und  sfidl.  Polarkreis  sind  die  zwei 
Parallelkreise ,  die  die  Ekliptikpole  enthalten.  Die  entsprechenden  vier 
Parallelkreise  der  Erdkugel  teilen  die  Oberfläche  der  Erde  in  die  fünf  Zonen. 

2)  Colur  der  Nachtgleichen  heisst  der  Breitenkreis,  der  durch 
die  Äquinoktialpunkte  geht,  während  der  Colur  der  Sonnenwenden  die 
Ekliptik  in  den  Solstitien  schneidet. 

§  62.    Sphärische  Coordlnaten  eines  Gestirns. 

Eieeen  drei  Systemen  entsprechen  vier  Paare  sphärischer  Coor- 
dinateii,  indem  im  II.  System  ein  Stern  auf  zwei  verschiedenen  Arten 
bestimmt  wird. 

1)  Itcstimmaiig  im  I.  $i  «tem  dm  cta.  die  Hnri- 
zont-Cooi'dinnten :  Aämnt  und  Hlihe  (vgl.  fig.  156). 

1)  Azimut  a  ist  der  Bogin  dis  HonzLrts  zwi';chen  dem  Meridian  des 
Beobachtungsorts  und  dem  Vertikal  des  Gestirns  gezahlt  vom  Südpunkt*') 
des  Horizonts  über  West  u.  s.  f  im  ^inne  der  tiglichen  Drehung  der  Sptäre 
von  00  ™  3600. 

2]  Höhe  /*  eines  Sterns  iit  der  Bogen  seines  Vertikals  zwischen 
Horizont  und  Stern,  gezählt  vom  Horizont  zum  Zenit  von  0»  bis  +  900  (und 


Statt  der  Höhe 
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, altazimutal"  aufgestellt,  d.  h    b     n  htig 
nmdrehungsaxe   die  Richtung   d      Z     tl 

*)  Ygl.  die  Anmerkung  z       11   ''j  t       (S  hl 
aetronomischen  Sprachgehrauch        IdiBtk         G        k  i 

Sphäre  sind  und  zwar  die,  auf  denen  die  Breiten  gemessen  werden  (ent- 
sprechend den  Höhenkreisen  im  I.  und  den  Deklination  skieisen  im  II,  System). 
**)  Die  Zählung  der  Azimute  geschieht  in  der  Astronomie  meist  {beim 
Polarstern  z.  B.  nicht)  vom  Stidpunkt  aus,  mährend  in  der  Geodäsie  meist 
die  Zählung  von  N.  über  0.  angewandt  wird  (vgl.  §  36,  2,  8.  345  und 
§  60,  3). 
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504     §  62.     Erste  Äquator- Coordinaten :  Stnnflenwinkel  U.  Deklination. 

der  Ebene  dea  Horizonts,  der  Höhentreis  in  dem  augenblickliehen  Vertikal 
des  beobachteten  Gestirns.  Ein  Theodolit,  an  dem  ein  besonders  fein  geteilter 
Hchenfcreis  eich  befindet,  heisst  wohl  auch  Höhenkreis;  ein  Inatniment  mit 
gleich  fein  geteiltem  Horizontal  -  nnd  Vertikalkreis  UniTersalinstninient. 
Höhen  allein  werden  auch  (aaf  dem  Meere  stets)  mit  dem  Seitanten  u.  s.  f. 
gemessen  (künstl.  Horizont,  auf  See  die  Kimm,  A-gh  §  59,  7). 

3)  Bestlmmang  im  II.  System  darcli  die  ersten 
Äquator- Coordinaten :  ^tnndenivlnkcl  n.  Oeliliuatiou 

(Tgl.  Fig.  156). 

1)  St undeu winke!  (  eines  Sterns  lioisst  der  Bogen  des  Äquators 
zwischen  dem  Meridian  des  Beobachtnngsorts  und  dem  Stundenkreis  des 
Sterns,  gezählt  vom  Meridian  aus  im  gleichen  Sinn  wie  die  Azimute  von 
00  bis  3ß00.  Der  Stundenwinkcl  wird  sehr  hSufig  in  Standen  zu  IS»  an- 
gegeben, indem  man  sich  den  Äquator  vom  Meridian  des  Beohacbtungaorts 
ans  für  manche  Aufgaben  auch  in  24'  eingeteilt  denkt,  (  wird  wohl  auch 
vom  Meridian  aus  nach  beiden  Seiten  hin  gezählt  {-+  und  — ).  Die  Ver- 
wandlung von  t  aus  *.  »■  ■  in  O'  "  und  umgekelirt  führt  man  sehr 
leicht  ohne  besondere  Tafeln   aus,    wenn  man  sich   die   Bezieh- 

=  -  (150  ^  X*) 


Die  Dekli  iition=kieise  1er  stun  lenkiei=e  entspiechen  dea  Meridianen 
der  Brdkugel  ist  für  einen  Erdort  em  htem  un  Meiidian  so  hat  dei  ^Stern 
an  einem  Ort    dessen  Unterschied  in  geogr    Lange   gegen  den  ersten  k 

betragt  (östlich  lom  erstoi)  den  'stundenwinkel  h  —  ^e    's*  *teo  allgemein 

dei  btunden  vmkel  des  Sterns  am  eisten  Ort  (    =o  ist  er  am  zweiten  It  +  l) 

le  uichdem  1er  aweite  Ort  jo  |     ,,    ,     !  vom  ersten  he^t 
■'  l  östlich    I 

3)  Deklination  (Äbneichun^)  i  e  nes  C  estiins  ist  lei  Bogen  dea 
durch  den  Stern  gehenden  Deklmat  onski  eiset,  zwi?  hen  Äquitoi  und  Stern 
gezUU  vom  Äqnatoi  au'  im  Noidpol  von  0^  bif  +  -IJ  zum  Sudjol  von 
00  big  —  <10"  Die  Foldigtanz  des  Sterns  ist  dpr  Bogen  zwis  hen  Stern 
und  Pol   also  (900  _  6) 

Standenwinkel  unl  Dekhnation  werlen  be  bachtet  mittels  der  sog 
Äquatoriale  (parall aktischen  Instrumente)  deien  Hauptdrehase  die  Biehtung 
der  Weltaxo  hat  und  deren  Giundkreis  parallel  zur  Äquatorebene  liegt,  so 
dass  der  zweite  Teilkiei    m  die  Ebene  eine    Deklmationskreises  fallt 

Znsatze  zu  1|  nnd  2).  Kulmination  hfhen  der  Gestirni. 
Ist  ft»  lie  Höhe  e  nei  Sterns  in  dei  ii  tern  hi.  m  der  obern  Kulmuution 
so  ist  Äu  (über  dem  Nordpnnkt  des  Horizonts)  =  3  —  (90o  —  qs);  es  ist  also 
fi.„  positiv,  wenn  die  Poldistanz  des  Sterns  90"  —  ö<;gi  ist.    In  diesem  Fall 
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62     Z      t        7      t    Äi  t     d     E  U  1  r  W     t  0 

bl   bt  d      bt   -n  t         kl         t  b      d  m  H  t  t  t 

plart  tb        0— ö>,  tdSt  unte       El         t 

imte    d       H  t  (     ht       htb    )         1      T   f    —  ft  -^    0  —  ((p  +  ö) 

<3a      ah  1  h     P  -m  1        hält  m       fü    ?  1        m       f      d      E  1 

t  f  Ig    d    7  t  11    g  h  t  (d     Beob  Ort  1   g      uf  d  d 

I  h      H  Ibk  g  1    1  h    ,         po  ti  )  ^ 

Unt    l{l)(f    90    ö       t  i-  Im     d  H  h       ?  =((iJ+ö)  90  (  b   h  d  H  n  ) 
KulmU)q)<90    S.     ,        ,      ,,    T   f  — K  90    {<f+6}{    t    h,       ,    ) 
Ob    |(l)(p--6,        über«     „      ,,   Hshe     Bo=90Ml>-fl)  (südli'-h  v  Zenit) 
Kulm  j(2)((Kd  ,       ,      ,  .-    Tiete     Äo=90o+|fj:-ö)  (nördl      ,       ,    ) 

Ist  q)  =  ö,  30  findet  die  obere  Eulminatioii  des  Sterns  im  Zemt  statt 
Steine  mit  sbdl  DeUination  erscheinen  in  oberer  Eulmination  über  dem 
Horizont  wenn  ibre  südl  Dekimition  (absolut)  kleiner  ist  als  die  Äquator 
hshp     In  der  dritten  dei  obigen  Formeln  iM;  dann  6  negativ  zu  nehmen 

Für  if  <;  -iSO  haben  lUe  Ciroumpolarsterne  ihre  'ibore  Kulmination 
nördlich  ■vom  Zemt,  aber  nicht  jeder  Stf'rn,  der  nördlich  vom  Zenit  kulmi 
nieit  ist  CucumpclirBtern,  tOr  q)>45<  ist  jeder  &tein,  der  nördlich  Tom 
Zemt  kulmmieit,  Ciicumpolarsttm,  dagegen  kulminieren  nuht  allp  Circum 
polaistenie  nöidlich  lom  Zenit 

Kulrainationghöhen  der  Sonne  1)  So  lange  5<g:<90«  — e 
(i       11    0  te  d     g  mä       t     7      )        d    11    H  h       1  m  M     d' 

>  0        d  -^  90       b  11    M  tt  m    ht  ü  f  h       0         1-90 

2ilt(—     [h         Zl        k        d<!  fdNdtl 

Z     ts   k  1  [H  1     90        d     b       0      7t        d  Ul  t  tä  d 

d"^  ^m  d  tgg^t         Jl  Nl  d 

Üb  m  d    tä  d  ) 

3)Iti)-^0--[Pl  )        k        dHId       b       S 

klmtOd<0       dMttgtäidS  dtd 

H  t   m  W    t  d        t^  t  te     J  1  1 51  tte       ht   t    d 

d     S  m      d  üb      1  m  H  t) 

4)  A  t  m  t  d     B     t    /  (      11   h)    rr     ht  d 

g      te  E  I        t       h  h  (90  —■)>)+     fw         |  kl       te 

(W  —  f.)—     {  )     W        g  ht  d     «!  0  tp    kt  1     H  t 

f  Westp     kt       t  W         t     b     d         d       J  I  t  Be 

h  fdAfg         iLt         gpktiS  ? 

I)  B     t  n    e         II    M    t  In     1     1  t   n 

'LqLaato      Cuo    l     at  K  kta        n  io  l  1$   kl     n 

*ion     (gl  Fg   l<^ 

1)  Bektascension  a  eines  Sterns  {AR  =  ascensio  vccta,  gerade 
Anfsteiguug)  ist  der  Bogen  des  Äquators  zwischen  dem  Frülilingspunkt 
and  dem  Meridian  des  Sterns,  gezählt  im  entgegengesetzten  Sinn  der 
täglichen  Bewegung,  d.  h.  im  Sinn  der  jährlichen  Bewegung  der  Sonne 
(entgegengesetzt   dem    Uhrzeigersinn)    von  0"   bis  300";    die   AS    mrd 
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Zwe  te  \  juat     tot 


1  d  D  kl  nif 


St  nien    Mnute      Sekunden  aage  ete 
n  und  uugekul  rt  s  d  e  6        k 


meist  wie    der  Stui  len    nkel 
Über  die  Verwandlnng  von 
bei  2),  S.  504 

2)  Dekllnitlon  ö  sehe  unter  i 

_  D  eses  System  unter  clie  det     ch  tou 

sj  TO  gen  n  r  dadurch    daee  der  Anfangs 

I  nkt   ier  Zahlun"  taS  de  n  Gruudk  e  8 

e  n  fester   d  e  tag!   he  Drehung'  ie 

Sph&re  m  tn  sehender  Fnnkt     t     aml  eh 

ehe    der      FnnlEt     o  di^    ttlr  e    en  be 

\  stimmten  Ster  i  die  4Ä  wahrend  dtr  tag 

'   liehen  Bewegnng  konstai  t  bleibt    wahrend 

lim  vorigen ''jatenitortHahrend  ändert 

Die  Coordinaten  («,  6)  sind  für  jeden  Pixitern  konstint  ^wemgsteia 

für  uns  als  konstant  anzusehen,  vgl,  §  64,  1))     lur  h  sie  erhalt  der  Stern 

einen  festen  Ort  am  Himmel  angewiesen.    Die  &tPrnverzeiohni  se  gähei   die 

,Örter°  der  Sterne  in  AR  und  d. 

Anmerknngen.  I)  Diese  («,  6]  der  Ste  ne  lei'ifen  also  für  ^  e  gaui 
genau  dasselbe  wie  in  der  Geographie  die  {k,  f)  iür  Punkte  auf  dei  Eid 
oberüäche,  Tgl.  %  59.  Man  lese  hier  auch  die  wichtigsten  1  r  do  t  le 
handelten  Aufgaben,  z.  B. 

a)  Zwei  Sterne  hahfn  die  Coordinaten  ß  ^i)  («  ö  I  was  ist  der 
Grosskreisbogen  zwischen  beiden?  (Vgl.  §  59,  4,  S  477/47H)  Pi  se  f  «n  ist 
cos  e  —  sin  6^  sin  Ö2  +  cos  Öi  cos  Ö3  eos  (0:3  —  «i). 
(Wenn  mau  dieses  berechnete  e  mit  einem  gemessenen  [z.  B  m  t  d  m 
Seitanten,  was  zur  Prüfung  der  Spiegelin struiuente  wichtig  ist]  gl  ht, 
so  ist  zu  beachten,  dass  die  Distanz  am  Himmel  durch  die  Kefrakt  ( 
das  eine  Gestirn  oder  beide  eine  merkliche  Parallaxe  haben,  a  1  l  h 
diese,  Tgl.  zu  Parallaxe  und  Refraktion,  §  fl4,  2)  etwas  veiändert        1      t 

Slan  berechne  auch  dieWinke]  die  dir  Bogen  e  mit  den  D  kl     t 
kreisen   seiner  Endpunkte  bildet  (diese  Winkel  heissen  in   der    ph        1 
Astronomie  Po=iitionBWinkel),  \gl    §  59,  R   481/4b2 

bl  All  einem  bestimmten  Äbeiid  ersihien  der  Ort  emes  Kometen  als 
Schnittpunkt  der  Giosskreiibflgen  zwiechen  den  anei  Steinpaien  (ki  öj^l, 
[Ag  ös)  und  ikz  Ö2)  1A4  64I  was  wai  an  diesem  Abend  ÄE  und  ö  des 
Kometen  ?  Alignement,  vgl  §  59  ö  482  man  kann  so  unter  umständen 
ginz  ohne  luotruraeute  Oiter  am  Himmel  ziemlich  geniu  bestimmen  Was 
ist  zu  sagen  wenn  die  Cooldinatendijferenzpu  dei  gegebenen  Punkte  simtlich 
klein  Bind  (nahe  beisannen  stthende  bterne  benutzt  weiden)' 

2)  Anhangsweise  sei  bei  diesem  bestem  der  fw  S)  luch  erwlihnt  der 
Begriff  des  sog  Quidiatgrads  [am  Himmel  Obgleii.ii  Ton  Bogenlängen 
und  wirklichen  Plai-hen  an  der  Sphäre  nwht  die  Eede  sem  kann  da  min 
onh  di,n  Halbme-^ei  co  gross  (oder  abtr  ginz  beliebiif)  zu  denken  hat  so 
ist  doch   tui   gewisse  Aufgaben  dei   piakti=chen  s\  hiri';Lhpn  Astionomie  das 
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Bedürfnis  vorlianden,  Kugeiflächen  am  Himmel  luch  noi,li  andeie  ala  durdi 
den  sphärischen  Esceaa  ausandum-keii.  Dazu  dient  ilef  sog  Quadrat 
graä,  der  mit  q  bezeichnet  sei  Er  bedeutet  djeFlaobe  des  Kugel 
dreiecks,  äesaenExeess  =  1"  ist  Man  hat  wmit,  um  ihn  einzuführen 
nur  in  allen  Gleichungen  über  wirkliche  Fläch eniuhT,ltB  au±  der  Kugel  die 
alao  r^  oder  r  .  A  n.  s.  f.  enthalten  \ygl   |  51,  2,  §  50    8    4,  u   s    f ) 

für  )■   zu   setzen   p"  = .     Man   findet    dimit     Flache    det    sphanschen 

Dreiecks  mit  dem  Eicess  «  (wo  6  — u:-H(j -i-j^lSO"  ^'=1^  -^ ,  wenn  r 
den  Halbmesser  bedeutet),  F  =  {q<i  ,  s)  Qnadratgrad  =  (57,3968  .  t")  q. 

Fläche  der  Zone  zwi  h  n  Vq  t  nd  Parallelkreis  ä{=2izrk, 
wenn  r  der  Halbmesser  der  K  1  d  ft  d  Hohe  der  Zone  [Abstand  der 
Parallelkreis  ebene  von  der  Äq    t     b      ]     i) 

^=(2;i.(p<')2.siB  1)  Q    d    tg    d  =  {20626.5 .  s»w  ö)  q. 

(Vielleicht  ist  die  Zo  f  d  B  g  i£E  des  Quadratgrads  am 
anschauliebsten;    es  sei  ö  =  1  t         6    ehr  nahezu    =  -^  (sehr  wenig 

kleiner) ;  die  Zone  zwischen  Aqo  t  (ö  =  0)  und  3=1''  urafasat  also  sehr 
nahezu  (sehr  wenig  weniger  als)  „  —  360  q  =  360  Quadratgrade,  wie 
auch  die  Anschauung  lehrt). 

Fläche  des  Zweiecks  zwischen  den  Meridianen  «2  ind  ir, 
(=  3i3'"^~"''°,   also  hier:]       F=  [114,5910  .  («3  — o;j)ö]    q. 
Obeifläche  der  ganzen  Kugel  (=4;r)-3  ,  also  hier)  0  =  41252,96 ..  q. 

Man  dehne  selbst  diese  Betrachtung  auch  auf  die  ,Quadratininute" 
an]  Himmel  aus. 

4)  iStomzeit.  Um  aus  gegebenem  «  und  ff  die  Lage  des  Sterns 
am  Himmel  für  einen  gegebenen  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  muse  man 
noch  die  Lage  des  ^("-Punkta  gegen  den  Meridian  für  diesen  Zeitpunkt  kennen. 
Dieser  Standeuniubel  0  des  FriHilingäpaalits  heisst  die  Sternzelt.    Die 

Zeit  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  obern  Kulminationen  eines  Sterns 
(also  die  Zeit  einer  scheinbaren  Umdrehung  der  Sphäre ,  d.  h.  einer  wirk- 
lichen der  Erde)  heisst  ein  Sterntag  zu  24  Sternstunden  zu  je  24  Stern- 
minuten zu  je  60  Stern  Sekunden.  Der  Sterntag  beginnt  mit  der 
Kulmination  des  Y-Punkts;  es  ist  also: 
0*  (24*)  Sternzeit,  wenn  der  Y-Punkt  den  Stunden iv in kel  0»  hat  (kulminiert) 
V  „  ,       ,  ,        „  ,  150    ,. 


oder  anders  ausgedrückt: 
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508  g  62.     Ebliptik-CoordtJiaten :  Länge  und  Breite. 

um    0'  Stexiiaeit  ku!m.  d.  Pkt.  des  iq.,  dessen  AB  =  0"  ist  (f-Pankt) 
,     1*       ,  ,       ,    »      ,     »  -.        ,    =  1'  ,  u.  8.  f. 

(Grund  für  die  Zählweise  der  AB  gegen  den  Urz  ei  gersinn). 
Zwischen  Sternzeit  eine  s  Augenblicks,  ßektascension  eines 
beliebigen  Sterns   und  Stundenwinkel   dieses  Sterns  in  jenem 
Augenblick  besteht  stets  die  Gleicliiing  (vgl.  die  Fig.  158  n.  159). 

(I)  I         |(9  =  (  +  it      und 


Ist  die  Sternzeit  : 


"'""  Uestl.;^'^"^^""'"'"'^" 
S"3^a.M:er.      der  Erde  0±— . 

Die  Gleiolinngen  (I)  sind  sehr  wichtig  und  durch  Figur  und  Zahlen- 
beispiele  geläufig  zu  machen. 

1)  Ein  Stern  hat  die  AB  «  =  190O  4' ;  in  welchem  Stundenkreis 
befindet  er  sich  nm  3^  30"  Sternzeit?    Es  wird  (  -  8160  2&  ~  1#  25,7". 

2)S  =  0  giebt  0  =  «,  d.h.  die  Sternzeit  des  Durchgangs 
durch  den  Meridian  ist  für  jeden  Stern  gleich  seiner  AS,  jeder 
Stern  kulminiert  zu  der  Steinzeit,  die  gleich  seiner  «  ist.  Ist 
der  Stern  ein  Circumpolarstem ,  so  kommt  er,  wie  eben  ausgesprochen,  um 
«*  Sternzeit  in  obere,  nm  (ß+13)*  Sternzoit  in  nntere  Culmination. 

Anf  2)  beruht  die  Messung  der  AR  mittels  des  sog,  Passagen- 
Instruments;  dieses  besteht  nur  aus  einem  Fernrohr,  das  stets  auf  einen 
Punkt  des  Meridians  weist,  dessen  Fernrohr  also  um  eine  genau  von  Ost 
nach  West  gerichtete  Axe  auf-  nnd  abgekippt  werden  kann.  Wenn  man  an 
einer  nach  Sternieit  gehenden  Uhr  die  Durchgangszeiten  von  Sternen  be- 
obachtet, so  erhält  man  in  den  ZeitnnterscMeden  unmittelbar  die  .dfi-Unter- 
schiede.  Ans  der  Züsaramenstellang  in  lien  Zusitzen  za  1)  und  2)  folgt, 
dasB  man  mit  diesem  Instrnment  auch  die  Deklinationen  der  Gestirne 
bestimmen  kann  durch  Messung  der  Meridianhsben;  ein  solches  Instrument, 
das  also  einen    stets   im  Meridian  liegenden  fein  geteilten  Kreis  hat,   heisst 


5)  Be^ttiminiing;  im  III.  System  darch  die  Kkliptik- 
Coordinaten:   Ijäiige  ojid  Breite  (vgl.  Fig.  157). 

1)  Länge  X  eines  Gestirns  ist  der  Bogen  der  Ekliptik  zwischen  dem 
Y-Punkt  und  dem  Breitenkreis  des  Sterns,  gezählt  vom  Frühlings pnnkt 
aus  im  Sinn  der  Aß  (also  im  Sinn  der  jährlichen  Bewegung  der  Sonne 
und  entgegen  der  täglichen  Bewegung  der  Sphäre)  von  0^  bis  3S0C. 

2)  Brette  ß  des  Gestirns  ist  der  Bogen  des  durch  den  Stern  gehenden 
Breitenkreises  zwischen  derEkliptik  und  dem  Stern,  gezählt  von  jener  aumNord- 
pol  der  Ekliptik  von  Oo  bis  +  900,  zum  Südpol  der  Ekliptik  von  0»  bis  —  SO". 


y  Google 
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Dieses  System  ist  nur   für   die   theoretische  Astronoiiiie  nichtig,   für 
TiDsere  Zwecke  nicht  von  Bedeutung. 

Beispiel:  Tür  die  Sonne,   die  sich   in  der  Ebene  der  Ekliptik  be- 
wegt, ist  stets  ff  =  0- 
Zusammenstellung^  der  vier  Coordinatensysteme  der  Sphäre : 


Nr. 

Oninaebfne 

(8ehnlttp.Qi.-|-;r). 

..... 

00 

ocdinaten.                | 

Wtokel  nviü 
gezUilt  Im 

ohen 

a.Bsa., 

Inna: 

Winkel  sitriBOlieii 
Proj.  dos  BBd.  u. 

I- 

Hortzo«. 

SüdpuEit. 

ZsQitlinie. 

+ 

Höbe. 

n. 

iqnstor. 

a.  MerldiBB  des 
Beol.ai.lit.-OrtB. 

Weltaxc. 

Sta  .-Winkel  t 

+ 

Deilin.  6 

III. 

iquator. 

V-Puiütt. 

W«lta»e. 

ARa 

- 

Deklin.  S 

[iV. 

Eklipüt. 

V- Punkt. 

EkL-Aie. 

T.ln.e  X 

- 

B^lte  ß] 

Ais  positiver  Drehungssitin  der  ersti>n  dei  Ccordinaten  in  jedem 
System  ist  der  des  Uhizeigers  (tägliche  Drehung  der  bphaiej  bezeichnet, 
die  zweite  wird  wie  gewöhnlich  Yon  d(.i  Grnndehene  ans  nath  beiden  Öeiten 
hin  bis  +  90o  und  —  900  gezahlt 

Von  diesen  Coordmaten  verändern  aioh  a,  fi ,  t  m  jedem  Aagenblick 
Die  übrigen  dagegen:  «,  6,  (A,  f()  neiden  von  der  tigliLiien  Umdrehung 
der  Sphäre  nicht  beeinflusst 

%  63.    Beziehungen  zwischen  den  Terschiedenen  sphärisclien 

Coordinaten  eines  Gestirns,     Dreieck  Zenit- Pol- Stern 

und  Beziehungen  darin.    Aufgaben. 

Der  Zusammen  hau  g  zwischen  den  vier  Systemen  von  Polar-Coordi- 
naten  kann  entweder  durch  Übergang  auf  rechtwinklige  Coordinaten  und 
Transformation  dieser  Coordinaten,  oder  auch  mit  Benützung  der  beiden 
Bphär.  Dreiecke  Zenit-Pol-Stero  (und  EkUptikpo MV eltpol- Stern)  ab- 
geleitet werden. 

Das  erste  dieser  beiilen  Dreiecke  kommt  für  unsere  Zwecke  allein 
in  Bettacht,  die  Ekliptik-Coordinaten  sind  für  nns  unwichtig,  vgl.  %  63,  5, 
Die  zwei  Dreiecke  sind  in  Fig.  156  und  157  gezeichnet.  Der  zweite  der 
angegebenen  Wege  genügt  für  uns,  da  die  Grundformeln  des  sphärischen 
Dreiecks  in  §  46,  eben  auf  dem  ersten  Weg,  in  vollständiger  Allgemeinheit 
abgeleitet  worden  sind. 

1)  l>reieck  Zenit-Pol- Stern.  Es  handelt  sich  für  uns 
besonders  um  den  Übergang  von  «,  h  auf  t,  Ö  und  umgekehrt.  Dazu  dient 
das  Dreieck  {vgl.   Pig.  156)  Zenlt-Fol-Steru  (das  pralctisch-astronomische 
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im  Pol  P 
,    Zenit  Z 
An^  diesem  Diei^rl.  erhält 
unigekebit  folgende  allgi 


§  63,    Übergang  von  (n.  ft)  auf  (f,  Ö). 

Dreieck),   das  hier  in  Fig.  160  noch- 
mals für  sich  horauagezeichnet  ist  und 
folgende  Seitenund  Winkel  enthält : 
Seiten:  ZeuitrPol,       ZP=900_q,, 
Zenit-Stern.  ^3=90»  — ft, 
Pol-Stern,      PS  =  900  — ö; 
Winkel:  in  S  (am  Stern)  die  unwichtige 
aog.  Variation  (, Winkel  am  Stern') 
Stundenwinkel  (,    oder  auch  (3600  — (), 
Supplement  des  Azimuts  {ISO"  —  a). 

für  den  Übergang  von  (f,  ö)  auf  (n,  fc)  und 
giltigen  Beziehungen. 

3)  Übergang  von  (m,  A)  anf  («,  ö).  (Stun  denwinkei 
und  Dekl  aus  Azimut  und  Höhe).  Durch  Anwendung  der  drei  Gmnd- 
formeln  auf  das  Dreieck  ZP8  (Fig.  160)  erhalt  man: 

(1)]  -««(qoo— ö)sin  (  =  si«(900— Ä)st«(I800— a) 

lst«(900-ö)Mst  =  eos(90i>-Ä)M«(900-q))-sin{90O-A)cos(90O.^(ji)cos(l80Q-«). 
Wenn  im  Dreieck  2  P  S  bei  P  der  Winkel  {3600  __  t)  statt  (  auftritt, 
60  ist  gleichzeitig  bei  Z  der  Winkel  («  —  1800)  statt  (180"  —  a).  Die  For- 
meln sind  also,  wie  es  sein  muss,  ganz  allgemein  giltig;  sie  müssen  die 
gesuchten  Stücke  ohne  Zweideutigkeit  ergeben.  Ans  (1)  erhält  man  ein- 
facher geschrieben  die  11.  Gruppe  von  Grnndformeln: 

I  siM  ö  =  sin,  Ji  siM.  q)  —  cos  h  cos  (p  cos  a 

(II}      {  eos  ö  sin  t  —  cos  h  sin  a 

I  cos  ä  cos  t  =  sin  h  cos  <p  +  cos  h  sin  <p  cos  a. 
Um  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (II)  t  und  S  wirklich  zn  berechnen, 


srtzt    3 


1  (igl   §  48,  3,  §  55,  Fall  IH»  u.  a.  f.) 
\tgß  = 


WÄCi 


i«8=m 


and  erhält 


(3) 


tgt  =  ^ 


—  IX)  oder  endlich  mit  Benützung  der 

.   zweiten  Gl.  (II); 
(  wo  II   mit  Beachtung   von  (2) 

Ds(qi — ^) '  zu  bestimmen  ist  aus 

'    igS==tg(^  —  ii)m8t,  tgfi^clghcosa. 

Aus  (4)  ergeben  sieh,  da  n  eindeutig  bestimmt  ist,  t  und  6  mit  Be- 
achtung der  Vorzeichen  aus  (II)  ebenfalls  eindeutig.  Man  braucht  sogar 
die  Vorzeichen  nicht  ausdrücklich,  da  t  und  a  stets  auf  derselben  Seite 
des  Meridians,  d.  b.  im  gleichen  Halbkreis,  liegeni  «  und  t  vor- 
gchwinden  gleichzeitig  oder  werden  gleiehzeitig  ISO»  (s.  2.  Öleioh- 
■nng  II,  (5  und  h  bleiben  endlich,  also  mit  t  =  0  auch  a  =  0  u.  s.  f.). 
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Die  geometrische  Bedentuiig  von  fi  ergiebt  sich,  wenn  man 
Gich  (vgl.  §  55)  die  Ton  dem  Stern  ausgehende  Höhe  des  Dreiecks  ZPS 
gezogen  denkt;  es  ist  dann  /i  der  an  Z  anstossende  Abschnitt  der  Seite  PZ. 

3)  Umkehnotg;:     tjbergang  von  (t,  6)  anf  (a,   K), 

(Azimut  und  Höhe  aus  Stiindenwintel  und  Dekl,).     Aus  dem  Dreieck 
ZPS  erhält  man  die  III,  Gruppe  von  Grundformeln. 

!sin h  =  sinÖ sin ip  +  cos ß cos  fp  cos  t 
cos  h  sim  a  ^  cos  ö  ein  t 
cos  h  cos  «  =  —  sin  ö  cos  tp  -t-  cos  S  sin,  qs  cos  t. 
Die  zweite  diesei'  Gleichungen  (III)  ist  dieselbe  wie  die  zweite  von  (II). 
Um  a  und  h  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (III)  wirtlieh  ausanrechnen, 
verfährt  man  ganz  ebenso  wie  oben;  durch  die  Substitution: 


nä  =  n 


(5) 


erhält  n 


ifft 


tg±K 


oder  endlich  mit  Benützung 

der  zweiten  Gl.  [HIj: 

fo  *  mit  Beachtung  von  (5)  zu 


(7)  m,,,^-.j  bestimmen  ist  aus  (?j^  =  -;:^. 

\tgh=  ctg  [cp  —  v)  cos  a,  cos  t 

Vgl.  die  obige  Bemerkung  nach  3):  a  und  (  im  gleichen  Halbreis  u.  s.  f. 
Die  geometrische  Bedeutung  von  *  ergiebt  sich  mit  derselben  Hilfs- 
linie wie  in  S) ;   f  ist   das  Complement   des  an  P  anstossenden  Abschnitts 
der  Seite  PZ. 

4)   Einige   Zahlenbeispiele  za    den   in   3)   und   3)   ent- 
wickelten vollständigen   Über^ngen  Ton   (n,  h)  auf  (S,  S)   und  umgekehrt. 


Nr. 

Gestirn. 

Gegebene 

sphär.  Coord. 

Gesuchte  sphär.  Coord. 

Stuttgart) 

(Ameb^ao) 

o=  aä'lu-.j 
.=  19    1  34 

;  h—-^23°Sr„ 

(=65"  t'.^    ;  a  =  +i8n6'„ 

/=  1*  20"  4^  ;  g  =  —BS  BT  20 
tkürzBBlBi  T»g) 

ip  =  48"46'4r 
!P  =  48  46„ 
J)  =  5I)    0    0 

91  =  60    0 

'(Blgeir" 

(Hamal) 
niinkl.Bitr8D 

ö(mlil.ßä,reii 

(=301»I4'30" 

!=  i"  i6>n  ai 
(=  0"  0'  0' 

1=156'   *■„ 
1=  IM  0,„~ 

:  5  =  -|-ae°a7'20" 

;ä  =  +3S42,„ 
;  g=+86  36  39 

n=273"ia'34"  ;  fi  =  -Hl'13'4r' 

»=3146  18    ;  ;i  =+S0S156 

-1=    0    0    0    ;  ft  =-1-62  65  17 
<Knlmination| 
3=179  11^        ;  ;.  =  -|-47  35„ 

^=180    0,        ;;.=  -H6S6  3B 

5)  Aufgaben.     Die   vorstehenden  Grundformeln   (II)  mid  (III) 
lösen,  zusammen  mit  der  in  g  63,  i)  a 
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512     §  ^^     Aufgaben  uter  'li--  =pliarisih«n  i  ofilindtpi  eines  (jeitiin^ 

thatsäclilii.h  alle  Äulgaben  der  praktisch  s^härischpn  Astrononiie  (geogia 
phiaobe  Ortsbeitimmuiig  direkte  Azimntbestimmung  Zeitbestimmung)  NatOr 
lieb  wild  min  die  Formeln  (II)  und  (III)  nicht  stets  m  der  ansreschriebeneii 
Form  verwenden,  sondern  aie  auch  in  Kombinationen  benBtzen,  d  h  noth 
mehr  unsrer  früher  für  das  apb&riaobe  Dreieck  entwickelten  Formeln,  nicht 
nur  die  drei  Grundformeln,  auf  das  astronomische  Dreieck  Zenit-Pol- Stern 
anwenden. 

In  der  Eegel  sncht  man  bei  praktischen  Aufgaben  nur  Ein  Stück  dea 
Dreiecks,  z.  B.  (,  oder  a,  u.  a.  f.  Als  Beispiele  seien  angeführt  folgende 
Aufgaben: 

1)  In  einem  Beobachtung'surt  mit  bekannter  Polhflhe  (fi  ist  in  einem 
bestimmten  Augenblick  die  Habe  eines  Sterns  mit  bekannter  6  (und  bekannter 
AB  =  ")  beobachtet  worden ,  diese  Höhe  sei  h.  Was  ist  die  Stemzeit  dieses 
Augenblicks  gewesen?  (Bestimmung  einer  Uhr-Korrektion  durch  Ver- 
gleichimg  der  Angabe  der  Uhi  mit  der  aus  der  Messung  zu  berechnenden 
richtigen  Zeit).    Unmittelbar  aus  (III,  1)  hat  man: 


man  kann  diese  Gleichung  gann  wohl  so  zur  Eeohaung  Ton  t  benützen,  wie 
sie  dasteht.  Man  kann  sie  aber  auch  umformen,  wobei  noch  statt  der  Höhe 
ft  eingeführt  sein  mag  die  Zenitdistanz  a  =  QO°  —  h  (man  erhält  mit  dem 
Theodolit  meist  unmittelbar  z  und  erst  mittelbar  h) ;  bildet  man  aus 

(1)  cos f  =  ^^P-""-^J^  die  Ausdrücke  für  (l-cost)  und  für  (l+cost), 

so  erhalt  man  leicht: 


wenn  3  =  4-('P  +  ö-f-)g     ttwid     D     Gl     h     g()iat       ht        i 
als  Gleichung  (XIII)  D        kf        In       gwdttd         t       m 

sehe  Dreieck  undz  fdWklbPMka        w  b 

(1  — cos  i)  oder  (1+ CO    )    th       bl  b  11  h  d     Gl     h 

wenden  (ygl.  (X)  u  d  (il)    §     0) 

doch  ist  (2)  die  beste 

Hat  man  nun  f,  so  ist  die  gesuchte  StemzPit  der  Beobachtung 
@  =  t  +  a      Ulan  betriihte  den  Grenzfall  der  Kulmination 

2)  Was  ist  in  einem  gegebenen  Sternzeit  Augenblick  0  das  Azimut  a 
eines  bestimmten  Sterns  (er,  ö) '    Polhohi,  des  Beobaohtungsoits  =  if. 

{Dieoe  Aufgabe  kommt  z  P  vor  bei  ßpstimmung  des  Azimnts  einer 
Tom  Standpunkt  ausgehenden  terrestnichen  Eichtuni;  Zielt  man  mit  dem 
Theololitferniolr  eii  mal  den '^tprn  bii  geniu  bekannter  Sternzeit  an,  sodann 
den  iriischen  Zielpiikt  unl  liest  jelesmal  im  Hon z  ntalkreis  des  Theodolits 
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ab  so  kann  man  das  Azimut  \<-v  terrestrischen  Richtung  angeben,  wenn  man 
ansreelinen  kann  was  im  ^.ugenbhck  der  Zielong  nach  dem  Stern  dessen 
Azimut  war) 

Man  hat  hier  zunächst  aus  der  gegebenen.  Stetnzeit  0  den  Stunden- 
Winkel  t=  @  —  tt;  sodann  geben  die  awei  letzten  Gleichungen  (III| 
durch  Division: 

^  —  sin  d  cos  ift  +  eos  ä  sinqi  cost 

Man  wird  diese  Gleichung  am  besten  unmittelbar  benutzen  (Gaiiss  scbe  Loga- 
rithmen), kann  aber  auch  einen  Hilfswinkel  einführen  mit  cosq)  ~  m  cos  «, 
sin  (fi  cos  t  =  m  sin  u  (so  dass  also  u  zu  bestimmen  ist  [aber  eindeutig]  aus 
tgu  —  tgrf  cas  t)  wird 

cosr^«(i*  — <5)    "j^'    sin  cp  ag  t  "tn  (u  —  ö) 
'*^  "  ~  cos  u  im  t  CO-  6      ^  ^^r^ö~'~  ■ 

8)  [UmkehrunR  Ton  2)]  Um  welche  Sternzeit  erreicht,  in  einem 
Beobaohtungsort  mit  gegebenei  Pflbflhe  <p  ein  bestimmter  &tem  [gegeben 
(«,  6)]  ein  bekanntes  (gegebenes)  Azimut  n  ?  (Z  B  Zeitbestimmung  durch 
Ter« i^h winden  eines  Sterns  an  einer  vertikalen  Eauskante  wena  das  Azimut 
der  Richtung  Tom  Standpunkt  nach  dieser  H'iuak inte  geodätisch  bestimmt 
werden  kann,  vgl  §  60  i})  Die  iufgibe  ist  duioh  die  zwei  letzten  Gleich 
Tingen  (IIi  gelöst,  wenn  min  aus  ihnen  ft  eliminiert  ebenso  aus  (III  2  und  3) 
Keine  dieser  Ehrainationen  ist  aber  bequem  ju  machen  Man  yerßlhrt 
besser  'o    Es  sei  p  die  Variation  (Winkel  am  Stern  im  Dieietk  Z-P    Sl, 

so  ist  p  zu  bestimmen  aus       sin  ji  =  — -^-— j —  wendet  man  nun  auf 

Z   PS   die    Neper  satisn    Gleichungen    an     | 
«  =  90>  — ö,.    6  =  900~if),    s)  erhält  man 


und  damit  die  Sternzeit  0  =  (  -Mi. 


%  64.     Bemerkung  über  die  „Örter"  der  Gestirne  an  der 

Spliäre.    Refraktion  und  Parallaxe,    Deklination  der 

Sonne. 

1)  Übci-  dio  Sternörter  («,  lü)  In  der  Astnnomie  s^neht 
man  vom  wahren,  mittlem  und  scheinbaren  Ort  eines  bestimmten  Sterns 
/«,  ö).  Mehrere  Ursachen  bewirken,  dass  die  4Ä  und  die  Deklination  eine' 
Fiisterns  im  Lauf  der  Zeit  keineswegs  konstant  bleiben  sondern  kleinen 
periodischen  Schwankungen  und  fortschreitenden  Veränderungen  unter 
werfen  sind,  sowie  auch,  dass  wir  einen  Stern  in  eii  em  be  timmten  Augenblick 
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514  §  ^^'     SteniGrter.     Parallase  niid  Refraktion. 

nicht  genau  an  der  Stelle  der  Sphäre  erWioken,  an,  der  wir  ihn  aehen  würden, 
Ttenu  die  Erde  nicht  von  der  LufthQtle  umgehen  wäre  und  sich  nicht  im 
Räume  bewegen  wßrde. 

Auf  die  Veränderungen  an  {a,  S)  infolge  der  Frücesslon  (Vorrücken 
der  Haehtgleichen  der  f  Punkt  ist  kein  fester  Punkt  der  Lkliptik, 
sondern  veiächiebt  «ich  auf  ihr  jahilich  um  etwa  5(1  eo  dasb  er  in  etwa 
2b  000  Jahren  alle  Lagen  auf  der  Ekliptik  uni  dass  m  deiartben  Zeit  dtr 
Weltpol  jeden  Ott  eines  Xleinkreises  um  den  Eklipt  kpil  als  Mittelpunkt  und 
mit  der  Ekkptikai-hiefe  als  Halbnesser  eingenommen  hiben  wird)  and  der 
NntatloQ  (periodisches  , Schwanken'  der  Erdaxe  der  Weltpol  weicht  infolge 
dessen  bald  nach  aussen  bald  nach  innen  yon  einem  Punkt  des  eben  ge 
nannten  Elemkreises  ab  dje  Penole  betrko-t  etwa  löi/^  Jahre)  kam  hier 
nicht  emgeginf,en  werden  ebenso  nicht  auf  die  Wirkung  der  log  Abtiratlon 
des  Iicbts  (Gf.echwindigkeit  des  Iithts  nicht  od  j,r  ss  gegen  die  Gesi-hwin 
digkeit  der  Erde  n  ihrer  Bahi  jene  etwa  300  000  diese  dnrchsih  iittlich 
30  km  pio  Sekunde  der  W  nkel  ~^°  306  265  =  30  6  heisst  4betra 
tjonskon staute  Lm  diesen  Winkel  sieht  man  infolge  der  Belegung  dei 
Erde  einen  Ponkt  ausserhalb  der  Erle  Terschoben  in  dtc  Richtung  der 
E  dbewegung  vorausgeoetzt  dass  die  von  dem  Punkte  kommende  i  Licht 
stiahlen  senkr  cht  zur  Bewegungsrichtung  der  Erde  bei  dieser  anlangen) 

Es  gen  Ige  vieJmehi  hiei  die  Bemerkunif  diss  die  elementare  spl  & 
iische  Astr  r  omic  mit  „mittlem"  und  , wahren"  [a  6)  gar  nicht&  zu  thun  hat, 
sondern  nur  mit  sog.  scheinbaren  («,  ö),  \\ie  sie  in  den  astronomischen, 
Jahrbüchern  für  eine  grosse  Anzahl  von  Sternen,  für  die  Planeten  und 
die  Sonne  (die  für  uns  auch  einfech  Wandelstern  ist)  vorausberechnet  sind. 

ü)  Parallaxe  niid  Refraktion.  Der  Ort,  an  dem  wir  ein 

Gestirn  am  Himmel  erblicken,  wenn  wir  uns  als  Beobachter  im  Erdmittel- 
punkt (jgeocentrischer"  Ort),  oder  als  Beobachter  in  einem  Punkt  der  Erd- 
oberfläche denken,  ist  ferner  dann  nicht  derselbe,  wenn  nicht,  wie  bei  den 
Fiistemen,  die  Entfernung  des  Grcstirns  im  Vergleich  mit  dem  Erdhalbmeesei' 
t»*-gross  ist;  die  entsprechende  Reduktion  nennt  man  Parallaxe.  Endlich 
gelangt  das  Lieht  eines  Weltkorpers  aus  dem  Weltraum  in  die  Erdatmosphäre 
und  zwar  in  immer  dichtere  Schichten,  legt  hier  also  keinen  gan?,  geradlinigen 
Weg  zurück.  Mau  sieht  infolge  der  Lufthülle  alle  Sterne  etwas  au  hoch  an 
der  Sphäre;  die  entsprechende  Korrektion  ist  die  Eei'raktion. 

1.  Parallaxe  der  Gestirne.  Der  scheinbare  Ort  eines  uns  Terhältnis- 
mässig  nahen  Gestirns  am  Himmel  verändert  sich  mit  der  Lage  des  Be- 
obachtungoorts ,  je  weiter  das  Gestirn  entfernt  ist,  desto  geringer  wird  diese 
Veränderung  sein  Die  Piisterne  haben  so  grosse  Entfernungen  Ton  der  Erde, 
dass  diesen  gegenüber  der  Halbmesser  der  Erde,  ja  sogar  für  die  meisten 
der  Halbmesser  der  Erdbahn  vollständig  verschwindet  (s.  unten  bei  d)).  Für 
die  Fiisterne  fallen  also  scheinbarer  und  wahrer  Horizont  des  Beobachtungs- 
orts  (s.  §  61,  1)  zusammen.  Sobald  aber  die  Entfernung  eines  Gestirns  dem 
Halbmesser  der  Erde  gegenüber  nicht  unendlich  gross  ist  (wie  bei  der  Sonne, 
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ä  64.    Helien-ParaUai-e. 


den  Planetci    und  lor  allem  dem  Mündj 
Geetirng  Terachieden  mm 


iLheinlia: 


at   der  geoeeiitrische  Ort  des 


Unt«  Parallase  versteht  m        11g        n  d 
Winkel  Tiiittr  lern  von  einem  entf     t     P    kt 
eine  hest  mmte  Strecke  erscheint         B      1      d 
Wiikel  p  =  j-  — j'    (Fig.  161).    J    feö        d     Ent 
_^\     „-i^  teinunffeii  0'^    A<^  smd  (O  ist  d     E  dm  ttelp    kt 

0    !■  j_  1  lerBeobaihtnng'ipuikt  aufderEd  1    fl    I      OA 

der  Erdhalbmesser)    desto  kleine       t  / 
Untei  dir  HohenparalHse  eines  Oestii-ns  (Parall       d     H  h      d 
Zemtdiatanzl  versteht   man    len  Untcrscliied   seiner  Heh     w    k  1   Üb      dm 
wahren  und  scheinbaren  Hoiuont  des  Beoba  btum^  rt      m      k 
also  auch  definieren  ils  W  inkel   unter  dem  vom  M  tt  Ip    tt  j         dt 
ans  der  za.  dem  Beobithtungsoit  fuhrende  Edlalbn  h     t  (  gl 

Fig   162)    E  ~)B.  ä.      w  1 


dffi  d 


H 


t    d 


H  lienpa  all       d     tr    t         M    t 

p  =  h'  —  h  —  d  ~z', 
wo    Ä     odei  2     die    geooentrioche 
Höhe  oder  Zenitdistana  ist 

<p  wird  bi.1  gleicher  Ent 
feinung  des  Gebtuns  M  um  so 
gidsser,  je  grösser  s  wird,  und  er 
reicht  aUo  seinen  gröasten  Wert 
t   stellt      Man  nennt 


wenn  das  Geetim  im  Punkt  M^,  d.  h 

die  sich  hier  zeigende  ParallaM  die  Horizontal  Paralla 

Entfernung  0  M.  =  S,,  der  Erdhalbmesfcei  r,  so  ist  für  die 

Horiz.-Paiallaüo:  sJM  w  = -^  oder  genügend  n"  =  'w^"  ^ 
torner  fQr  die  H öhen- Parallaxe  sJwjt 


oder  p=nsim= 


Im  Zenit  ist  len  a  h  1  H  hen  Ptrallaie  gle  ch  0  In  le  gegebe  e 
Höhe  kann  man  ß  hetmnen  wenn  t  beka  nt  st  Der  Mo  d  st  üs  so 
nahe,  seine  ParaJlase  st  o  gro  s  da  s  n  an  Pü  ks  cl  t  neh  iie  n  us  auf  1  c 
Verschiedenheit  der  La  ge  der  Erdhalbmesser  man  sp  1 1  deshalb  be  m 
Mond  von  einer  Äquator  al  Her  zontal  Par'illaxe  Für  d  e  Parallaaen 
der  Planeten  und  der  bo  ne  genäj,t  stete  e  m  ttle  er  Erdhalbmesse 
Im  folgenden  sind  eng    Zahle  werte  fU    i  e  Pa  allaxe  gegeben 

aj  Mona.  I  e  Enüemun^  von  der  Prde  st  kle  n  ge  ug  IIa  allaie 
gross  genug),  dasa  man  de  Parallase  aus  1  ekter  Beobachtung  bes  en 
kann.  Sind  (Fig.  Ibo)  s  nd  /g  d  e  Zen  tdistanzen  des  Mondm  ttelpunkts 
im  Augenblick  dei  Kuln  aton  a  zwei  Orten  vo  gle  eher  geograph  che 
Länge  und  bekannten  Bre  ten  d  und  qs  (der  Meid  anbogen  Ä  A  der 
hier  als  Kugel  voran    e  etzte    E  de  mu  s  n  ögl  cl  t  g  oss    e  n)     o       d    n 
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dem  Vieleck  ^j  OA^  M  zwei  Seiten 
OA^,  OA^  und  die  drei  Winkel 
bei  ^1,0,-^2  bekannt.  Zur  Berech- 
nung von  pi  und  p^  und  damit  UM 
erbKlt  man  also  zanächst 
(1}  Pi  +  P2=ii  +  ei  —  ((pi  —  (f2) 
es  südliche  Breite  bedentet);  ferner 

(2)  ji  =  ,-"ii  =  ,£^», 

smpi         smp^ 
woraus  dnrch  abereinstinimende  Addition  und  Subtraktion 

(3)  isi(Pi-P!)  =  ,fl7f-=r?l'»i(i'i+ft). 

Beispiel  {Lalattde  und  Lacailh  1752  in  Berlin  und  am  Cap  d.  g.  H., 
beide  auf  demselben  Meridian): 

q,j_+52031'18"p;=320   3' 51"  {Zen.-Diat  des  unt.  Mondrands)  1  Ä=  58r 
q)j=— 33  56    3    [^2=55  42  48    (Zen.-Dist  d.  ob.,  alsodesselb. , )  |  Ji==a5'. 

In  Wirklichkeit  ist  die  Aufgabe  viel  komplizierter,  doch  ist  liier 
darauf  nicht  einzugehen. 

Die  Entfernung  des  Mondes  yon  der  Erde  ist  nicht  konstant;  sie 
beträgt  zwischen  57,02  und  63,65,  im  Mittel  60,3  Äquator-Halbmesser  der 
Erde,  bo  dass  die  Äquatorial-Horizontal-Parallaxe  des  Mondes 
zwischen  61'  und  54',  im  Mittel  57'  40",  also  nahezu  l^"  beträgL 

Bei  dieser  grossen  Parallaxe  kommt  beim  Mond  (und  bei  diesem 
allein)  ferner  nicht  nur  eine  Höhenparallaxe,  sondern  auch  eine  kleine  Seiten  ■ 
parallase  {„Seitenverschub"  der  Seeleute,  Correktion  anch  am  Azimut, 
nicht  nur  an  der  Höhe)  in  Betracht,  auf  die  aber  hier  ebenfalls  nicht  ein- 
zugehen ist. 

b)  Sonne.  Die  Horizontal -Parallaxe  der  Sonne  ist  schon  zu  klein, 
d.  h.  ihre  Entfernung  zu  gross,  als  dass  die  vorige  Methode  angewendet 
werden  kennte.  Man  hat  die  mittlere  Horizontal-Parallase  der  Sonne  zu 
etwa  8"  ,8  bestimmt.  Diese  Parallaxe  entspricht  einer  mittlem  Entfernung 
von  rund  23000  Erdhalbmeasern  [die  Entfernung  schwankt  um  etwa  700 
Erdhalbmesser  im  Lauf  eines  Jahres). 

Die  Höhenparallase  an  einer  unmittelbar  gemessenen  Sonnenhöhe  oder 
Sonnenzenitdistanz  ist  also  stets  bereits  ziemlich  klein;  wenn  man  mit  einem 
kleinen  Instrument  die  Höhen  nur  auf  i/ä'  "der  i/g'  messen  kann,  kommt 
sie  schon  nicht  mehr  in  Betracht. 

c)  Planeten.  Die  ParaHaxen  der  Planeten  schwanken  bei  einem 
und  demselben  Wandelstern  z.  T,  sehr  stark,  wenn  nns  der  Planet  ver- 
hältnismässig sehr  nahe  kommen  und  sich  sehr  weit  von  uns  entfernen  kann. 
Die  Horizontalparallaxe  des  Mars  (Nachbar  nach  aussen)  schwankt  z.  B. 
zwischen  23"  und  8"  (der  scheinbare  Halbmesser  der  Planetenscheibe  dem- 
entsprechend zwischen  12"  und  2"  rand),  die  der  Venus  (Nachbor  nach 
innen)  zwischen  33"  und  5"  (Halbmesser  zwischen  32"  und  5"),  die  des 
Jupiter,  dessen  Bahn  die  Erdbahn  bereits  in  eir 
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ha        d  1    (H  Ib 


d    tl  h  K  U      t      b 

mes       22        d  15  I  t 

d)Ftn      Ffl  t  h         whtdPU       =0F 

gwgist      mglhg  hil  gjhlliP      11 

b    timm      (W    k  1        te    d  1 1  i     E  il   Ib  d  m  1 

23000  m  1  g  B  db   h   h  Ibm  d       1'     t  m  h     t] 

dgrtelhPll  Idd  IhtFtm  h 

h  Uli  h       m  C    t  b  trägt  w  h     h     1  1         h        ht  1  d 

d      L  ht    d      a      St     k    S        — E  d  g      M      t  ü  kl  gt 

3b4Jhbht  ä  Nhbte  mS  3t 

k 

RfJttnDLhtthld  f,     \  Ct 

g  ht  (dl    E  tf         g    p   It  d  b         t    l  h  k        KU        b  ]    g  1    gt 
d  m   1  W  It  d  ht        &  l    ht       d      E  d  t       pl 

m  I  d  ach  d      B  1  h    flikh     h      k    k        K 

hdd         Ü     U  t       h    d    1      H  h      1     d  f    t       th  t  a  hl   h 

htdd  d  thOd  d     Atm    ph       m  bt 

h     d      w         h       t  K  r     kti  Q  h  t    h        ki        te     W  rt      äral   h  0 

ft  St  7     t      h        g    Sit       (H  t  1     f     kt       )   f 

^t        m  H  t     All    '^t  rn         ht  F  1       d     E  frakt 

IM  g  Hb  kl  ZtdtjwhdlA 

kAd  Idt  G  dimH  t  tl  ht 

bfldt       h  Wklhkt       tblll      H  tsD       Wtd 

H  tal    f    Itt  t    m  M  tt  1     t        34       D      B  f    k  t   t 

tr      b       H  h        ht  t  t    dl     Ib  d  m    bhä  g  g  Z         d  d     L  ft 

M      hat  d    halb  T  f  1     f  g        ttl        E  I    kt  d      i        b 

d      H  If  t  1 1  K       kt       fll    l     j        1  g     B     iti  t  d  Tl  rm 

mt  dbdBbht  Ekl  Ibll 

h      flg 
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518  4     P  i    tt         C      i     t      [      ö    1 

V       Z     t  b  Z     tl  t        45    (H  h    DO    b     45  )         hst    1 

die  I  f   kt  b      t      1     I    1     N  h    1     H  t        ä  i     B    b    ht 

un^      wg      d      dtbdted  d  gl         g      Efkt       höht 

unah  d       fügwllhk       Gt       bbhttwidf     wlh 

ft<in(>80)      t       Mtt         ImBmt  dl      Elkt 

grö  t    t   K     l  m  Th  rm       t      kl 

B       i      1  1       T    t   1 

1)  E       t  b    b    ht  t  {b     7  B     m  t  rst     1    + 18    T  mp     t    ) 

Ä  =  1     4      0    {    =  7     n  40  )  t  d     E    fi        1     E  f   kt 

Mttl      Ref    kt      =4  12=252  tE  f  kt      -252    0         f    71 

=  238     =  3   58       w  g       ht     H  h     =  i      44  (Z     td   t 

77   15  38  ) 

S  hl     bem    k    g        3)  (1  TUid    )     Üb      H  h    p     U  d  P 

frakt  k  h  k  dtettg  ht 

ein      g  m  H  h     d      B  t    g    E  f  kt  PH  b 

zieh  Z       td    t  dd 

Eefraktioii  und  Paraliaxo  zu  befreien,  d  h   um  den  Weit  zu  erhalten,  der  m 
die  Formeln  (II)  oder  (III)  %  63,  für  fi  oder  c  einzusetzen  ist 

3)  Waudelsternc.     Sonne.    In  den  aatronoinischen  Jahr 
b    h       (Eih         d)  fjdJhmV  h  {h 

tgtNtl\l  C  dipßl  tmh 

Jhbhf  Zwkdföil  t  pktlt 

mh4fb  mSlbtt       htllg  Id  E 

ht    g      d      h     bllg      P  1  Mk    5fl    b       d  pf  hl  t 

NthJhbhh        ggbe  Rhmtdl  BI| 

1       ht         ffl  A      hl  Fl    t  d        h     b  (      ö) 

Tg        1  g       ze  h    t         d  1    1     Ort  d        Ib      Sj  t       ffl 

await         (bedrsT  M        Ipt       St  i  flid 

b  d(k  ltll)füflM(IVd  bt 

d       b        0  t         H  mm  1         h  1        (f  1        11 

Ulf    h  W     n  t  1)      t  f  htif,  t       1     S  n         I  f  lg 

d(lb       iBggdS  dEklptk(lgtd         G 

k         mLt  Jh  WggOh       urßklpTg[di 

GhdgktdBw        gtdm       ht  lhfnng]dh 

i     ttl  h    1     &t     k  E    1 1    i     (jT      kl        )    immt  d     ^B  d     3 

(b  ht  gl     If        g)  Tag         Tg     m  g  D      D   kl 

t        dS  hktmLafdJh  hd&  ~ 

{—       /  l)]+(+3/)E        d  drth        Zthr 

tmWt(Sltt  d       IJ  121  D        b)hlgm 

Z  t  d     Äq       kt       (4.q    t     t    d  d     S        i     b         1      aa  1      i 

d  1         d      Stund       I     d      Z    t  tw     22    8  pt    h      g  g       d 

21    ma         t  öj  t  m  21   M        h         g      d  Sept    Öq  p     t 

M  11g  t  t        f  1    V        1    1  1  k  t  d      Ö    E    ks  ht 

h  d  h    1     f>  1      Cl     h    g      [II]    Uli  %  C  i  d 
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§  65.    Sternzeit  und  Sonnen  zelten. 

Deklination  der  Sonne  sein,  die  der  Zeit  der  Beobaehtung  entspricht.    S 
fär  gröbere  Beobachtung  oder  Eeebnung  ist  dies  zu  beachten  (vgl.  ; 


§  65.    Sternzeit  und  die  zwei  Sonnenzeiten:  Wahre  Zeit, 

Mttlere  Zeit;  Zeitgleichuug.  ZeitTerwanillang.    Anfgaben 

mit  der  8onne.     Anhang:  Honnennhren. 

1)  Einleitung.       Ausser    den    W inkelm essin  strumenten     (Tgl. 
§  62,  1,  2)  braucht  man  in  der  sphärischen  Astronomie  noch  ein  Instrument 
2ur  Zeitmessung,  die  Uhr,     Pendeluhren  sind  Station suhren,   Chrono- 
äneter  sind  transportieibar.    Man  hat  zwei  yersohiedene  Uhren;  solche  für 
Sternzeit  und  solche  für  Mittlere  Sonnenzeit,   kara  mittlere  Zeit. 
D    1    d    j        11  tSndig  gleithförnig  gehen  sollen,   so  kann  die  eine  oder 
d       iü      1!    B  obachtuDgen  bei  Ützt  werden  ;  da  man  das  konstante  Ver- 
iklt       d     L    g    einer  Stunde  'Sternzeit  zn  einet  Stunde  mittlerer  Zeit  mit 
t     S  h    f    kennt,  so  braucht  man    un  die  beliebigen  und  ober 
bl  bg    Z   täme  sich  erstrecken  Jen  Mittlern 'Zeitpunkten  entsprechenden 
St  m     tp     kt       ler  umgekehrt  finden  za  können,  nur  eine  Angabe:  Stem- 
t  sen  (aber  ganz  beliebig  liegenden)  Mittlem -Zeitpunkt  oder 

g  k  h  t     M       kann  mit  Rücksicht  auf  diese  stets   mögliche  „Zeitver- 
di   g  h  tür  Messungen  an  Sternen   eine  M.Z.-Uhr  oder  bei  Beob- 
ht    g            d       onne  eine  St.Z.-Uhr  als  Beobachtungsuhv  benützen,  wenn 
h  b  C|    m       ist,   für  Messungen    der   ersten  Art    eine  St.Z.-TJhr,  für 
M  SS     g      d  iten  Art  eine  M.Z.-€hi'  zu  haben. 

a)  Stornzeit.  Diese  ist  bereits  in  §  62,  i,  eingeführt  worden. 
Ein  Sterntag  ist  die  Zeit  einer  Umdrehung  der  Sphäre  (thatsächlich  also 
einer  Brdumdrehung) ,  d.  h.  die  Zeit  zwischen  zwei  gleichartigen  Eulmi- 
nationen  desselben  Sterns.  Da  die  Drehung  als  vollständig  gleich- 
förmig anzusehen  ist,  so  teilt  man  den  Stemtag  in  24  gleiche  Teile,  Stern, 
stunden  zn  je  60"  zu  je  60".  Der  Sterntag  beginnt  (0*  Sternzeit)  mit 
der  Kulmination  des  y-Pui^tes;  die  Stunden  werden  von  0  bis  24 
gezählt.  Die  Sternzeit  ist  der  jeweilige  Stundenwinkel  des 
Y-Punkts.  Ist  0  die  Sternzeit  eines  Augenblicks,  (  der  Stundenwinkel 
irgend  eines  Sterns  in  diesem  Augenblick  und  a  die  A  Ji  dieses  Sterns,  so 
gelten  allgemein  die  Gleichungen 

{I)  ©_-(  =  «,       oder       e=[  +  «  (\g|    ö  (i2,  t) 

3)  Sonnenzeiten.  Für  die  Zwecke  des  gewöhnliLhen  Lebens 
ist  die  Sternzeit  nicht  brauchbar,  da  infolge  der  scheinbaren  Bewegung  der 
Sonne  in  ihrer  Jahresbahn  sie  zu  stets  sich  ändernden  Sternzeiten  kulmimrt 
(2!.  März  etwa  um  »,  21.  Juni  6^  21.  September  12',    11    Dezcnibei  Is" 
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Man  mache  sich  diese  Zahlen  klar  [Sonne  erreicht  um  den  21.  März  den 
X' Punkt,  der  stets  um  0*  Sternzeit  kulminiert] ;  man  hat  damit  dann  auch 
ohne  astronomisches  Jahrbuch  für  das  ganze  Jahr  eine  ungefähre  An- 
schauung der  Lage  der  Sternzeit  und  der  Sonnenzeiten  zu 
einander).  Man  ranss  also  für  die  Zwecke  des  bürgerlichen  Lebens  u.  s,  f. 
die  Sonne  selbst  als  Zeitmesser  benutzen. 

1)  Der  sog.  wahre  Sonnentug  ist  die  Zeit  jirisehen  zwei  aufeinander- 
folgenden Eulminatioiieii  der  Sonne. 

Der  jeweilige  Stnudenwlnkel  der  Sonne  ist  die  wahre  Sonnen- 
zeit,  kurz  W.Z.  oder  W.  Der  wahre  Sonnentag  beginnt  im  wahren 
Mittag  (0*  W.Z.,  Kulmination  der  Sonne).  Ist  W  die  W.Z.,  0  die  St.-Z., 
a®  die  AB  der  Sonne,  so  ist  stets 

(2)  TT  =  0  -  «®. 

DMBit  lüsst  sich  W.Z.  in  St.Z.  verwandeln,  da  die  AR  der  Sonne  in  den 
ftatronoraischen  Jahrbüchern  für  jeden  Mitt^  verzeichnet  ist. 

3)  Die  W.Z.  wird,  wie  aus  dem  Vorh ergebenden  sich  ergiebt,  stets 
durch  Beobachtung  der  Sonne  erhalten.  Aber  auch  sie  eignet  sich  nicht  als 
Zeitmass,  da  die  Zeit  zwischen  zwei  Sonnenkulminationen  im  Lauf  des  Jabres 
nicht  immer  dieselbe  bleibt.  Denn  erstens  bewegt  sich  die  Sonne  in  ihrer 
Jahresbahn  nicht  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  und  sodann  würden, 
auch  wenn  dies  der  Fall  wäre,  gleichlangen  Ekliptik -Bögen  doch  nicht  gleich- 
lange Äq,-Bagen  entsprechen.  Die  Uhren ,  mit  denen  die  bürgerliche  Zeit 
gemessen  werden  soll,  müssen  nun  aber  einen  gleichförmigen  Gang 
haben.  Man  denkt  sich  deshalb  zunächst  eine  zweite  Sonne,  die  sich  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  der  Ekliptik  bewegt  und  mit  der 
wahren  im  Aphel  und  Perihel  zusammentrifft,  und  endlich  eine  dritte,  die 
sogen,  mittlere  Sonne,  die  sich  im  Äquator  mit  gleichförmiger  (üe- 
schwindigkeit  bewegt  (den  Äquator  im  Lauf  eines  Jahres  von  W.  nach  0, 
zurücklegt)  nnd  mit  der  zweiten  gleichzeitig  den  "y"-Punkt  passiert;  diese 
gedachte  sogen,  mittlere  Sonne  ist  also  stets  ein  gewisser  Punkt  des  Äqua- 
tors. Die  gewöhnlichen  (bürgerlichen)  Uhren  geben  mittlere  Sonnen- 
zeit  an.*) 


•)  Seit  einigen  Jahren  ist  dies  in  den  meisten  Ländern  nicht  mehr 
richtig;  die  Angaben  der  öffentlichen  (und  damit  anoli  der  privaten)  Dhcen 
eines  Landes  sind  „vereinbeitlicht"  worden,  man  hat  sogen.  Einheits- 
zeiten eingeführt.  Im  Deutschen  Reich  ist  z.  B.  gesetzlich  seit  dem  1.  Ajril 
1893  die  sogen.  Mitteleuropäische  Zeit  (M.E.Z.)  als  bürgerliche  Zeit  ein- 
geführt worden.  Es  ist  dies  die  Mittlere  Zeit,  die  in  den  Punkten  des 
Meridians  150  estl.  von  Greenw.  vorhanden  ist.  Unsere  Uhren  geben  in  den 
einzelnen  Orten  nun  nicht  mehr  die  mittlem  Ortszeiten  an,  sondern 
in  demselben  absoluten  Augenblick  machen  richtig  gehende  Uhren  im  ganzen 
Deutschen  Eeich  auch  alle  dieselbe  Angabe,  nämlich  eben  die  Zeit  des 
Meridians  15'  üstl.  Gr.    Da  in  zwei  Orten  A  und  S,  die  om  A  Grad  Länge 
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Der  mittlere  Sonnentag  ist  der  konstante  Zeitraum  zwisoiien 
zwei  Kulminationen  der  gedachten  mittlem  Sonne;  er  beginnt  im  mittlem 
Mittag  (O^M.Z. ,  Knlmination  der  Mittlern  Sonne)  und  wird  in  24'*  zu  je 
60-  zu  je  eO-  mittlere  Zeit  geteilt.  Die  Mittlere  Zeit  (Stunden winke! 
der  gedachten  mittlem  Sonne)  wird  astronomisch  von  0''  bis  24'  gezählt, 
bürgerlich  zweimal  von  0'' bis  12*.  Der  astronomische  mittlere  Tag  beginnt 
12*  spater  als  der  bürgerliche  Tag,  so  dass  i.  B. 

astronomisch  3,  März  19'  =  börgeriieh  4.  März  7'  Morgens, 

f  3.  März     ^<'  —  „  3.  März  4*  Naclunittags, 

bargerlioh  10.  März  Sm.  3''  =  astronomisch  10.  Mära    S", 
,  10.  Mära  Vm.  7*=  ,  9.  März  19'   ist. 

Die  M.Z,  kann  nicht  darch  Beobachtung  der  Sonne  unmittelbar 
erhalten  werden,  sondern  nur  die  W.Z,  {s,  oben).  Ist  M  die  M.Z.  und  «'® 
die  AR  der  mittlem  Sonne,  so  ist 

(3)  M=0— K'®, 

somit  gemtlsB  (2)  M  —  IV  =  it®  —  a'®  =  ü  oder 

(4)  M=  W  +  Z. 

Die  Grösse  Z,  der  -4fi- Unterschied  der  wahren  und  der  mittlem  Sonne 
heisst  die  Zeitgleiehnng;  sie  ist  zur  W.Z.  zu  addieren,  um  M.Z.  zu  er- 


Tersehieden  auf  der  Erdoberfläche  liegen ,  die  richtig  gehenden  M.Z.-Uhren 
um  [X .  4)  Minuten  verschieden  zeigen  (und  zwar  so ,  dass  die  Uhr  von  S 

de,  ,»»  A  um  di.  gmnnl.  Z.lt  {"j  g.M,  ,.nn  B  {"rtth!™;' 
liegt),  so  hat  man  zum  Zweck  einer  solchen  „Zeitvereinheitlichung"  nur  die 
vordem  nach  den  Mittlern  Ortszeiten  gehenden  Uhren  um  einen  bestimmten, 
für  ein  und  denselben  Ort  stets  gleichbleibenden ,  Betrag  vor-  oder  zurück- 
znrichten ;  dieser  Betrag  ist  allein  abhängig  von  dem  Unterschied  der  geo- 
graphischen Länge  des  Orts  gegen  die  Länge  des  Normalzeit-Meridians. 
Im  Deutschen  Eeieh  mussten  im  Frühjahr  1893  im  äussersten  Osten  des 
Eeicha  die  Uhren  um  81  Min.  zurück-,  im  äussersten  Westen  um  SG1/3  Min. 
Torgeröckt  werden,  damit  sie  von  nun  an  M.B.Z.  zeigten  {in  runden  Zahlen 
natürlich;  ebenso  waren  sie  in  BerUn  um  7  Min.  »or-,  Dresden  um  5  Min, 
Tor-,  Mflnehen  um  14  Min,  vor-,  Stuttgart  um  23  Min.  vor-,  Karlsruhe  um 
87  Min.  vor-,  Strassburg  um  29  Min.  vorzurücken;  ebenso  in  Köln  32,  in 
Hamburg  20  Min.  vor-,  dagegen  in  Breslau  um  8  Min.,  in  Danzig  um  14  Min., 
in  Königsberg  um  26  Min.  zurückzustellen). 

Die  sphärische  Astronomie  hat,  wie  hier  ein-  für  aliemal  angemerkt 
sein  mag,  mit  solcher  Zeitvereinheitlichnng  (die  dnrch  die  Bedürfnisse  des 
modernen  Schnellverkehrs  notwendig  wurde)  an  sich  nichts  zu  thun.  In 
der  Folge  ist  (als  M.Z)  stets  die  Mittlere  Zeit  des  Beobacbtungs- 
orts  verwendet  und  es  muss  also,  falls  eine  nach  der  jetzigen 
bürgerlichen  Zeit  (richtig)  gehende  Uht  für  die  Zeitsingaben 
verwendet  gedacht  ist,  an  ihrer  Angabe  zuerst  die  von  der  Lage 
dos  Beobachtungsorts  in  geogr.  Länge  abhängige  (für  ein-  und 
denselben  Ort  aber  durchaus  konstante)  Reduktion  angebracht 
sein,  die  diese  Angabe  in  M.Z.  des  Orts  verwandelt;  vgl.  z.  B. 
Auf-  und  Untergang  der  Sonne,  s.  68,  ä. 
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halten.  Die  Zeitgleichung  i=t  weei.n  der  ungleichförn  igen  Jahresbeweguiig 
der  wahren  Sonne  bald  positiv  bald  negatn  und  m  den  astron.  Jabrbäohern 
fUr  jeden  mittlern  oder  fnr  jeden  wahren  Mittag  des  Ephemeriden-Orts  be- 
rechnet. Viermal  im  Tahr  erreicht  die  Zeitgleiehnng  gröiste  Werte  (davon 
liegen  die  beiden  Hauptestreme  Hwa  in  U/n  und  2/XI  (beachte  die 
Zahlen,  die  leicht  zu  merken  ?ind]  d  h  etwas  vor  Mitte  Februar  und  zu 
Anfang  November;  sie  betragen  le  I/4  Stun^p  genauer  +  14,5  Min.  gegen 
Mitte  Februar  und  —  16  3  Min  zu  Anfing  NoTember)  viermal  iet  sie  Null. 
I>a  die  Sonne  zu  Aiifar  g  der  Kalenderjahre  nicht  immer  genau  dieselbe 
Stellung  in  ihrer  Bahn  hat  so  sohwanLt  auch  die  Ztitgleiihung  für  dieselben 
Tage  in  den  verschiedenen  Jahren  etwas.   Die  folgende  Tabelle  giebt  a.  B.  die 


Zeitgl 

ichnn 

g(auf 

■)  für 

1897  in 

(1  mittlem  G 

reenw 

eher  Mittag. 

rat. 

.,-Gl. 

D^t 

«,-a.. 

_^ 

Z..8L 

Da.    j  Z.-«l.  1 

+ 1  1 

Mrz.  17, 

+8  21 

+  4  25 

-16     8 

+  6  17 

22. 

+6  51 

+  3  22 

Nov.  2. 

-16  IB 

+  8  21 

+5  19 

10, 

—0  « 

+  2     7 

-16  10 

+10  10 

Aprli  1. 

+3i8 

+0  16 

39. 

+  0  42 

-15  40 

21. 

+2  20 

+iao 

Sept.  3. 

se. 

+12  sa 

11. 

+0  57 

25, 

+3  25 

31. 

+1B« 

16. 

—0  IB 

30, 

+3  26 

13. 

-4  17 

27, 

—12     4 

Feb.  S. 

+\i  18 

21. 

-128 

+4  22 

-6    3 

Dez,  2, 

10, 

+1127 

+S    B 

-  74R 

+14  IB 

Mal  1, 

+5  44 

20. 

+  6    7 

2S. 

+18  10 

+6  16 

32. 

März  2. 

fia  13 

+6  11 

13. 

-13  J8 

27. 

+  1S0 

+11    5 

21. 

+5  51 

13. 

12. 

+  847 

26, 

-3  10 

9, 

+6  16 

'        ''■ 

-15  30 

(=1398,  Jan.  1,)  | 

Für  gröbere  Eechnung,  auf  1/2"  (ni^c  seihst  O,!"),  ist  diese  Tabelle 
stets  brauchbar,  da  die  Zeitgleichung  an  den  mittlern  Mittagen  derselben 
Tage  verschiedener  Jahre  nur  um  wenige  ■  schwankt,  (Nach  vier  Jahren 
kehren  ziemlich  genau  dieselben  Zahlen  wieder). 

4)  VergleicIiniifE  von  Keitrüamen  in  St,-Z.  nnd 
M.'Z.  Verwand  lang  eines  in  St.-Z.  gegebenen  Zeit- 
punkts in  den  91. -Z. -Punkt  nnd  ningekehrt. 

1)  Verhältnis  Ton  St.-Z,  zu  M.-Z.  Die  nach  dem  Vorstehenden 
im  Gebranch  befindlichen  beiden  Arten  von  Uhren  (Stern zeit- Uhren  und 
Mittlere- Zeit- Uhren)  gehen  also  beide  vollkommen  gleichförmig.  Eine  Stunde 
St.-Z.  ist  nun  aber  nicht  genau  gleich  einer  Stunde  M.-Z.  Bei  ihrer  schein- 
baren jährlichen  Bewegung  durchläuft  die  Sonne  in  einem  tropischen  Jahr 
die  Ekliptik  von  West  nach  Ost;  das  tropische  Jahr  muss  also  genau 
einen  St«mtag  mehr  enthalten  als  mittlere  Tage.  Es  ist  nun 
1  trop.  Jahr  =  365,2422  . . .  mittlem  Tagen  =  366,2422  . , .  Sterntagen,  somit 
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lSt.-Tg.= 


(5){ 

M.  Tg.=  ^/s'llll  St.-Tg.  =  ISt.-Tg.+S  50,555 St.-Z.=  34  3  56,S6St.-i 


"  366,2422 
_  366.2422 
"  865,3422 

Da  1  St.-Tag  um  3'"56',55..  {St.-Z.)  kfirzer  ist  als  1  M.-Tag,  so 
müssen  die  TaTjellen  der  Astronomisclien  Jahrbücher,  die  für  Jeden  Tag  den 
St.-Z.-Punltt  angeben,  der  dem  mittlem  Mittag  (0»0"0',0)  auf  dem  Ephe- 
meriden  -  Meridian  entspricht,  von  Tag  zu  Tag  um  3'"56',55..  geringere 
Sternzeiten  als  dem  Mittlern  Mittag  entsprechend  liefern. 

Um  eine  in  St.Z.  gegebene  Zeitdauer  in  M.-Z.  lu  verwändein,  ist 
also  von  der  ersten  ein  gewisser  Betrag  (3"  56'  auf  24')  zu  subtrahieren, 
im  umgekehrten  Fall  zu  addieren  (S"  57'  auf  24').  Um  die  Veiwandlnngen 
bequem  aaszuführen,  entwirft  mau  ein  für  allemal  Tabellen,  die  die  Werte 
von  1,2...",  ",  '  St.-Z.  in  ",  ",  •  M.-Z.  angeben  und  umgekehrt. 

2)  TerTvandlong  eines  gegebenen  Zeitpunkts  ans  St.-Z.  In  M.-Z, 
oder  W.-Z.  und  umgekehrt.  Man  muas  dazu  noch  die  St.-Z.  im  mittlem 
Mittag  kennen,  die  in  den  astronom.  Jahrbüchern  von  Tag  zu  Tag  (und 
zwar  fQr  lien  Meridian  der  betreffenden  Sternwarte,  s.  oben  §  04,  S))  verzeichnet 
ist;  sie  nimmt  im  Lauf  des  Jahres  alle  Werte  zwischen  0*  und  24*  an  (s. 
Eingang  von  S).    Ist  ©o  die  St.-Z.  für  M  =  0,  so  ist 

23'56'"4'09  ("gl.  d'e  obige 

(6)  M.-Z.  M={@—@o)-        24'         ^  (ö— 0»)-  0.9972695  \Z,^og  ober 


1)  Die  M.-Z.  eines  Zeitpunkts,  dessen  St.-Z,  gegeben  ist,  erhält 
man  also,  wenn  man  von  dieser  die  St.-Z.  im  mittlem  Mittag  subtrahiert 
und  den  Best  in  M.-Z.  verwandelt. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Jahrbuch  (z.  B.  im  Nautischen 
Jahrbuch)  nicht  die  @o  für  den  Boobachtungsort,  sondern  für  Orte  auf 
dem  Ephemeridenmeridian  (heim  Hantischen  Jahrbuch  Greenwich)  angegeben, 
d.  h.  dass  noch  die  geogr.  Länge  des  Beohaehtungsorts  zn  berücksichtigen 
ist  Liegt  der  Ort  (+*^'')  in  Länge  (östlich)  vom  Ephemeriden-Meridian 
entfernt,  so  sind  statt  der  für  die  Zeit  i'  in  den  Tafeln  angegebenen  Werte 

von  0(1,  Z,  K®  die  für  die  Zeit  [  i  +  i-j     giltigen  zu  benutzen.    Diese  Be- 
merkung gilt  auch  für  die  folgenden  Nummern. 

2)  Die  St.-Z.  ans  gegebener  M.-Z.  findet  man  durch  Verwandlung 
der  nach  dem  mittlem  Mittag  verflossenen  M.-Z.  (eben  der  gegebenen  Zahl) 
in  St-Z.  und  Addition  zur  St.-Z.  im  mittlem  Mittag. 

3)  Die  M..Z.  ans  gegebener  W.-Z.  Man  hat  zur  W.-Z.  die  ihr 
entsprechende  Zeitgleichung  zu  addieren. 

4)  Die  W.-Z.  aus  gegebener  M.-Z.  Es  ist  die  der  gegebenen 
M.-Z.  entsprechende  Zeitgleichung  zu  subtrahieren. 
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5)    Die   St-Z.    aus   gegebei 
Stundenwinkel  der  Sonne,  eomit 


Gl.  (2)  i 


wobei  air,  für  die  gegebene  W.-Z.  zu  interpoliei 

6)  Die  W.-Z.  aus  gegebener  St.-Z.  W  ^  0  —  a®,  wobei  a®  lür 
die  genäiierte  W.-Z.,  die  bestimmt  werden  soll,  zu  interpolieren  ist 

Die  Verwandlungen  5)  und  6)  kann  man  natürlich  auch  mittels  der 
Zeü^leiohung  Z  auf  1)  und  2)  zurückführen. 

5)  Anfjifaben  mit  iler  Soniic.  Zur  Übung  lose  man  hier, 
mit  Benützung  der  M.-Z,,  Aufgaben,  wie  sie  mit  Benützung  tou  8t.-Z.  und 
Sternen  in  §  63,  ä,  gelost  worden  sind,     Z.  B.: 

1)  Um  welche  M.-Z.  ist  am  längsten  Tag  (Ö®  =  +  230  27',3) 
in  einer  Stadt  mit  gegebener  Polböhe  q>  eine  Strasse  Ton  be- 
kannter Eichtung  (gegeben  Anmut  a)  achattenfrei? 

Nach  §  63,  5,  3)  ist  mit  sinp  =  —  ,  der  Stundeiiwinkel  (  zu 
rechnen  aus 

'  a         ,ip_|_fl  -i  if  -ho 

Dieser  Stundenwmke!  ( ist  aber  hier   wo  es  sich  am  die  Sonne  handelt 
zugleich  dii'  W  Z  ,  f^  =  W  ,  mit  Hilfp  der  Zeitgleichung  Z  (aus  dem  Jahr 
buch,  genabelt  aus  der  obigen  lafel  S    522)  erbalt  min  die  gesuibte 
M  =  t<t  +Z 

Es  ]=t  noch  KU  bemerken,  dai"!  wegen  der  fortwahrenden  Veränderung 
Ton  öij_  die  Rechnung  eigentlich  zweimal  geführt  werden  sollte,  znert  ge 
nähert  um  mit  der  gefundenen  genäherten  Zeit  dann  dai  genauere  ö,) 
interpolieren  zu  kanuen  Da  es  iich  aber  um  den  Ungsten  Tag  handelt,  an 
dem  S^ii  sich  nur  sehr  wenig  veiandert  [vgl  §  64  3),  so  kann  hier  davon 
abgesehen  werden    a   unten  bei  3 

Beispiel  !))  =  480 47,0  ö  =  +250  27  3  (längster  Tag),  «  =  320  4 
giebt  (  =  150.54  ,b  =  1»  a-.G.  also  W  =  P  3",6  und  daraus  M.  Z.  =  1»  ö",!, 
wenn   Z  an  diesem  Te^  (und  zur  gesuchten   Zeit)    zu  -t-  l'°,5  angenoni- 

2)  Welcbe  Eichtung  (Azimut  gesucht)  muss  eine  Mauer  [auf 
einem  Punkt  von  bekannter  geographischer  Breite)  haben,  damit  sie  an 
einem  bestimmten  Tag  zu  einer  gegebenen  M.Z.  den  Sonnen- 
schein erhalte? 

Bekannt  qi,  S,  f  (aus  gegebener  M.Z.  mittels  Z.  die  W.Z.,  diese  in 
Bogen  verwandelt,  giebt  i),  gesucht  a.  Auflösung  in  §  63,  5,  2.  Die  6® 
ist  für  die  gegebene  M.Z.  zu  interpolieren. 

S)  Bei  allen  Aufgaben,  in  denen  die  Zeit  gesucht  ist  (wie  z.B. 
in  1)),  muss  man  bei  der  Sonne ,  wenn  man  die  Zeit  nicht  schon  ziemlich 
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genähert  kennt  a  B  auf  1™  oder  e  n  ge  wen  ge  "]  zwe  a!  rechne  d  e 
fx  te  EecLnutig  (Näl  er  ng)  1  efert  d  e  Z*  t  nur  n  t  der  Genau  gke  t  de 
notwend  g  st  un  de  cht  ge  ö  (und  Z)  nterpol  eren  nd  dam  t  de 
zwe  te  defm  t  ve  Eeehnu  g  fuh  en  zn  kön  en  ^  e  genau  d  e  Na!  erung 
der  Ze  t  se  uss  (wie  we  t  «enähert  n  an  z  B  d  e  Ze  t  to  A  fa  g  an 
kennen  nuasi  u  s  ch  d  e  N  herungsrech  ung  etspire  z  k  n  e  )  la  gt 
ausser  von  der  Schirfe  der  v  langten  Rechnung  auch  von  der  ehnell  gke  t 
der  Veränderung  Ton  ')  ab  In  März  u  d  Septemher  yo  s  ch  de  öq 
n  i  un  1  Terand  rt  n  uss  man  wenn  an  der  Aufgabe  das  S  auf 
1  r  cht  g  braucht  d  e  Ze  t  zum  Vorius  od  r  au  der  Näl  erung  echnang 
auf  1"  kennen  m  Ju  oler  Dezember  kommt  es  be  derselben  Ge 
nau  gk  t       6     auf  1"°  Ze  t  be    d      Interpolat  on  n  cht  an 

Man  re  hne  m  t  Kflek  cht  hie  auf  1  e  Aufgabe  §  Oo  5  1)  Ze  t 
au  ge  ease  er  Höhe  her  mt  de  '»onne  nochmil  durch  Fs  t 
dabei  noch  darauf  aufmerksam  zu  machen  dass  mtn  bei  einer  Höhe  oder 
Zenitdistanz  der  Sonne  nicbt  den  Mittelpunkt  nehmen  kann  aondem  nur 
einen  Rand  Ausser  den  Korrektionen  lur  Eefraküon  und  Hulien  Parallase 
(vgl  g  64  21  ist  also  bei  der  bonne  stets  noch  der  Sonnenhalhmesser 
(■ie'sen  im  Lauf  des  Jahres  awischen  16  IS'  zu  Anfang  Januar  und  15  4  5 
zu  Anfang  Juli  yeränderhchen  Wert  das  astronomische  Jahrhuf-b  giebt)  zu 
addieren  oder  subtrahieren  je  nachdem  m^n  <^  oder  ^  genommen  hat  Be 
zeichnet  A  di^*  gemessene  Höhe  p  die  Höhenparallue  der  Sonne  un  1  r  die 
Eefraktion  für  diese  Höhe,  endlich  M  den  HaJbmessii  der  Sonneiiacheibe, 
so  i't   wenn  ■    fr^nommen  worden  ist 

k  =  h  —  r  +  p  +  Ä  in  die  Glei'hung 

"'«=        »»„Je  em»«t..n. 

Kennt  man  die  Zeit  nicht  genügend  genähert,  so  rechnet  man  mit  genähertem 
<5f.  diese  Gleichung  aus  erhalt  ein  genähertes  t®  =  W,  interpoliert  S  genau, 
rechnet  nochmals  schärfer  nach  derselben  Gleichung  und  erhält  so  das  scharfe 
f .  =  ir    Interpoliert  man  noch  für  die  gefundene  Zeit  Z,  so  hat  man  auch 

M=  W  +  Z, 
Ähnlich   wie  oben  bemerkt    für  alle  andern  Aufgaben,  in  denen  die  Sonnen- 
zeit gesucht  ifct 

4|  Weitprc  Zeitaufgaben  für  die  Sonne;  a)  Zu  welcher  U.Z. 
kommt  dip  bonne  an  einem  bestimmten  Tag  in  den  ersten  Vertikal? 
Der  eiste  Vertikal  ent"piicht  a=  +00",  es  ist  also  gegeben  f  (Beobacht 
ungsort)  S  (mit  Beachtung  des  eben  Gesagten),  a  =  90"  (spezieller  Fall  der 
Aufgabe  1))  In  dei  Zeit  vom  22  Septbr  (ungefilhr)  bis  zum  21  März 
(ebenso)  kommt  bei  ung  die  Sonne  oberhalb  des  Horizont'  überhaupt  nicht 
in  den  ersten  Vertikil  (warum^) 

b)  Ubtr  Zeit  (und  Orti  des  ,Sonnen  ^uf-  und  Unterginge  s    §  6Fi    2 

6)  Anbau);.  I^onnenabreu.  Im  Zusimmenhang  mit  der 
Erläuterung  der  W  Z    und  lei  Z"it- Aufgaben  mit  der  Sonne  maET  noih  ein 
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Wo  t  über  Sonnennh  en  angefügt  sein.  Jede  Sonnenuhr  liefert  W  und  es 
st  also  de  Z  zu  h  er  Angabe  hinzuzufügen,  um  M.Z,  zu  erhalten.  Der 
Zeg  at  he  allen  1er  Schatten  einer  jnateriellon  Geraden  (Stab, 
geh  ef  ab  e  hn  tt  ne  Kante  einer  in  der  Meridianebene  aufgestellten  Tafel), 
die  parallel  zur  WeLtase  ist;  diese  Scliattenlinie  liegt  also  stets  in 
der  (Rückverlängerung  der)  Stundenebene  der  Sonne,  Je  nach  der 
Stellung  des  Zifferblatts  haben  die  Dhren  verschiedene  Namen.  Die  ein- 
fachste ist; 

1)  die  Polaruhr  oder  Äquatorialuhr.  Das  Zifferblatt  ist  parallel 
der  Äquatorehene.  Da  die  W.Z.  der  Stundcnwinkel  der  Sonne  ist,  so  erhält 
man  die  Stundenlinien  des  Zifferblatts  durch  Antragen  des  Winliels  (  selbst 
an  die  gpar  der  Meridianebene  auf  dem  Zifferblatt,  also  für  t  =  1",  2' . .  . 
der  Winkel  150,  300  .  . .  von  Norden  aus. 

2)  Horizontaluhr.  Das  Zifferblatt  ist  horizontal,  also  parallel  dem 
Horizont.  Zuerst  ist  wieder  die  Spur  der  Meridianebene  auf  dem  Zifferblatt 
(Richtung  N^S)  zu  bestimmen.  Ist  sodann  x  das  Azimut  der  Linie  für 
die  Stunde  t,  so  ist  x  Kathete  eines  recht  winkligen  Dreiecks,  dessen  gegen- 
überhegender  Winkel  t  und  dessen  andere  Eathete  q;  ist,  somit 

tgx  =  sin  qp  tg  t. 

Beispiel,  <p  =  480  47'  giebt  für  10»  T.M.  (f  =  -  300)a!  =  230  28',5. 
Wie  lässt  sich  die  Einteilang  des  Zifferblatts  konstruieren? 

8)  Vertikale  Sonnenuhr.  Im  wahren  Mittag  ist  der  Schatten  des 
Stifts  vertikal. 

a)  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  das  Zifferblatt  un  ersten  Vertikal 
liegt,  d.  h,  von  Ost  nach  West  geriohtet  ist,  dies  ist  eine  Mittagsuhr 
(Zwischen  welchen,  im  Lauf  des  Jahres  wechselnden  Tigeszeiten  versagt  diese 
Uhr?  Vgl.  oben  5,  Äufg.  4»)  Wie  lautet  die  Gleichung  für  den  Winkel  r, 
unter  dem  der  Strich  für  den  Stundenwinkel  (  gegen  die  Vertikale  duich 
die  Spur  des  Sohatteustifts  auf  der  Wand  zu  iiehen  ist?  l^Autnoit  tg  \ 
—  cos<ptgt;  Tgl.  unten  bei  b) ) 

b)  Bildet  das  Zifferbhtt  keinen  rei.hten  Winkel  mit  dem  Meridian, 
hat  die  Wand  vielmehr  das  Azimut  n  (wie  gewöhnlich  von  Süden  gezahlt, 
die  Uhr  beisst  oft  |  .^'^^T'  \  Uhr,  wenn  das  Ziiferllatt  etwas  gegen  { ™  [ 

gewendet  ist),  so  ist  (wie  cchon  obpn  ingegeben)  der  Stiich  für  0''  WZ 
immer  noch  vertikal  durch  die  fapur  def  Si-hattenstitts  auf  der  Wind  zu 
ziehen  i  ist  a;  der  Winkel,  den  min  an  dieser  Linie  mzulesen  hit  um  den 
Strich  für  +  (*  W.Z.  (t  Stunden  vor  oder  na*.h  dem  wahren  Mittag)  zn  er 
halten,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Dre;kant  in  dem  m  der  schatten  werf  enden 
Eante  (gegenüberliegend)  der  Winkel  f  vorbinden  ist,  wihrend  die  auf  die 
Seite  (e  gegen  den  Winkel  t  bn  folgende  Soite  =  C^OO  —  q))  und  dei  Winkel 
zwischen  (90« —  91)  und  a;  gleich  u  oder  (180°  — a)  ist  (man  entwerfe  selbst 
eine  Figur),  unmittelbar; 
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ctg  x^ctgt  ^—  +  cos  a  tg  (p. 
Man  kann  direkt  hienach  technen,  oder,  in  der  Formel  für  tg  x,  einen  Hilfs- 
winkel oinführen;   wie  am  einfachsten?    Auch  dieae  Einteilung  lässt  sich 
noch  leicht  konstriiiren  nm 


§  66.     Einige  Andeutungen  Qber  Bestimmung   von  Zeit> 
Meridian,  Breite,  länge. 

1)  Sinleitung;.  Der  eine  Zweig  der  praktisch  -  Bphäriscben 
Astronomie  beschäftigt  sich  mit  der  astronemiselien  Bestimmung  der  Orts- 
zeit eines  bestimmten  Beobachtungsorts  (Zaitbestimmung),  der  Ermittelung 
der  geographischen  Coordinaten  eines  Punkts  anf  der  Erdoberfläche  (geogr. 
Ortsbestimmung)  und  der  Aufsuchung  der  Nord— SCldlinie  anf  dem  Horizont 
dieses  Beohachtungsorts  (Beatiramung  des  Azimuts  einer  von  dem  Punkt 
ausgehenden  terrestrischen  Eichtung).  Die  erste  Aufgabe,  Zeitbestimmung, 
tritt  entweder  selbetandig  auf  {Bestimmung  der  Zeiten  für  die  Zwecke  des 
bfiigerliehen  Lebens  oder  [schon  feiner]  fttr  die  Bedürfnisse  der  modernen 
Scimellverkehrsmittel)  oder  als  Hilfsaufgabe  bei  den  Bestimmungen  der 
geographischen  Breite  und  der  geographischen  Länge  eines  Punktes  nnd  des 
Azimuts  einer  von  ihm  ansgehenden  RLchtnng. 

Selbstverständlich  können  nnd  sollen  hier  nur  einige  wenige  Andeut- 
ungen gegeben  werden  im  Sinne  von  Übungen  zu  den  letzten  g§,  wahrend 
die  Dnrchfnhrnng  wirklicher  Eoohnuiigen,  ebensowohl  wie  die  Anleitung  zur 
Messung,  der  elementaren  praktisch- sphärischen  Astronomie  vorbehalten 
bleiben  mnss  m). 

a)  Bestiuiinnng  der  Zeit.  Aus  der  Beobachtung  eines 
Stci'ns  mit  bekannter  AB  erhält  man  stets  zunächst  die  St.Z. ,  aus  der 
Beobachtung  der  Sonne  zunächst  die  W.Z, 

1)  Stern  im  IHerldlan  (wenn  die  Nordsüdlinie  genau  bekannt  ist).  In 
der  obern  Kulmination  des  Sterns  ist  die  St.-Z.  gleich  der  AH  des  Sterns; 
somit  sind  im  Lauf  des  Tages  {der  Nacht)  beliebig  viele  St, -Z.  zu  be- 
stimmen, wenn  man  ein  Instrument  fest  so  aufstellt,  dass  man  sein  Fernrohr 
um  eine  horizontalliogende  Axe  kippen  kann,  die  genau  die  Richtung  West- 
Ost  hat,  so  dasa  die  Eippehene  der  Pernrohrziellinie ,  die  anf  jener  Aie 
senkrecht  steht ,  mit  der  Ebene  des  Beobachtungsmeridians  zusammenfällt. 
Ein  solches  Instrument  heiast  Passagen- (Darchgangs-)Instrument;  vgt  §  62,  4. 
Schluss,  Es  ermöglicht  die  schärfsten  Zeitbestimmungen,  wobei  freilich  seine 
Aufstellung  nicht  so  genau  sein  kann,  dass  an  dem  unmittelbaren  Ei'gebnis 
keine  Correktionen  {für  die  lAufstellungsfehler")  notwendig  wären.  Welche 
AufeteOnngsfehler  kommen  in  Betraclit?  Man  versnche  für  einen  davon, 
z.B.  eine  kleine  Neigung  der  Kip.paxe,  den  Einfluss  auf  die  „Antritts- 
zeit*    eines   bestimmten    Sterns   (Deklination   ö)   zu   berechnen.     Beobachtet 
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man  den  Durchgang  der  Sonne  durch  die  Meridianehene ,  so  erhält  man 
den  wahren  Mittag. 

2|  Messung  der  Hühu  eines  fiestirna  (mcgliehst  weit  »h  vom 
Meridian,  s.  u.). 

a)  Sterne,  Ist  'p  hekannt,  so  erhält  man,  wenn  dne  beliehige 
Höhe  fi  oder  ZenitdistanK  i  eines  Sterna  gemessen  ist  [a  befreit  Ton  der 
Refraktion,  vgl.  §  64,  2.  2)],  t  ans  [vgl.  §  63,  5,  1)] 


■g— ainijgw 


'^l-/^^^^-^'— ^'^■^^+^)- 


Das  Zeichen  von  (  bleiht  unbestimmt,  man  muas  also  wissen,  auf  welcber 
Seite  des  Meridians  die  Beobachtnng  liegt.  Die  St.-Z.  der  Beobacbtung  ist 
dann  @  =  t+  a. 

Wo  muss  man  die  Höhe  des  Sterns  nehmen,  damit  die  Bestimmung 
gunstig  wird?  Bei  Beantwortung  aller  derartiger  Fragen  hat  man  die 
DifEerentialformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  anzuwenden  (vgl.  Anhang 
zu  Kap.  2  und  3),  Im  yorliegenden  Fall  wird  die  Messung  günstig  sein, 
wenn  ein  bestimmter  Fehler  inA  (=— Fehler  in  3)  einen  möglichst 
kleinen  Fehler  in  t  hervorbringt;  es  fr^t  sich  also:  welcher  Fehler /\ t 
entspricht  einem  bestimmten  ^  ft  oder  A^?    Aus 

folgt,  wenn  man  sich  z  um  A^,  und  t  um  das  entsprechende  £^t  ver- 
ändert denkt; 

tsosiz  +  /\,ii:)  =  sin(psinö  +  cosi:pcosö  eos  (t  -1-  A  4.  ^-  ^■ 

(2)    eos s— sine.  l\i:  =  sm (p sin 8  +  cos ip cos d {cos t  —  sint./\t) 
Zielit  man  diese  Gleichung  (9)  von  (!)  ab,  so  erhält  man: 
(3)     dnz.^£  =  cos(pcosösint.  Ist' 
oder  wenn  A*  ausgedrückt  in  A^  gesucht  wird: 

Nach  (4)  kam  man  für  jedes  angenommene  ^  das  zugohflrige  A* 
ausrechnen  (ist  A  ^  "i  angenommen  o  erhält  man  auch  A'  i^i  ^^^ 
also  mit  15  zu  dividieren  wenn  man  A '  ^^  ■  erhalten  will)  Mit  Buck- 
sicht auf 

cos  Ö sint  =  eoshsina  =  siM n sma  Gl.  (II),  2  und  (HI)  ^  in  §  63 
kann  man  (4)  einfacher  so  schreiben: 

Diese  Gleichung  (5)  ist  in  manchen  Beziehungen  wichtig  und  merk- 
würdig. Sie  sagt  u.  A.;  in  einem  bestimmten  Beobachtangspunkt  der  Erde  (f) 
verändern  alle  Sterne,  die  in  demselben  Vertikal  stehen  (dasselbe 
a  haben)  ihre  Höhe  genau  gleich  rasch,  was  auch  ihre  Dekli- 
nation 3  ist,  —  In  nnsrem  Fall  wird  A'  f^r  ein  bestimmtes  /\z,  da 
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cos  <f  eine  Konstante  ist,  oiTonbav  ein  Miainmin,  wenn  st»  a  seinen  Masimal- 
wert  hat,  d.  h,  wenn  sin  a  =  +^  1,  a  =  +  90^  ist;  mit  andern  Worten:  man 
hat,  wenn  aus  einer  Sternliölie  die  Zeit  bestimmt  werden  soll,  diese  Hohe 
in  der  Nähe  des  ersten  Vertikals  zu  nehmen  (ein  hestimmter  Stern  yor- 
ändert  auf  seiner  Tagesbahn  seine  Hohe  am  raschesten  in  der  Nähe  des 
eisten  Vertikals,  in  der  Richtung  also,  die  am  weitesten  abliegt  vom 
Meridian};  aber  in  nicht  zn  geringet  He  he,  well  dort  der  Betrag  dcrEefrak- 
tion  zu  unsicher  wird. 

b)  Sonne.  Wenn  die  Sonne  benützt  wird  (wie  gewöhnlich  zur 
See,  weil  hier  die  Eimm  nur  schaif  sichtbar,  so  lange  die  Sonne  über  dem 
Horizont  ist;  aber  auch  zu  Land  am  bequemsten,  weil  bei  Tag),  so  ist  die 
Hehe  des  Sonnenrandes  in  der  Nähe  des  ersten  Vertikals  (aber  wegen  der 
Refraktion  doch  nicht  zn  nahe  am  Horizont)  zu  nehmen;  an  dieser  Hohe 
sind  sodann  die  Corr.  für  Befraktion,  Farallase  und  SonnenhaJbmesser  an- 
zubringen (zur  See  auch  noch  für  Kimmtiefe).  Ferner  muss  mau  wegen  der 
Veränderlichkeit  Ton  ö®  die  zu  bestimmende  Zeit  schon  genähert  kennen  oder 
vorläufig  (genähert)  berechnen,  um  ä^  interpoliren  zu  können  (vgl.  §  64,  8, 
§  65,  5;  über  die  Zeiten,  zu  denen  die  Sonne  in  den  ersten  Vertikal  kommt, 
s.  Aufg.  3ä,  daselbst).  Das  sich  ergebende  (®  ist  W.Z,,  woraas  also  darch 
die  Zeitgleichung  Z  die  M.Z.  zu  finden  ist, 

8)  Eurrespondit-eode  HJ!heii.  Wenn  q)  nur  genähert  bekannt  ist, 
das  beste  Mittel  die  Uhrzeit  zu  finden. 

a)  Sind  W]  und  «2  die  Angaben  einer  Sternuhr  für  die  Zeiten,  zu 
denen  ein  Stern  dieselbe  Höhe  östlich  und  westlich  »om  Meridian  erreicht, 
so  war  er  um  "' +  "^  Übr  im  Meridian,  woraus   sich  der  Fehler  im  Stand 

der  Uhr  ergiebt,  da  die  Sternzeit  der  obeni  Kulmination  (gleich  «)  bekannt  ist. 

b)  Benützt  man  die  Sonne  (und  Mittiere  Zeit-Uhr),  so  ist  eine  Ver- 
hesserung  am  Resultat  anzubringen,  die  sog.  Mittagsverbesserung, 
wählend  "l+J'z  (wekhe  Uhrangabe  also  nicht  ganz  dem  Meridianstand 
der  Sonne  [PI'^0]  entspricht)  der  anverbesserte  Mittag  heisst;  dieser 
hegt  (bei  pos   ip)  |         [  dem  wahren  Mittag,  wenn  Öjtj  {  ,    .       .[■      Die 

Deklm'ition  dei  '^onne  bei  der  Nachmittagsbeobachtung  ist  nämlich  nicht 
mehr  genau  dieselbe  wie  hei  der  Vormittagsbeohachtung,  so  dass  der 
gleichen  Höhe  nicht  mehr  genm  der  gleiche  Stundenwinkel  links  and 
recht»  vom  Mendian  entspricht  Ist  t  =  ^  (»j  —  »,)  die  halbe  Zwischenzeit 
der  5eohichtungen,(ji  die  (genah)  Polhßhe  und  A  ö  die  Änderung  von  ö® 
für  die  halbp  Zwischenzeit  f,  so  wird  (die  Ausrechnung  mag  hier  wegbleiben) 

die  Mi„.e.™b.,.e„..  =-(g-|?).^»  =  „(|-t-«). 
wenn  /i  die  stündliche  Änderung^  der  6(i,  (aas  dem  Jahrhach)  ist  und  t 
in  Stunden  genommen  wird, 

4>  Zelt  und  Folhühe  gleichzeitig:  s.  3,  6). 
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3)  Ucstim  uang  dei  geogrni  I  l«c]  en  Breite  (Pol 
IiShe). 

1)  Gestirn  I  Me  idian  I  t  ft  d  (b  ht  t  i  g  m  kl 
minationshöhe,  so  ist  j  u  n  tt  Iba  1  t  1  2  Zu  tte  S  505 
Die  Bestimmung  dePllih  tdtilmtd  Bt  uiffd  Orts 
des  Zenits  des  Be  b    M            d       St       d      tagl   h      Stnbli 

2)  Beide  Xnlm  nat  on  tiuhen  e  n     C  renn  pola    tern      E 

fti  und  fta  lii«  C^eri  ltfrt)HhdSt  Ibe  It 

Kulmination,  so  ist  f  =    (Ä   +  fi  )    W        t  üb     A    lüb  d     M       n 

zu  sagen?  (Tageszeit    ) 

S)  HShe  eine    6e  tf  ns  halb  d     K     d         [h  1  h  t 

nahe  lieim  MeridiaDi      Ifl7tundd       tfbk       t  w  wn 

Kunächsc  eine  belieb       Hhftg  ntqizb    tuntn  n 

Warom  nimmt  man  die  Höhe  h  im  lesten  möglichst  nahe  beim 
Meridian?  (Hier  ist  der  Einfluss  eine  be>t  mmten  Ze  tfehlers  anf  die  Höhe 
und  damit  auf  qo  am  kleinsten)  In  de  That  m  est  n  an  „Ciioum-Meridi an- 
höben' (Höhen  oder  Zenitdistanzei  so  ahe  be  m  Merdian,  dass  man  die 
,Eeduktion  auf  den  Meridian'  durch  Häl  eru  g  reol  nen  darf).  Die  eben 
angeschriebene  Gleichung  (1)  kann  so  gea ehr  eben  werden: 
(2)    sin.h=sinqiMnÖ+cos(pcosb(l-2si)fl]~cos(if-d)-^2cos(pcosösiifii.. 

Bezeichnet  man  nun  die  h,  ilminationshöhe  des  Sterns  mit  k',  so  ist 
fe'  =  900  —  ij)  -4-  S  =  900  —  (qj  —  ö),  also  sin  h'  =  cos(q<  —  S).  Das  gemessene 
ft  wird  von  dem  zu  berechnenden  ft'  um  so  weniger  sich  unterscheiden,  je 
kleiner  i  (+  links  oder  rechts  vom  Meridian)  ist.  Ist  h'  =  h  -h  x,  oder  also 

(8}  h^h'  —  se, 

so  ist,  wenn  x  genügend  klein  und  in  Halbmesserteilen  gedacht  ist, 
(4)    sinh=si¥ih'~cosh'.x=c03{tf-S)-cosh'.x=aos{q>-6)--sin{if-öj.a:. 

Setzt  man  (4)  in  (3)  ein,  so  findet  man: 
eos  (rji  —  3)  —  sin  (qj  —  ö) .  it:  =  cos  (gs  —  ö)  —  2  cos  ijj  eos  ö  SJ«2  |_ , 
oder  die  gesuchte  „Reduktion  einer  Hohe  nahe  beim  Meridian'    (Circum- 
meridianhöhe)  auf  den  Meridian,  wenn  man  statt  sirfi     noch  (  — ]    schreibt; 
eosq,  co,S    t2 

Db  d  1  ihtHlb  tl  dkftl  B 

t-1      =2/  w  lltGlhnglh  —^  t 


Ih     C    tfl       t     1 

it  b     1 

g       w         ra           B    f    nZ    t    kn 

im          d       n 

h  It        w  11 

4J  H  h       In 

P  1  te  n 

b  li  1  irer  b  kannte    Z  It 

hh^  t    P  1  t 

t    !     P  1     t 

f      1       h    b    m  P  1     1              t 
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und  als  Stern  II  Gi  selbst  in  kleinen  Fernröhren  schon  in  der  Dämmerung 
iichtbar)  Fällt  m^ii  von  dem  Punkt  S  der  Bahn ,  den  Ipr  Polaretem  znr 
Zeit  der  Beobichtung  einnimmt,  ein  aphiriaclieB  Lot  bQ  auf  den  Mendnn, 
bezeichnet  I'Q  (P  wie  immer  der  Pol  Z  das  Zenit)  mit  i  ZQ  mit  x  und 
das  Lot  8  Q  mit  «  so  ist  da  P  S  =  90»  —  6  und  der  Winkel  (  in  P  be 
bannt  lot  (t  aus  Sternzeit  der  Beobachtung  minui  «  les  Poiarsterns)  alles 
zn  berechnen  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  P6§  und  SQjC,  alte  auch 
qi  =  90"— (j  +  i)  zu  finden  Man  suche  für  diese  Autgabe  selbst  eine 
Nabernngaauflesnng  (möglich  weil  eben  die  Poldistanz  des  Polarsterns 
p  -  300  —  Ö  nur  i  1/4"  beträgt) 

5)  (Ircumpolar Sterne.  Smd  die  beiden  Höhen  hi  und  h^  beob 
achtet     die  ein  Stern  in  demselben  (belieb)   Azimut  erreicht     '.n  kann 

man  daraus  Breite  (und  Meridian)  bestimmen.  Ist  cosm  =  -  7, — =-^  ,  so 
wird  sinqi  =  sm{{h2-i-hi)  msm  (und  etga=  cos ^{h^-i-h{) ctg m). 

B)  Breite  und  Zelt  ans  zwei  Terscbledenen  Höhen  desselben 
Sterns.    Methode  Ton  Douwes.  '^i) 

Sind  zwei  Heben  ftj,  h^,  desselben  Sterns  gemessen  und  ist  die  genaue 
Zwischenzeit  1  —  t^  —  t-^  der  Beobachtungen  bekannt,  so  kann  man  ans  den 
Gleichungen 

(1)  sin  hi  =  sin<fsmÖ  +  eos<:i>  cos  6  cos  („ 

(2)  sinh3  =  smq>sinö  +  cos<fi  cos  S  cos  t^, 
(8)         (a  ^  f,  ^  T 

die  drei  Glosse  1  p   *i    t^  bestimmen     Diese  Aufgabe  wurde  früher  viel  zur 
=!ee   gel)riui,ht     ihrer   direkten    Auflösung   wird  hier   m  der  Eegel   eine 
nahuungsB  ise  Torgezugen    aus  den  oiigen  Gleichungen  tolgt 
^  ^      aift  Aj  —  sinh<t 

Nun  ist  (j.  aus  den  Beobachtungen  dei  Eichtung  und  beschwmdigkeit  ier 
Fahrt  mittelst  Konpass  und  Log  stets  anmhernd  bekannt  f,gegi3ste'' 
Breite)  man  kann  also  aus  (4)  einen  genäherten  TVert  von  *i  finden  Mit 
diesem  ertS.lt  man  ferner  aus  der  Gleichung  (1) 

5)  coslqi  — 6)  — smfii  +  2co*grco  isju^äf. 
Stimmt  la  aus  (5)  'ii  h  ^igebenle  f  mit  dem  angenonmenen  Oberem  so 
ist  dieses  riehtiR  wenn  nicht  o  ist  ier  Vercuch  zu  wiederholen  Es  sind 
Tafeln  vorhanden  die  die  Rechnung  erleichtern  sollen  In  Wirkl  chkeit 
muss  wegen  der  Bewegung  des  Schiffs  auch  noch  erst  die  aweite  Beobacht 
ung  auf  den  „Ort  der  ersten  reduziert'  werden 

7)  Weitere  Änfg'aben  über  Bestimmung  dei  P  Ih  he  a)  Aus  den 
gleichzeitigen  Höhen  h^  ftj  zweier  bteine  für  die  a  und  8  gegeben 
sind  9  zu  berechnen  Auflösung  durch  Benützung  der  Dreiecke  F\  % 
Z\  %  unl  ZJ  !i 

bl  Aus  dru  aut  e  ntdi  Seite    les  Meridiai     Siegel  de  1  H;hen  dea^flbcn 


y  Google 


532  §  Ö6.     Bestimmung  des  Meridians. 

Sterns  und  flen  Zwischenzeiten  der  Beobachtungen  die  Polhöhe  des  Be- 
obaohtutigsoits  (sowie  den  Stundenwinkel  der  ersten  Beobachtnog  und  die  ö 
des  Sterns)  z«  bestimmen. 

c)  Ana  drei  auf  einer  Seite  des  Meridians  liegenden  Hohen  desselben 
Sterns  nnd  den  Äzimut-Untersohieden  die  Polhöhe  des  Beobachtungsorts 
(sowie  das  Azimut  der  ersten  Beobachtung  und   die  ti  des  Sterns)  zu  be- 


d)  Drei  Sterne  Ton  gegebenen  «,  ö  werden  in  derselben,  nicht 
bekannten  Höhe  beobachtet  und  die  Zwischenzeiten  der  Beobachtungen  ge- 
raessen; an  bestimmen  die  PolhOiie  (sowie  Stnndenwinkel  und  Höhe). 

e)  Drei  Sterne  von  gegebenen  «,  ö  werden  in  derselben,  nicht  be- 
kannten Höhe  heohachtet  und  die  Unterschiede  der  Azimute  gemessen; 
es  soll  die  Polhöhe  bestimmt  werden. 

Die  Anzahl  solcher,  die  schönsten  Übungen  darbietenden  Aufgahen 
ist  fast  unbegrenzt  122). 

4)  Bestimmniig;  des  Meridians  (Azimntbestim- 
uinu£^).  Es  ist  im  Beobachtungspuukt  die  Eichtung  der  Nordsüdlinie 
zu  bestimmen  oder  der  Winkel,  den  eine  von  dem  Beobachtnngspunkt  aus- 
gehende terrestrische  Richtung  (Horizontalprojektion  der  Eichtung  nach  einem 
gegebenen  Zielpunkt)  mit  der  Nordsüdlinie  einschliesst. 

1)  Beobachtnng  der  Höhe  eines  Steros.  Nach  der  Gleichung 
siw  6  =  sinhdKCp  —  cos  k  cos  f  cos  a 
kann  man  hei  gegebenem  qj  durch  Messung  von  h  das  Azimut  «  bestimmen ; 
liest  man  also  bei  einer  Einstellung  des  Sterns  zugleich  den  Höhen-  und 
den  Horizontal^reis  ab,  so  kann  man  durch  Anlage  des  berechneten  a  an 
der  Bichtung  der  Zielung  die  des  Meridians  bestimmen.  —  Untersuchung  der 
günstigsten  Bedingungen.  Warum  ist  die  Nähe  des  Meridians  au  vermeiden? 
(A  ändert  sich  hier  sehr  langsam,  a  sehr  rasch). 

2)  Wenn  die  2eit  (und  damit  t)  bekaunt  ist,  so  erhält  man,  wenn 
man  noch  h  misst,  aus  (II,  2): 

smo  =  -    ----^- 

Warum  eignet  sich  am  besten  der  Polarstem?  (Bewegt  sich  sehr  langsam, 
ein  kleiner  Fehler  in  t  macht  in  a  selbst  dann  wenig  aus,  wenn  der  Polar- 
stern in  der  Nähe  der  Kulmination  ist). 

Über  gemessene  Höhen  eines  Circumpolarsterns  in  demselben  (belie- 
bigen) Azimut  s.  3.  5)). 

Man  braucht  aber,  wenn  man  die  Zeit  (und  damit  ()  hat, 
kein  h  mehr  zu  messen.  Die  Aufgahe  der  Azimutbestimmnng  einer 
terrestrischen  Eichtung  wird  vielmehr  gelöst  durch  Messung  des  Horizontal- 
winkels  zwischen  einem  Stern  und  dem  irdischen  Zielpunkt.  Durch  Division 
Ton  (in.,  2)  und  (III,  3)  wird  h  eliminiert  und  man  hat; 

cos  Ö  si»  wcost  —  sifi  d  cono)  tg  Seoscp 

ctg a  =  — .— '^'---^-^-^ y.  =  M« <j! eis (  -    \i„t      ■ 
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g  66.     Bostimmnng  des  Meridians.  533 

Am  besten  eignet  sich  der  Polarstern  (kleiner  Pehler  in  t  macht  in  a 
wenig  aua);  wenn  die  Zeit  [und  damit  t)  gTit  Ijestimmt  ist,  so  ist  die 
Stellung  des  Polarsterns  in  seiner  Bahn  ziemlich  gleich  giltig ,  selbst  ^e 
Zeiten  der  Kulmination  sind  brauchbar.  Immerhin  ist  zu  überlegen:  wann 
nnd  wo  Terändert  sich  das  Azimut  eines  Circnmpolarsterns  am 
langsamsten?  Es  ist  dies  der  Fall  in  der  sog.  Digression  {grßsst«n  Aus- 
weichung vom  Meridian),  das  Azimut  wird  hier  , stationär';  s.  die  folgende 
Nummer. 

8)  Beo)>aclitnng  dei  ^r&sBten  Digression  eines  Clrcnmpolar- 
st«ias.  So  heisst  also  die  Stellung  des  Sterne  östlich  nnd  we*!thch  vom 
Meridian,  bei  der  der  Vertikal  des  Sterns  den  vom  btprn  beschriebenen 
Paiallelkreis  berührt.  In  der  grösst^n  Digression  erreicht  das  Azimut  'icinen 
grflsbten  Wert  links  und  rechts  \om  Meridian  und  verändert  siih  sehr 
langsim  Für  Standenwinkel  (j ,  Höhe  hj  und  Azimnt  oj  dei  KTÖB3ti>n 
Digiession  bestehen  die  Gleichungen 

,        mi  w  .       ij/*      .      ,  , 'i       smifi  —  w)  cijsö 

•'"'''- «,e    ""'-TT'  °"'  "^        ii-^W^)     "'  =  ^Sii' 

Durch  die  letzte  dieser  Gleicl  ungen  erhält  man  aus  der  Beobachtung  einer 
D  gression  (bei  bekanntei  geographisoher  Breitel  o,  ui  d  damit  den  Meridian, 
anch  ohne  dass  n  an  he  Zeit  kennt  (der  Stern  i'it  zu  verfolgen  bis  zu  seiner 
grfBsten  An  weichung) 

Was  ist  das  grusste  Azimut  das  der  P  larstern  (i^  —  880  45'  oder 
y=  10  15)  links  und  recht  vom  Nordpunkt  des  Horizont';  in  dem  Beob- 
achtungsoit  mit  tp  =  4&e  47    erreicht  I 

4)  korrespondireude  H<then.    Die  bleichuig 
ÄiM  h^iind  ftn  cp -h  cos  6  coa  q  cos  t 
zeigt    das*  au  gleichen  Weiten  v 
unl  +f)  gleiche  Hihen  gehören 
in  i  8)  benützt  wurde 

Beobachtet  man  e  nei  Stern  m  derselhen  Höhe  (die  nicht  ge 
messen  zu  werdei  braucht)  zu  Ipiien  Seiten  dps  Meridians  und  sind  Äi 
iini  .^2  die  Ablesungen  am  Horizontalkrti    des  Th  odolits   s    entspncht  die 

Ableaut  g  —^ — -  dem  Meridian 

Benutzt  man  die  Sonne,  so  ist  wieder  noch  eine  \ eibosserung  an 
dem  vor  gen  Eesultat  mzubringen  wegen  der  Veranderl  chke  t  der  Ö®  (vgl. 

3  i)  die  sog  Meridianverbesserung  de  der  Ablesung  ^  ^--  ent- 
sprechende K  chtung  lie  -ist  der  ui  verbesserte  Meridian  Hat  die  Sonne 
bei  der  Vormittagsbeobachtui  g  die  Deklmatioi  ö  und  für  die  angenommene 
Höhe  h  das  Azimut  — o  so  n  rd  lie  Dekl  nation  der  Nachmittagsbeobacht- 
mg  (\  +  d)  ein  v,o  ^  ö  wenige  lis  eii  <'  bet  a;^t,  das  Azimut 
deser  Beobachtuig    n+l^a]     Es    st  ilso  (II   1| 
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sin (fi  '\-  /\ö)  ^  sink  sin  (p  —  cos  h  cos  (fi  cos  (a  +  A  a),        worans 

eos  li  cos  1^1  sin  A       cos(p  sin  t  ' 
wenn   (   den    Stundenwinkel   der   Sonne   bei    der  Beobaohtimg   bezeichnet 
f  =  "2      fl^  wenn  Mg  and  «i  d  e  Uhrangaben  für  beide  Beobaclitungen  sind; 
ob  der  Stand  der  Uhr  richtig  ist    ist  weder  gleich    Itig).     Die  Ablesung 
am  Horinontal kreis,  die  dem  Mpndian  8nts]r  cht  i'it 

2  a    -        a  2cos<fisint' 

Die  Breite  <f  braucht  man  wieder  nur  genähert  zu  kennen,  die  Zeit  gar 
nicht  (vielmehr  nur  die  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Beobachtungen). 
Wenn  .it  (Bogenseknnden)  wieder  die  stündliche  Änderung  von  ö®  ist  (an- 
gegeben im  Jabrbncb),  so  wird  ((  in  Stunden) 

die  Meridianverbessernng  = .      ■ 

5)  Bei^timiniing  der  geograpbisclien  Ijänge. 

Weitaus  die  schwierigste,  d.  h,  in  Ihren  Resultaten  unsicherste  Aufgabe. 
Es  ist  an  einem  Ort  anzugeben,  wie  viel  Uhr  es,  gleichzeitig  mit  einem 
bekannten  Augenblick  der  Ortszeit  dieses  Ortes,  im  NuUmeridian  (Greenwich) 
ist.  Zu  dieser  Ermittlung  des  Unterschieds  der  Ortszeiten  zweier  Meridiane 
kann  man  Erscheinungen  am  Himmel  verwenden,  die  für  alle  Orte  der 
Erde  gleichzeitig  eintreten,  [1)  Mondfinsternisse;  2)  Verfinster- 
ungen der  Jupitertrabanten]  oder  man  kann  kunstliche  Zeitsignale 
benutzen:  [3)  optische  Signale,  Pulverblitze,  Signale  mii  dem  Heliotrop; 
4)  elektrische  Zeitsignal  Übertragung  dnrrh  den  Telegraphen 
was  die  genauesten  Bestinmungen  liefert  diese  Bebtimmung  dei  Lan5,fn 
(Zeit-)  Unterschiede  allein  kann  sich  n  Beziehung  aif  benanigke  t  den 
Messungen  von  Zeit  Breite  Aziiaut  vergle  chen]  oder  endliol  5)  diiekte 
Übertragung  der  Zeit  von  einem  m  Länge  bekannten  Meridian  aus. 
durch  Chronometer  anwenden  die  nach  dem  Ort  dessen  Länge  zu  he 
stimmen  ist  transpnrtirt  wudcn  Endb  h  kann  mau  noch  die  nsche 
Bigenbewegung  eines  Himmelskörpers  ai  der  Sphäre  (der  STond  allein 
hat  hiezu  genügend  rasthe  Eigenbewegung  am  Himmel)  zur  Langenbeatimm 
ung  benutzen  [6)  Monddistanzen  (s  i)  7)  Bedeckung  von  Gestirnen 
durch  den  Moid  wozu  auoh  die  fälschlich  sogenannten  Sonnenfinsternisse 
f,ehOren  8j  Mondkulmmatimen  die  zuletzt  genannte  Methide  liefert 
gute  Resultate  bei  fe=ter  Aufstellung  eines  Instruments   ebenso  7) 

Von  ■illen  genannten  Methoden  sollen  im  Folgenden  nui  die  Mond 
distanzen  etwas  »ilautert  werden  weil  allein  diese  Methode  fast  jederzeit 
(auch  zur  &et  angewandt  weide i  kann  Sie  ist  deshalb  zur  See  neben  dei 
Chroi  ometerub ertragung  viel  im  Gehiau  h  In  Eolgc  der  Eigenbewegunj 
des  Mondes    \on  West  uler  ^ud    nach  LM  (Pin  si Icri scher  Umlaut  um  die 
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§  66.    Bestimmung  der  geograph.  Länge,  5g5 

Eddat        742MZ         ddMl  Bli  Wt 

hOtmLf  Tg      I2bl5wt     rttktj       ädm      hd 

pha      h      Ab  tfc  d    d     M    d  d  B  i     1  g    d      St 

dur  h    hm  th  h  Z    t    k    d  tw     /  B  g       k    d      Im     t 

mhJhlht  MZdEphmOtdg 

t        hDt        dMd  AllhUSt  ind 

Näh  ßh        a  dhUteWdLt  (  fiui         h 

dS  ghrt)  b         Mitm         un  mdOt 

bst       tMZd  OrtdD-t        dMd 

IhSt       (        mtlAbtdd        UMd       d  d        t 

dd         äbteS  dmtHlfdStt        d  dm 

SpgldPmlt  t)d        d  td  Dt  f 

d       E  dm  tt  Ip      kt     d    J    b  f    t  m  E    fl       d     P  f   U  d 

Pnilla  ka       m       dh        fhltilt       T-tm  wth 

Mittl       ZtdEphmftd  g  d       fdBdttl 

pkt      d      t       Dt  tpnht       dhtl      td      g       It      Zt 

t       h   d 

Um  d       E  d  kt  )  kö  htm  d     D  t 

Ib  t       h  d    Höh   d     Sr    des      d  d     I     b      t  t     G  st  best  mm 

fdhM         gib         Ph      gl3dZt[ldmttfflibd 
Ctjhbg  bkit  iL)Ad  m  (d 

1  TbltjG  t  htbltd  h 

b  ph  h    AI  t      1  J  d     M    d      tt  Ip      kt  dm  Stem    d 

d       ?  m  tt  Ip      kt       l  d        h     b         Höh      fti   de    Mondmittel 

pktJdS  mttipktawb  bite       td        dMd 

h  Ibm  d  m        d      T  f  1  g  b  g  t      1         b        ht  (b 

db  tdpllkthVdKdHlb  b 

lägjt  d  FldKfrkt        lUm  Mdd 

S  w  t   t    teh  t     t     D  t      dl  h  ttel 

dg  t        hDt         (i     i       1       E  f    kt        t  ttfl  d  d 

Hb     P     U  IKfkt  k     hd     mVtkli     Q-t 

dzw  d  tggtt(l§4]b        lldtb         gt 

d  t    [H  t  1  r      11         t       1     H  t  1  r   t    kt        tw    34 )  b 

dS         d  t  dlMi         dBbhtgt         tf 

d     S  hh       telt      1  m  E  d    tt  Ij     kt  1       Ati      ihar 

h  ül         EraMlkmtb  IHhpll 

h        hd  tepll        mBtht 

BhmdUthddAt  MidS 

d  ?      7     d         h       geoce  thHhdbdbt  t 

(1)        1=     hist  h«+     }        h^  d=s    h,^       hi+  0.}    coh,co  m 

d      h  El  m     t  h     g  bt 

(21  J^       '1+U=       ^  +       <^     +'    ) 

hieraus  ist  d'  zu  bestimmen.     Setzt  man 

(3j  2  n  =  hj  -i- h2 -h  d     ,     so  wird 
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5  67.    Auf-  und  Untergang  der  Steme.    Tilgbogen. 


(4)       sinß  ^  =  cosS  •  Ifi'i-Hft'j)  —  ^^^cösh  *""  "  "^"^  '•"  ~  ^^' 
Man  kann  diesen  Ausdruck  zur  Eechnang  bequemer  machen;  setzt  mf 


■n^p  = 


r    cos  Ä]  ( 


-d) 


sin  "2  =  cos  ?  (h'i  +  h'^)  cos  tp. 
1  dann  die  der  geocentrischen  Distanz  d'  entspreoliende  Qieenw. 
It  man  den  gesucliten  Zeitunterschied. 


§  67.    Auf-  und  Untergang  der  Sterne.    Tagbogen. 

1)  Morgen-  niid  Abendweite.   Tagbogeii.    In  Figur 
164  ist  BSDG  der  von  einem  Stern  S  beschriebene  Parallelkreis.    Steht  der 
I  ästlich    i 


]  Horizont  (d.  h,  ist  h  = 
Zeit.  Z. 


0),  und  z 


I  unter  I 
Der  Bogen  BI>  {gemessen 
durch  den  entsprechen  den  Winkel 
in  P)  ist  der  halbeTagbogan, 
Jj9o°-f  Ci>  der  halbe  Nachtbogen; 
der  Bogen  Su,Z>  des  Horizonts 
zwischen  Westpunkt  und  Unter- 
gangspunkt   ist    die    Abend- 
weite,  der  ebenso  grosse  Bogen 
__^         30--0  zwischenOstpunkt  undAulgangs- 

^       ^  punkt   die   Morgenweite   des 

Sterns.  Für  einen  Stern  auf  dem  Äquator  (8  —  0)  ist  Tagbögen  =Nachtbogen, 

Morgen-  und  Abendweite  =  0.    Bei  pos.  qi  liegen  für  Sterne  mit  { 

(Ni 
Morgen-  und  Abendweite  gegen  l        hin. 

1)  Ist  w  die  Morgen-  und  Abendweite,  so  ist  aus  dem  Dreieck 

(1)      sm«.. 
Ergiebt  sich  » 

(1')    („  Uo  ~^]^  -./m5^£iW±3] . 

\  ^1      r    f3"[450_i(q,_-ß)] 

Beispiele.  1)  GrössteMorgenweite  der  Sonne  ftlr  qp  =  480  47,0. 

Mit  ö  =  +  280  27',8  erhalt  man  w  =  +  37«  9' ,8  (d.  h.  vom  Ostpunkt  gegen 

N.  hin).    Für  diese  Breite  sind  also  am  längsten  Tag  die  Punkte  des  Sonnen- 


1  ungenau, 
tg  (450  —  ^ 


t>  findet  II 


t  negativer  spitzer  Winkel  ist. 
n  es  genau  aus 
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inf(,  in?s  n  d  bonnennnte  gan  (üb  r  N  ^en  sen  u  noch  105«  40'  von 
e  mndet  entlernt  d  e  estre  en  Punkte  des  Sonnena  fg'a  g  (und  Untergangs) 
m  Lanf  des  Jal  res  a  n  1  74»  21    von  e  nander  entte    t 

2)  Für  e  nen  ü  t  m  Nordpolarkre  s  geht  d  e  Sonne  n  der  Bommer- 
Eonner  vende  n  Nordpunkt  des  Hov  zontes  auf  und  nnter  (w  =  900) ,  d.  h. 
stre  ft  d    t  den  H     zont 

Fe     d  e  Az      ut    des  Aufffangspunkts  und  des  Ilntergangs- 
pnnkt    —  (90  -f-  V)  und  (QO  +  p)     e  halt  n  an       Utere  n  timniuug  mit 
<1)  aus  (II,  1)  mit  ft  =  0        sin  Ö  =  —cos(fcos  «o,        woraus 
,„,  sin  ö 

'''         ^*''<'  =  -^^- 

2)  Tagbogen.  Der  halbe  Tagbogen  t^  ist  der  Stunden- 
winkel des  üntergangspunkts.  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PBiD 
oder  aus  (IH,  1)  §  63  mit  ft  =  00    («  =  900)  erhält  man 

(3)         cos  t(,  =  —tg<ftg  8. 
Ergiebt  sich  (q  aus  cos  ungenau,  so  kann  man  es  genau  finden  aus 


Die  St-Z.  des  Auf-  und  Untergangs  des  Sterns  ist  dann 
(4)        0a  =  a—ta,         0„  =  a  +  io- 

Aus  Gleichung  (3)  folgt ,  dass  t^  =  90"  (Tagbogen  =  Nachtbogen), 
wenn  entweder  <p  —  00,  oder  0  =  0»  ist  (beliebiger  Stern  für  einen  Beohacht- 
nngsort  auf  dem  Äquator  oder  Stern  im  Äquator  für  beliebigen  Beobacht- 
ungsort). 

Ist  femer  (fi  pos.  und  S I  ^''^'  |  so  ist  ((,  { ^  1 900,  d.  h.  der  Tagbogen 

<  '\.  j  Naohthogen.    Damit  man  überhaupt  einen  Wert  von  t(,  erhalte,  muss 

absolut  tg<p  tgS<^\  sein,  d.  h.  Ö<900  — qo.  Man  kann  so  aus  der 
Gleichung  (3)  die  in  §  62,  nach  ä,  aufgestellten  Beziehungen  ablesen. 

Beispiele.  1)  Wie  lange  (M.Z.)  ist  in  Berlin  (qt  =  52»  30' 17")  der 
Stern  Aldebaran  {a  im  Stier)  über  dem  Horizont  und  was  sind  am  10.  Jan. 
1886  die  M.Z.  des  Auf- und  Untergangs  ?  (Scheinbarer  Ort  or  =  4' 29- 20',8 
ö  =  -1-  160  16'  30").  Es  wird  (o  -  H^o  32'  10"  =  7'  29-  28'.7  Sternzeit. 
Der  Stern  ist  also  14^  58"  57'  Sternzeit  =  14*  56"  30"  M.Z.  Ober  dem  Hori- 
zont; die  Stemzeit  des  Aufgangs  ist  =  23'59"52',1,  die  des  Untergangs 
=  U."  58-  49',5.  Ftlr  den  10.  Jan.  1885  war  femer  die  Sternzeit  im  mittlem 
Mittag  von  Berlin  ©q  =  10*  30"  32',6 ;  was  sind  demnach  die  mittlem  Zeiten 
des  Aufgangs  und  des  Untergangs? 

2)  In  welcher  geographischen  Breite  befindet  sich  ein  Beobachter, 
für  den  Aldebaian  («  =  4"  29"  20',8  ö  =  +  160  iß'  30")  um  1»  16"  30',a  M.Z. 
Bluter  untergeht  als  Eigel  (o!  =  b"  9"  2',1  ff  =  —  8»  20'  21")  ? 

Aus  den  zwei  Gleichungen 

cos  <o  =  —  '3  <p  *ff  ^      1"^      '^"^  *'o  —  —tgfts^ 

findet  sich  durch  Addition  und  Subtraktion 
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Hier  sind  Ö,  S'  und  (t'o  —  (q)  bekannt ,  denn  nach  (4)  ist  &,  =  a-h  t^, 
€)'„  =  «■  +  t'n,  somit  t'o  —  (^  =  (a  —  «')  —  (@„  —  @\).  Damit  sind  fo  and 
t'o  bestimmt  and  es  wird 

*S  ¥  ~  —  cos  tQ  ctg  S  =  —  cos  t'o  cig  ö'. 
Im  obigen  Beispiel  ist  die  Differenz    der  Untergangszeiten  =  1*  16'"4S',1 
8t.Z.,  woraas 

to  =  1090  28' 8",    Co  =  8002a'l"      und      <p  =  48047  0". 

2)  Beschlenni£ni>g  des  Anfgantcs,  TerzÜgernng 
des  Untergangs  eines  iSterns.  Das  Vorstellende  bezieht  sich 
auf  den  wahren  Aufgang  und  Untergang.  In  Folge  der  Refraktion  findet 
der  scheinbare  Aufgang  (Untergang)  statt,  wenn  der  Stern  nicht  im  Hori- 
zont, sondern  (bei  mittlerer  Eefraktion)  noch  (schon)  34'  unter  dem  Horizont 
sich  befindet  (ygl.  §  64,  2),  Die  in  Eolge  davon  eintretende  Veränderung 
am  Stunden  Winkel  des  Aufgangs  (Untergangs)  heisst  Beschleunigung 
des  Aufgangs  (Verzögerung  des  Untergangs). 

.      „,         ^      cos  n  — sin  m  sin  S  ,,  ,    ,      ,    (Subtraktion  von  li 

Aus  der  61.  cost  = —  —  folgt  durch  J,,..^.  ,         ) 

eosipcosÖ  \  Addition  zu  I         I 

(vgl.  §  63;  5,  1)  die  Gleichung: 

<"  «1  =  /^1^S?|^'  .«.  =  !(.  +  .  +  «)". 
FQt  den  wahren  Untergang  ist  Eq  =  DO",  wodurch  die  letzte  Gleichung  in  (3') 
übergeht,  für  den  scheinbaren  e  =  90iJ34  die  Differenz  (f  —  (o)  i^  dann 
die  Verzögerung  des  Untergangs  Diese  Diffeienz  kann  auch  sehr 
einfach,  ohne  die  angedeutete  Doppel  rech  nung,  mittels  dei  Differentialformel 
gefunden  werden,  die  schon  in  §  66,  2  2)  abgeleitet  worden  ist  I^t  A' 
eine  kleine  Änderung  der  Höhe  bei  beliebiger  Stellung  eines  Sterns  so  ist 
der  Zusammenhang  mit  dem  entsprechenden  l\  t  gegeben  durch  (vgl  daselbst) 


m       A<-„,„,^,- 

Hier  ist  ii< 

m  a  =  900  (Aufgang  und  Untergang)  also  die  Verzögerung  des 

Untergangs 

(Beschleunigung  des  Aufgangs)  gegeben  durcb 

(7j          ^  .               A^o 

wenn  A^o 

den  Einfluss  der  Eefraktion   am  Horizont  bedeutet.    Dieser  ist 

A'o-34' 

=  136%  somit 

(8)    A<i 

,  r™7eit,SPM-         ''''         -        -    -'"''-        -- 

cos<pcosOsmto      Ycos  (qt  +  Ö)  cos  (^ -  Ö) 

A 

k      g     D      h    1     P  f   kt             d       1 1          d     Z     t  les 

AI       S 

d  U  t    g                    St                 i    t         d             h  d     0  t, 

i               U 

g            dAbtt          l)DhmgdBhgdier 
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§  68.    Auf-  und  Untergang  der  Sonne.    Tagesdauer. 
Dämmerungen. 

1}  lEinlcituug.  Für  Sonne,  Mond  und  Planeten  verändern  sich 
ö  und  a  fortwährend  (am  raschesten  natflilicli  fQr  den  Mond);  man  sollte, 
um  die  Zeit  des  Untergangs  bestimmen  zu  können ,  diese  bereits  kennen, 
am  das  für  sie  gütige  6  zu  interpolieren.  Für  die  Sonne  und  die  Planeten 
sind  die  Veränderungen  der  Ö  Ton  Tag  zu  Tag  nicht  sehr  gross  (fflr  die 
Sonne  im  Maximum  [gegen  Ende  März  und  September]  33'  bis  24'),  so  dass 
es  genügt,  ö  für  eine  genäherte  Zeit  des  Untergangs  zu  bestimmen.  Für 
die  Sonne  ist  S  im  Nautischen  Oahrbucli  a.  s.  f.  für  jeden  mittlem  (und 
wahren)  Greenwioher  Mittag  Terzeiohnet,  ebenso  für  die  Planeten,  für  den 
Mond  von  3'  zu  3*.  Fflr  den  Mond  tomplizirt  sich  die  Berechnung  des 
Auf-  und  Untergangs  noch  durch  die  grosse  Parallaxe. 

3}  Sonnen -Auf-  nnd  Untergang'.  Tagesdaner. 
Von  besondrem  Interesse  ist  Auf-  und  Untergang  der  Sonne  wegen  der 
davon  abhängigen  Tagesdauer.  Die  Deklination  der  Sonne  nimmt  im 
Lauf  des  Jahres  alle  Weite  von  —«bis  -+- «  an  (ö=  —  e  am  21.  Dezbr., 
-l-e  am  21.  Juni,  00  um  den  21.  März  und  21.  Septbr.).  Die  Veränderung 
der  ö®  von  einem  Mittag  zum  andern  ist  ferner  nicht  stets  dieselbe  (vgl. 
§  64,  3);  in  den  Äquinoktien  beträgt  sie  23'  bis  24'  (s.  oben),  in  den  Sol- 
stitien  nur  Bruchteile  von  1'. 

Um  Auf-  und  Untergang  der  Sonne  für  einen  gegebenen  Ort  zu  be- 
rechnen, bestimmt  man  zunächst  nach  (3)  in  §  67  den  halben  Tagbogen 
mit  der  Deklination,  die  für  den  Mittag  des  Tages  angegeben  ist  und  erhält 
BO  eine  genäherte  Zeit  dos  Auf-  und  Untergangs  mit  dieser  interpolirt 
man  Ö®  für  den  Auf-  und  Untergang  d»r  feonne  und  kann  so  duich  eine 
zweite  definitive  Rechnung  die  genauen  Zeiten  finden   In  Folge  der  Deklinitions- 


änderung  sind  die  von  der  Sonnf 

zum  Untergang  zurückgelegten 

ht       ht  g               M    'd' 

Böge 
h 

ichen  Äulgang  und  Meridian  nnd  von  dort 

n  nicht  genau  gleich  und  die  &onne  er- 

g       te  H  h            d  m  fui  Pin  pot.    <^ 

iV?|  -^  ' 

1 

D  kl 

*       1 

^         ^*  1     Der  oft  be- 

d  t  d    u  t     h  d  d     V 

i      d     h   d      E    f  h      g  d 
[     A         b     g  S   530  5  1] 
b     F    h]  1    18  3  b                1 

l    H    h 
MEZ 
t     d      Ib 
bü       lim 

ttag 
ur     ht 
V 
f  b 

(  h   e   Eucksicht  auf 

Z    t- Verschiebungen 

t  ung,  d.  h.  nach  den 

1   g  wesenen  Ortszeiten 

/           M  tt  F  b       1  ,     „ 

f     Af    gN      mb    r     ^ 
m  tt  B  )        h  t    b           ht    1 
(vgl.  %  65,  3). 

Beispiele.     1)  Auf-   und 
daraus  Tagesdauer  für  Stuttg 

Das  Nautische  Jahrbuch  giebt 
folgende  Ö®  und  Z; 

hmtt  g 

1 

Unterg 
ait(():.= 
; fQr  den 

1 

ang   dt 

=  480  46' 
wahrei 

i'^'^^nalsdieVor- 
1  kurzer  i 
Z     tgleiehung  her 

ir   Sonne  (M.Z.)  und 
■,6)'  am  2.  Novbr.  1897. 
1  Greenwioher  Mittag 
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Auf-  und  Untergang  der  Sonne.    Ta^esdaucr. 


ÖS 

Z 

lS97Novl)r.l. 

-u^se'sr 

47",5 
46  ,9 

—16"  18 

,      2. 

-14  55  57 

-16    19 

,      3. 

-IS  U43 

-.16    19 

während  also  Z  zu  der  angegebenen  Zeit  fast  g'enan  konstant  ist,  ändert  sich 
ö®  um  ungelahr  47"  in  1*  Nun  Hegt  Stuttgart  0^,61  östl.  Ton  Green  wich, 
die  Üeklin. -Zahlen  im  wahren  Mittag  für  Stn  ttgart  sind  also  um  0,61 .  47" 
=  29"  zu  ändern  und  man  hat  für: 


Stuttgarter   Wahrer   Mittag, 


-140  36' 28" 
-14  55  28 
-15  14  13 


-  (j)  Ö  ;  9.4255 
tg  <f  j  0,0574 


-16~  18' 
-16  19 
-16    19     hoscyi  9.4829 


unten)  gieht  e 


e  Differenz  v 


,  nämüeh: 


Die  rechts  ToratehendeNäheningsrechnnng  fürfu,  mit  ß=  — W  55' 
liefert  den  Wert  {to}  =  72o  18' =  4»49-;  die  Sonne  geht  also  ungefähr 
4' 49"  vor  dem  wahren  Mittag  auf,  ebenso  viel  nach  dem  wahren  Mittag 
unter.  Diese  Angabe  dient  aber  nur  dazu,  ö®  für  den  Aufgang  und  für  den 
Untergang  schärfer  berechnen  zu  können : 

für  den  Aufgang  ist  Ö®  ^  —  140  55' 28" +  (4,81 .47)"  =  — 14051"  42" 
,  „  Untergang,  ö®  -  —  U  55  28  —  (4,81 . 47)"  =  — 14  59  14 
nnd  die  getrennte  definitive  Eechnung  für  Aufgang  und  Untergang  (s.  links 
I  *(,,„  =  720  33' ,2  =  4'  49'",5 
„=.720  12',5  =  4'48",8. 
Die  Sonne  (Mittelpunkt  der  @ 
ohne  ReliaJttion  a  )  geht  also  4*  4'^"  5 
■  dem  wahren  Mittag  auf  4'  48"  8 
naeh  dem  wahren  Mittag  unter  |so  dass 
e  Differenz  der  beiden  Tagbogen  Hälftfln 
ir  0"  7  beträgt)  ei  ist  alw  (b  oben  die  Z) 
Sonnenanfgang  um  -4*  49",5  W,  Z.  =  6  "14"  2  Morgens  bürgerl  Zeitzählung 
Sonnenuntergang  ,  +4^48'°,8W.Z,  =  4*32"  5  Abends  hurgerl  Zeitzahluug 
nnd  der  Nachmittag,  nach  M.Z.  gerechnet  i'ft  um  mehr  als  3J  Mnuten 
kürzer  als  der  Vormittag.  Die  Tagesdauer  betragt  9  btunden  ^83  Min 
Die  angegebenen  Auf-  und  Untergangs  Ze  ten  sind  M  Z  ull  man  MEZ 
(mitteleurop.  Zeit)  haben,  unsere  jetzige  gesetzliche  Uhrze  t  so  waren  die 
Zeiten  noch  um  die  für  Stuttgart  vorhandene  Verschiebung  der  MZ  auf 
M.-B.  Z.  zu  verändern;  diese  beträgt  (s,  §  65,  3.  S.  o20/d21,  Anm.)  2ö'',Z  nnd 
die  Antwort  für  diese  Zeit  würde  also  lauten: 

1897  j  Anfgang  der  Sonne  um  7'  17",5  Morgens  M.-E.  Z. 

2.  November  (bürgerlich)  [  Unterg.  „  ,  ,4'  55",8  Abends  M.-E.  Z. 
nnd  nach  dieser  Zeit  ist  in  Stuttgart  am  genannten  Tag  der  (Uhr-) Nach- 
mittag länger  als  der  Vormittag  um   IS  Min.    Die  Zeitverschiebung  von 


-tgä 

tg<f, 

Anfgang 
9.42  384 
0.05  742 

Untergang 
9.42  766 
0.05  742 

eosto 

9.48  126 
720  22',2 

9.48  508 
730  13',5 
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M.Z.  auf  MEZ  wirkt  iloo  xn  dieser  Jahieszeit  anagleichend  auf  die 
durch  die  MZ  (rter  W  Z  gegenübei)  »ernisa  hte  Un^leiohiieit  von  Tor 
and  Nachmittag  g'gen  Mitte  Februar  abpr  um  so  mehr  yei  stärkend 
Man  rtcline  für  yerscliiedenp  Jahrflsieiten  solche  B  lapiolo  iluroh 

Die  beiechneten  Zeiten  gelten  natürlich  tur  einen  Beobachter  dessen 
Ange  eich  in  der  Horizontebene  befindet  unl  für  das  Erscheinen  und 
Verschwinden  der  Sonne  uber  nnd  unter  die  ei  Ehene  Abgesehen  ist  dabei 
von  der  (übngens  nnr  "^  bptngpnden)  Parallaie  der  Sonne  abgesehen  ist 
aber  auch  von  wichtigem  Modifikationen  der  Tigeslaner  die  berechneten 
Zahlen  beziehen  Mch  auf  den  Sonnenmittelpunkt  und  nehmen  keine 
Bft  k      ht       f  d       F   t     kt  D     S  h     t  b        b 

Ut<^  hfildH  t        th  hd  hd        h 

HhOht(H  tbtrkt        niMttl>/        1        b       g  d 

twg  IS  dhm  )f-ntd  tt 

g  «^  g  1      1  t  te  S  trahl  (d        b        R     d         ht  d      M  tt  I 

pkt  h       d        tUbddhbdU       h  tstldV 

fnihgdAfg        dVg  d"" 

1       t        1    1  gv    k  g         )       3  1 

d       b      b      1     t       mm  h  b 

W  dTgd  hthAfdUt         g 

thb  11  ^ttts  dVdgdöbh 

If  dli,         htgtnnt       Imthfltplt       dbd 

6o        ech  d  lach  d    Ta^    d         =     i( )  t       (        ml 

bd  Tgd  lOthd  b  ähtT  lg 

g  1  fug 

Wt        ßpl  Dk  b  Af        lUtffg 

1       RU  k     1 1      f  1     T         lä 

2    H  b      .p      d  ^  d       11    \  h  t     t        181     d   1     i 

T      1    g       !    1     N    ht 

3)        1  d  t    d     W    t  (    f  b    I  t  gl     h        b 

tgggsetteÖQ  ste+(=24       Dl         d  Ih  t 

ggegttJht  dl  mm      =4  lg       b    h    pt 

n    h  Ib  1      Tags  die  Sonne  auf-  und  untergeht;   dies  i'-t  nicht  mehr  der 
F  11   w        qo><tU  — ö  ist 

41  A  welchem  Jahrestag  dauert  bei  gegeben-'r  Breite  ip  dtr  Tag  2  ig 
Stunden  ? 

Es  ist  tgSii,  —^-  eos  tn  ctg  (p.  Hier  muss  ahsol,  cos  fo  ctg  qi  ^tge  sein, 
da  +  e  >  ö®  >  —  «■    Aus  ö®  ergieht  sich  dann  das  Datum. 

5)  In  welcher  Breite  ist  bei  gegebener  ö®  die  Tagesdauer  itg 
Stunden?  —  Längster  Tag,  kürzester  Tag, 

6)  Südlich  von  meinem  Fenster  in  der  Entfernung  l  geht  genau  von 
0.  nach  W.  eine  Mauer,  die  meinen  Standpunkt  um  n  überragt.  Wann 
geht  fflr  mich  die  Sonne  auf  und  unter,  wenn  <fi  und  Ö®  gegeben  sind? 
Wie  wird  die  Auflösung,  wenn  die  Mauer  ein  andres  gegebenes  Azimut  hat? 
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3)  Tagverlängernng.  Der  Absatz  2,  bezieht  sich,  wie  da- 
selbst bereits  erwähnt  ist,  auf  Auf-  und  Untergang  des  Mittelpunkts  der 
Sonne.  Der  Tag  dauert  aber  so  lange,  als  sich  ein  Teil  der  Sonnenscheibe 
über  dem  Horizont  befindet;  der  scbeinbare  Halbmesser  der  Sonne,  der 
im  astroti.  Jahrbuch  angegeben  ist,  betiSgt  im  Mittel  16'.  Dazu  kommt 
aasserdem  als  noeh  wichtiger  die  Refraktion,  die  im  Horizont  bei  mitt- 
lem meteorologischen  Verhältnissen  34'  beträgt.  Der  Tag  endigt  also  erst, 
wenn  der  Mittelpnnkt  der  Sonne  sich  18'  -\-M'  ~  50'  nrtei  dem  Horizont 
befindet.  Es  ist  demnach  gemSss  (6)  in  §  67  mit  A  ^  =  50'  =  200'  und 
mit  Jt  =  900,  sine=:l  die 

jBesebl.  des  ©Aufgangs    I  _  200' 200- 

']  Verzog.    ,    ©Untergangs/       '^~ costpcos6sinf(,     y'eos((y+ö)Ms((p-ä) 

und  also  die 
(2)    ganze  Tagverlängerung  (in  Zeitsekunden) 

=  2    Ai  ■^»'  ^ -tW     _ 

Beispiele.  1)  Ist  ö  =  0  (Naohtgl.),  so  ist  die  halbe  Tagrerlänge- 
rung  ~  200     s«c  (p   lui  den  Pularkreia  also  z   B    9" 

2)  Fnr  ^  =  0  [Oit  iuf  dem  Aqiator)  ist  die  halbe  Tagverlär  geiun 
m  lenAjum  i"^  u  dei  ^olstitien  a"t  Vgl  auch  len  tolgendei  Ab 
schnitt  4| 

4J  Dninmei  ongen  Die  Atmospl  ire  bewirkt  au  'tei  lei  T^g 
Terl&ngerui  g  durch  Eefiiktion  nodi  die  Danmerung  ii  lem  iie  senkre  ht 
über  dem  Beobachtungsort  gelegenen  Teile  der  Atmosphäre  noch  (schon) 
voi  der  Sonne  beleichtet  werden  wenn  diese  für  den  Ort  selbst  schon 
(noch  licht)  nnter  (auf )  gegangen  ist  Da  die  Gleifbungen  für  Morgen 
und  Abenddämmerung  ganz  lieselben  sind  so  wird  im  folgpnden  nur  noch 
von  einer  (4bendD)  die  Reie  sein  Man  unterscheidet  zweierlei  Damme 
rungen 

Die  bUroreiliclie  UnuimeruDg  lat  die  Zeit  nach  Unterging  dpr  Sonne 
während  der  man  die  gewBhnhchen  Verrichtungen  (a  B  lesen  mittelgrosser 
Schuft)  n(ch  ohne  künstliche  Beleuchtung  ausfuhren  kann 

Die  aitronomisehe  DSmmeiiiiig  dauert  so  lange  bis  alle  Sterne  die 
Überl  aui  t  mit  blossem  Auge  gesehen  werden  können    aiuhtbar  geworden  sind 

Di.=  Ende  der  Dänmerangen  tritt  ein  wenn  1er  Mittelpunkt  der 
Sonne  e  ne  gewisse  Tiefe  unter  dem  Horizont  erreicht  hat  oder  in  den  sog 
Dämn  emngskreis  eingetreten  ist  Diese  Damm erungs kreise  sind  Honzontal 
krp  se  derei  Tiefe  erfahningsgemäss  für  die  bürgerl  D  etwa  bi/a"  f^^  die 
astron  D  16  (nach  Andern  IS")  unter  dem  Horizont  beträgt  Die  liefe 
der  Dänmerungskreise  wechselt  etwas  doch  soll  hier  an  den  angegebenen 
Zahlen  festgehalten  werden 

Den  Stundenwinkel  tj  des  Endes  der  Dämmerung  erhält  man  nach 
§  BS,  5,  1)  Gl,  (1)  und  (2)  aus 
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l  68.    DäTtiineTiiiigeii 


"  «      r       eoss.eo3ls  —  z,j    ' 


isei-^  _  


wo  s  r:^    '    Y  ""*■  ^1  =  960  30'  (bürgert.  D.)  oder   106»  (aetron.  D.) 

gesetzt  wird.    Die  Gleichung  (3)  kann  man  auch,  wenn  fe,  ( =  6ö  30'  oder  16») 

die  Tiefe  des  Dämmerungskreises  ist,  schreiten: 

(5)    »Jl. --"'•''■  ^  "''""'"  "^».-t. 5"-'-l-  ■ 

^  '  ^  eosq)eosö  '      eosipcos  6 

Ans  (4)  oder  (5)  erhält  man  die  Dauer  der  Dämmerang  t  durch  Subtraktion 

des  Stunden  winkeis  to  für  den   wahren  Untergang  des  Sonnenmittelpunkts 

nd  1     halb  n  Tagverlängetiing  {tgl.  S)  von  (j. 

Be  ap  ele:  1)  Für  einen  Ort  auf  dem  Äquator  (qp  =  00)  ist  das 
Mu  11  □  n  de  bürgerlichen  D.  (nach  Abzng  der  Tagverlängerung)  22",  das 
Mas     nn     8~  8. 

21  Für  den  Polarkreis  ist  die  Dauer  der  bilrgerl.  D.  in  den  Iquin.  hl", 

i)  In  welcher  Breite  ist  hei  gegebener  S®  die  Länge  des  Tags  mit 
E  n     hl      B  der  bürgerlichen  Dämmerung  ^  12"? 

Mit  i,  =  900  wird  aus  (5) 

0  =  cos  in 5   oder  ^—r  =  —tgqi  tn  S, 

"       cos  (peos  S  cos  (p  cos  6  j  i    j    < 

(6)  ^""P^-^- 

Für  den  kürzesten  Tag  der  Nordhalbkugel  (ö  ==  —  'i'äo  27',8)  wird  also  z.  B. 
if  =  160  31'. 

4)  In  welcher  Breite  dauert  die  Tag  Verlängerung  oder  die  D.  die 
ganze  Nacht  durch?  Im  Minimum  muss  hier  (j  =  1800  sein,  somit  ans  (5) 

l^tgy<g^+^^^^^^^.  woraus 
(7)         q}  -j-  fl  =  900  ^  ^^     wie  auch  unmittelbar  klar  ist. 
Für  die TagTerl.    W)rd(y  +  Ö=89oi0' i     woraus  bei  gegebenem  (p  die  ö^, 
„      „  bürgerl.  D.  ,    qD  +  ö=83  30  J      (Jahrestag)  und  nmgekohrt  sich 
,       ,  astronom.,    „    (p  +  ö  —  li,        ]  ergiebt. 

rar  den  längsten  Tag  i.  B.  (ö  =  +  23»  27')  wird :  für  Tag  Verlängerung 
.)j=65«43'.  für  die  bürgerliche  D.  i)i=6003',  fQi  die  astronom.  D.  i))=50083'. 
Für  Orte  zwischen  500  33'  und  6OO  3'  dauert  also  (immer  am  längsten 
Tag,  d.  h.  gegen  Ende  Juni)  die  astronomische,  für  Orte  zwischen  600  3' 
nnd  650  43'  ^e  bürgerliche  D&nimerung  die  ganze  Nacht,  und  für  Orte 
nördlich  von  650  43'  geht  die  Sonne  überhaupt  nicht  unter. 

Ferner  danert  z.  B.  in  550  o'  Br.  die  astconom.  D.  die  ganze  Nacht 
Tom  15.  Mai  bis  38.  Juli,  in  62«  0'  Br.  die  börgerl.  D.  vom  28.  Mai  bis 
15.  Juli,  in  660  o'  Br.  die  Tagverlängerung  vom  12.  bis  30.  Juni. 

Nordpol.  Der  wahre  Untergang  des  Sonnenmittelpnnkts  findet 
statt  fßr  8  =  0  (Herbst-Äquin.) ;  der  obere  Sonnenrand  verschwindet  aber 
erst,  wenn  0=^—50'  ist,   d.  h.   die  Tag  Verlängerung  dauert  etwas  über 
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544      §  68-    Kürzeste  Tagrerlängerung.    Eörzeste  Dämmerungen. 

2  Tage.  Die  bürgerl.  D.  endigi;  mit  ö  =:  —  6»  30'  (9.  oder  10.  Okt.),  d.  h. 
sie  dauert  etwa  15  Tage,  die  astronomisclie  mit  ö  —  —  16*i  (5.  oder  6.  Nov.), 
Dauer  etwa  ii  Tage;  dann  erst  ist  es  völlig  Nacht.  Die  Bstron.  ,Morgen'-D. 
beginnt  wieder ,  wenn  S  —  — 16"  geworden  ist  (4.  oder  5.  Febr.) ,  die  bür- 
gerliche mit  ö  =  —  60  30'  (3.  oder  4.  März) ,  und  mit  ß  =  —  50'  (18.  oder 
19.  März)  findet  der  scheinbare  Aufgang  des  obere  Sonnenrandes  statt,  zwei 
Tage  vor  dem  wahren  Eintritt  des  Sonnenmittelpnnkts  in  den  Horizont.  ^ 
Man  diskutiere  die  Erscheinungen  auch  für  830  30-,  82»,  740  Breite. 

5)  In  gegebener  Breite  findet  der  grösste  Wert  yon  i  zugleich  mit 
dem  grOssten  Wert  yon  tf,,  d.  h.  am  längsten  Tag  des  Ortes  statt;  Über 
den  kleinsten  Wert  von  t  vgl.  den  folgenden  Abschnitt  5). 

5)  Kfirzeste  TagTerläiigerang  und  kürzeste 
D  {immer nngen.  Eliiuinirt  man  (q  aus  aos  io  =  —  tgiftgö  und  aus 
aos  tj    oder    cos  (ta  +  t)  =  —tgqitgS  —  ^     J^  ^  [vgl,   (5)] ,   so   erhält 

man  eine  in  sin  ö  quadratisclie  Gleicbnug ,  ans  der  man  im  allgemeinen 
zwei  Werte  von  ö  und  damit  vier  Jahrestage  erhält,  an  denen  bei  ge- 
gebenem (p  die  Dämmerung  eine  gegebene  Zeit  -r  dauert.  Man 
kann  mittelst  dieser  Gleichung  auch  die  Aufgabe  der  kältesten  Dämmerung 
losen,  nämlich : 

Man  sucht  für  ein  gegebenes  qj  den  Wert  von  ö  (und  damit 
den  Tag  im  Jahr),  für  die  die  Tagverlängerung  oder  die  Däm- 
merung ihre  kleinsten  Werte  erreichen.  Eine  einfachere  Auf lösung 
dieser  Aufgabe  ist  folgende  i^).  Aus  der  Gleichung  (4)  in  §  66,  2,  2  (vgl. 
auch  §  67,  Gl.  (6)),  ergiebt  sich,  dass  das  Terbältnis  ^  =  a)sq)QOs     smt^ 

=       qi    ■  ■  te    W    t        ■  ht  mit      =  900    d   h   (  gl   §  66 

ü)  t  dt  Hhm  htmt 

V     t  k  1  (       US       t  t      tu  1  h    d       d     P  rall  Ik        d      bt         ä 

be  h    pt     h     a  t  d  ht  d     E  11     t  1    tet  d        1     A 

gb?)F  drtlSt  Hhm  Pkte 

P  rall  Ik  1  "i     tiltl         m         t       Vtkljmtrhlg 

gib         hDktma        llglhlgBgd         mSt       b 
h     b         P     11  Ik  1  gl     b      Z  t       1     hlä  ft  d 

Hb        fdmmmt  1        d       ymt      h      mSbntt 

p    kt  d      f  rall  Ikr         m  t  1  m       t     V    t  kaJ  1   <^ 

N  tihtdM  mdTgvlg        gdDä  g 

dkÜsteZt  dd-^  IB  hH  td 

Dam  k        d     hl    ft     d         B  1    d       V     teh    d 

m       tVtklllbtwd         D  flgth       d       (i      v      ¥} 

diö         gti  m         diAbdtdS  g         &ttdh 

ligm         DAVdtd  dbAtebra 

wahren  Untergang  des  Sonnenmittelpunkts ,     d      b      1      T   f    7     d 
Punkts  [900  _  wj)  und  {90«  +  hji)  sind,  so  h  t  1    b   d     Gl     h     g 
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g  (58.     Ilühe  der  Atmospliär 


sind  =  ~  cos <)} sin v)i    und    .sim 
Durch  Elimination  von  Wj  erhält  ii 


■WW). 


(S)  Sintis— sinqi  ig -^  (wo  Ai  =  0050'  für  die  Tagterlängerung, 
6"  30'  oder  16'  füY  die  Dämmerung  ist),  woraus  ö®  und  damit  die  Jahres- 
tage zu  bestimmen  sind. 

Ist  ferner  rg  die  Dauer  der  kürzesten  Tagverläiigerung  oder  Dämmer- 
ung,  so  wird 

(9)        sin^-  =  dn''jse<:.f- 

Beispiele:  1)  ^  =  48147';  ft,  =  50'  giebt  ff 
kürzeste  Tagverlängerung  (=  5-",l)  am  19.  März  nnd  23.  Sept.;  hi=mZJ 
gieljt  ö  =  --  20  26' ,9 ,  d.  h.  kürzeste  börgerL  Dämmerung  (=  39°*,5)  am 
13./14.  Min  nnd  28./29.  Sept. ;  fti  =  I6<*  giebt  ö  =  —  60  4M ,  d.  h.  kür- 
zeste astronomische  Dämmerung  {—  1*37™,6)  am  4./5.  Stärz  nnd  8./9.  Oktbr. 

'■)       ■  ..  «.■■    ]■    (bürgerl. 

iiii  n„,        !S0  ist  fiir  diel     , 

I  qs  =  82'>        1  I  astronom. 


2)  Ist 


[  Dämmerung  - 


(1.  h,  ■ 


=  m\ 


Ö)  UShe  der  Atmosphäre.  Aus  der  in  4,  gemachten  An- 
gabe, dass  bei  einer  Tiefe  der  Sonne  von  16f  unter  dem  Horizont  jede  Spur 
7on  zuißckgeworfenem  Licht  erlischt,  soll  die  Höhe  der  Atmosphäre  be- 
rechnet werden. 

Wenn  r  der  Erdhalbraesser  und  Ä|  die  Tiefe  des  Dämmerangskreises 
/ (1  —  oos i h{)      „    sm^^hi 
eosih^       " 
fti  =  16»  wird  diese  Höhe  ^  etwa  71  km. 

Dies  bezieht  sich  allerdings  nur  auf  den  Teil  der  & 
merkliches  Liehtbreohungsvermögen  zeigt;   in    grosser  Verdönnung  ist  die 
Atmosphäre  jedenfalls  weit  hoher  (Aufleuchten  von  Sternschnuppen  u.  s.  f.). 


e  gesuchte  HChe 


\-'.Mitr  =  6370km, 
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i)  Die  beqneme  franzeaische  Unterscheidung'  des  Grads  und  des  Meu- 
grads  als  „degrö"  =  -J'  und  als  „grade"  =  ^-j^-'  ist  Ton  Einzelnen  geradezu, 
ins  Deutsche  übernommen  worden.  Meiner  Ansicht  nach  verdienen  Grad 
und  Neugrad  den  Vorzug,  so  viel  sieh  auch  gegen  das  zweite  Wort  einwenden 
Ifisst.  Eine  sprachliche  Unteraöheidung  beider  Dinge  muss  man  jedenfoUs 
haben  und  ebenso  auch  eine  Unterscheidung  in  den  Bezeichnungen  für  o ' " 
und  ^'  ".  Von  vielen  Seiten  ist  zwar  vorgeschlagen  vrorden,  die  alten  Be- 
zeichnungen 0  '  "  auch  ganz  ebenso  für  die  „neue"  Teilung  zu  verwenden; 
dies  geht  aber  so  lange  unbedingt  nicht  an,  als  überhaupt  noch  von  alter 
Teilung  die  Bede  ist.  Und  nenn  dies  einmal  nicht  mehr  der  Fall  sein 
sollte,  so  wäre  es  besser,  als  Einheit  nicht  jrj  des  Quadranten ,  sondern  1  s 
selbst  zu  nehmen,  wie  es  schon  vielfach  geschehen  iet  fLaplace  und  nach 
seinem  Voi^ang  in  Deutsehland  von  Ideler  [vgl.  u.  a.  die  deutsche  Bearbeitung 
VOE  Laormx'  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  2.  Aufl.,  Berlin  1882])  und  ge- 
schieht (vgl.  z.  B.  die  Tafelsanamlung  von  Hoüel,  Erecueil  de  formules  et  de 
tttbles  num^tiquea,  Paris  1866).  —  Was  den  vollen  Winkel  als  Einheit  des 
Winkelmasses  betrifft,  so  ist  im  Teit  schon  das  Nötige  angedeutet.  Es  ist 
zuaageben  [Bouq'uet  de  la  Grye,  Döcimalisation  du  Tetops  et  de  la  Circon- 
ffirence,  Paris  1898,  S.  4),  dass  es,  ,wenn  man  als  Zeiteinheit  den  Tag  nimmt, 
logisch  ist,  als  Winkeleinheit  den  vollen  Winkel  au  nehmen.  Der  rechte 
Winkel  ist  nur  aus  geometrischen  Gründen  als  Einheit  angenommen  worden, 
die  nicht  hätten  ins  Spiel  zu  kommen  brauchen;  er  ist  nur  eine  Etappe  in 
der  Bewegung  einer  Geraden,  die'  (in  der  Ebene)  „um  einen  ihrer  Punkte 
gedreht  wird";  es  fragt  sich  nur,  ob  diese  geometrischen  Gründe  dem 
angegebenen  mechanischen  gegenüber  (dessen  Wichtigkeit  bei  der  Er- 
weiterung des  Winkelbegriffs  vom  spitzen  aus  über  den  stumpfen  hinaus  nicht 
zu  leugnen  ist)  nicht  doch  mächtig  genug  sind,  den  rechten  Winkel  und 
nicht  den  vollen  als  die  richtige  Winkelmaaseinlieit  erseheinen  zu  lassen. 
Vgl,  im  übrigen  auch  die  Bestrebungen  taii  I}e  S.ey  Pailhade  in  zahlreichen 
Vorträgen  und  Schriften,  von  de  Sarrmiiton  (L'Heure  däcimale  et  la  division 
de  la  Circonferencel,  das  Tafelwerk  von  Mettdinäbal  y  Tmibmrel,  die  Bemer- 
kungen von  Soppe  m  Archiv  (QruneH)  (2),  15.  Bd.  Lit.-Ber.  LX,  S.  49, 
u.  s.  f.  —  Der  alte  Versuch  (S.  Stevin,  femer  Briggs  -  Gellibrand  in  der 
Trigonometria  biitannica,  Gouda  1633,  u,  s.  f.),  den  alten  Grad  f»)  beizu- 
behalten und  ihn  dezimal  zu  teilen,  (wie  man  es  nach  Bedarf  von  der  "  aus 
macht  und  stets  gemacht  hat),  taucht  immer  wieder  auf  (so  z.  B.  neuerdings 
bei  Ticke's  Tachjmetereinricntungen  in  Österreich),  ist  aber  aussichtslos, 
wenn  auch  allerdings  so  ein  Teil  der  Vorzüge  der  Dezimalteilung  der  Winkel 
m  erlangen  wä,re.  Der  Versuch,  das  Areus-M&as  bei  allen  Winkelangaben 
allein  zu  gebrauchen,  ist  ebenso  aussichtslos  mit  Eöcksdcht  auf  die  Bedürf- 
nisse der  Zahlentafeln  und  der  geteilten  Kreise,  die  nnbedingt  für  den  rechten 
(und  den  vollen)  Winkel  eine  runde  Zahl  verlangen. —  Über  die  Beaeichnungen, 
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für  die  die  Notwendigkeit  einer  Unteischeidung  nochmals  hervorgehoben  sei 
(—denn  soll  man  in  der  That  z.B.  tg(4ö''-hX)  in  iiener  Teilung,  vielleicht 
onmittelbar  neben  dem  vorigen  Ausdruck,  als  tg  (50"  +  X)  schreiben,  oder 
etwa  als  tg(500  N.  T. +  (p),  während  doch  ijr(5{>'  +  i)))  viel  einfacher  ist? 
Besser  wfire  immer  noch,  wenn  man  nicht  das  Arcus-tiass,  also  hier  — , 
verwenden  will,  für  beide  gemein gchaftlich  tg  {0'',5 -\- <f)  zu  schreiben  — ) 
ist  etwa  noch  zu  bemerken,  daas  der  Gebranch  von  "  keineswegs  so  allgemein 
und  alt  ist,  wie  meist  angenommen  wird.  Die  Pranaosen  schrieben  am  Ende 
des  vorigen  Jahrhunäerts  vielfach  ''  (degrö)  statt  ",  eben  mit  veranlasst  durch 
die  Notwendigkeit  der  Unterscheidang  zwischen  ^  und  ü;  dafUr  freilich  auch 
Boscovich  froher  '  nnd  "  für  '  "  der  alten  Teilnng;  u.  s.  w. 

2)  Dieses  Zeichen  deutet  durch  den  gewählten  Buchataben  an,  dasa  es 
ausdrücken  soll:  Centriwinkel,  dessen  Bogenlänge  gleich  der  Halhmesserlälnge 
ist,  oder,  wie  man  auch  in  s^en  pflegt  {aber  Ausdrucksweise!):  Länge  des 
Halbmessers  in  0,  oder  in '  oder  in  ".  Die  Franzosen  hatten  dafür  vielfach 
{z.  B.  Legendre)  einfach  ebenfalls  ß,  Hansen  r,  die  Bezeichnung  des  Halb- 
messers selbst,  was  aber  bei  Kreisrechnungen  u.  s.  f,  nicht  mehr  angeht; 
noch  heute  kommt  dies  vor  (vgl.  z.  B.  Läskas  Formelsammlung,  Braun- 
schweig  1888—1894,  BO,  R',  E").    C.  F.  Gtmss  hat  q  benutzt,  damit  aber 

meist  nicht  unser  p    =    ■  ■-  ■■■  - ,  sondern  bezeichnet.    Vgl.    auch 

V.  Münchow»  Trigonometrie  (Bonn  1826.  8.  34—37,  Winkel-  nnd  Bogen- 
messungi  Bezeichnung  er.  Dieses  kleine  Buch  hat  grosse  Verdienste  um 
schärfere  Auffassung  der  trigonometrischen  Definitionen  und  Sätze  in  Deutsch- 
land gehabt).  An  der  Stuttgarter  Polytechnischen  Schule  hat  Pros«  die 
Bezeichnung  p  in  der  Bedeutung  des  Textes  eingeführt,  in  seinen  Schriften 
über  Trigonometrie  und  Praktische  Geometrie  aber  allerdings  nicht  konse- 
quent fesi^ehalten  i  dies  ist  erst  später  von  Savr  geschehen.  Seusehle 
(sen.)  benützt  iu  seiner  IVigonometrie  (Stuttgart  187S)  ebenfalls  p  konsec[uent 
im  Sinn  des  Testes,  vgl.  z.  B.  bei  kleinen  Winkeln  S.  51/52  u.  s.  f.  Der  in 
Deutschland  jetat  ganz  allgemein  gewordene  Gebraoch  der  Bezeichniing  p  der 
Reduktion skonstanten  von  Grad-  auf  ^rcHs-Mass  und  umgekehrt  ist  wesent- 
lich mit  auf  die  5-stellige  Logarithmentafel  von  F.  G.  Gauss  zurückzuführen 
(1870  iu  erster  Auflage). 

3)  Zu  den  Abkürzungen  für  die  Bezeichnung  der  gonlometi'ischen 
Punktionen  ist  noch  daran  zu  erinnern ,  dass  in  der  Schreibweise  bis  jetzt 
immer  noch  keine  vollständige  Übereinsrimmimg  herrscht;  es  tauchen  des- 
halb auch  immer  wieder  neue  Vorschläge  auf.  Z.  B.  fand  B.  Wolf  in 
seiner  Astronomie  (2  Bände,  Zürich  1890—93)  die  Bezeichnung  durch  drei 
Buchstaben  immer  noch  zu  umständlich  und  hat  deshalb  „nach  reiflicher 
Überlegung"  für  sin,  cos,  fang  oder  tan,  ctg,  see  und  cosee  oder  cae 
die  Bezeichnungen  Si,  Co,  Tg,  Ct,  Sc  und  Cs,  gewählt,  die  gewiss  schon 
wegen  Co  —  Cosimw  oder  CoUrngensl  nicht  annehmbar  erscheinen.  —  Auf 
Sonderbarkeiten  einzugehen,  wie  man  sie  gelegentlich  trifft,  z.  B.  leosin 
für  cos,  ist  aberflOssig. 

Zu  dem  alten  im  Text  schon  gestreiften  Streit,  ob  man  sirfi(fi  oder 
sinqß  für  (siMqj)^  schreiben  soll,  wenn  man  die  Klammer  weglassen  will, 
möchte  ich  nur  noch  anf  die  Anmerkungen  der  deutschen  Ausgabe  der  beiden 
AbhandlaDgen  von  Etiler  über  sphärische  Trigonometrie  {OstwaldE  Klassiker 
Hr.  73,  Leipzig  1396,  S.  61/62)  verweisen,  weil  sie  mir  abermals  den  Tadel 
von  Herrn  Gantor  zugezogen  haben.  So  lange  aber  lag  «3  miadestens 
ebensogut  den  Logarithmus  von  x^  als  das  Quadrat  dea  Logarithmus  von  x 
bedeutet,  so  dass  meines  Wissens  Niemand  logx^  für  ijogx)'^,  wohl  aber 
Jedermann  fSr  log  (a^S)  schreibt,  so  lange  wird  man  auch,  wenn  die  Klammer 
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wegbleiben  soll  (—  und  darum  handelt  es  sich  ja,  denn  die  Räekkehr  zu 
(swi  (p)^.  wie  a.  B.  SohnerAe'rger,  der  in  der  Abhandlung  ,De  computandis", 
1826,  dann  die  Gauss scits  Schreibweise  annahm,  in  seiner  , Anleitung  zur 
geogr.  Ortsbestimmung ",  1795,  noch  konsequent  schrieb,  ist  kaum  möglich  — ) 
unter  sinx^  den  Sinus  von  «s  verstehen  dörfen  nnd  demnach,  um  (sinx)^ 
ohne  Klammer  zu  schreiben,  sich  des  Ausdrucks  sira^  a;  bedienen  können.  Eine 
Gefahr  der  Verwechslang  mit  sin  (sinx)  liegt  nicht  vor,  weil  der  zolotzt 
genannte  Ausdruck  nie  vorkommt.  Ich  glaube  deshalb  immer  noch,  dass  man 
im  Recht  war,  hier  vor  allem  anoh  das  praktische  Bedürfnis  mitsprechen  zu. 
lassen:  in  der  elementaren  und  in  der  praktischen  Trigonometrie  hat  man 
stets  mit  dem  Gradmase,  nicht  mit  dem  Jrcus-Mass  der  Winkel  zu  thun. 
AuadrOcke  wie  sin  17",  (((35*40'  40"  mftsseu  gelegentlich  geschrieben  werden; 
wenn  man  nun  hier  das  Quadrat  solcher  Zahlen  schreiben  soll,  so  ist  die 
„französische"  Schreibweise  der  „deutschen"  doch  vorzaaiehen.  Gauss  selbst, 
auf  dessen  Autorität  hin  Einzelne  in  Deutschland  noch  diese  Schreibweise 
beibehalten  wissen  wollen,  henCtzt  bekanntlich  in  der  Regel  selbst  bei  rein 
analytischen  Untersnchangen  das  Gradmass,  nicht  das  Arcus-Mass,  36CW  statt 
3  TT,  es  heisst  in  den  Disqu.  arithm.  g  354  k.  B.  i;o(iAs60*>,  aieht  cos^; 
wenn  man  das  Quadrat  davon  schreiben  will,  ist  nicht  eos^  rs  360(i  dem  Aus- 
druck «OS  ij  360^2  vorzuziehen?  Oder  wird  man  mit  Bessel  eos(c  — 450)8 
schreiben  wollen?  In  Deutschland  ist  bekanntlich  später  besonders  Gra- 
Kerf  für  die  deutsche  Schreibweise  eingetreten;  wenn  er  aber  (Vorrede  zur 
Trigonometrie,  Leipzig  1837)  sagt,  dass  sin  (ly  +  1/))"+'  beim  Schreiben 
und  im  Druck  doch  gefälliger  sich  ausnehme  als  sin'''+'  (qo  +  ifi),  so  wird 
man  diesen  Grund  kaum  gelten  lassen  wollen.  Was  sieht  z.  B.  besser  aus 
und  was  ist  deutlicher:  tg  ff/gS  und  fg  al^^  (Zeitschrift  für  Math,  und  Physik, 

SMimileh  und  Co«*«-,  1889,  S.  176)  oder  t^  Z  und  (9^-^?  Das  englisch» 
t<m-'x  far  aretgx,  das  in  Deutschland  noch  in  letzter  Zeit  einmal  belobt 
worden  ist,  wird  bekanntlich  jetzt  allgemein  autgegeben,  weil  die  Verwechs- 
lung mit  T doch  zu  nahe  liegt.    Wenn  es  wirklich  so  ununigänglich  wäre, 

das  Funkiäonsseiehen  und  das  Argument  niemals  durch  ein  andres  Zeichen 
zu  trennen,  so  müsste  man  wohl  auch  mit  Mack  (Goniometrie  und  Trigono- 
metrie, Stuttgart,  1860)  tfl(3a)  schreiben,  weil  bei  ig3«  die  Möglichkeit 
der  Verwechsdung  mit  atgZ  vorliegen -könnte.  Übrigens  schreibt  auch  Mach 
sin^  (p,  wie  es  in  Süddeutsch land  fast  stets  üblich  war. 

■*)  Dieser  einfache  Kunstgriff,  der  die  ganze  Zusammenstellung  über- 
flüssig macht  (weil  sie  auf  einen  Schlag  zu  merken  ist),  stammt  von  Prof. 
Renschle  (jun.)  in  Stuttgart  her, 

^)  Seit  Euler,  dem  Schöpfer  der  heutigen  Trigonometrie  (und  zwar 
nicht  nur  der  trigonometrischen  Pnnktionen  im  heutigen  Sinn,  sondern  auch 
der  jetzigen  Auflösungsformen  der  ebenen  und  sphärischen  DreiecksauE- 
gaben),  muss  es  als  selbstverständlich  gelten,  dass  man  die  gonioraetri- 
schen  Funktionen  eines  Winkels  von  Anfang  an,  selbst  für  die  elementarste 
Unterrichtsstufe,  als  reine  Zahlen,  VerhMtniszahlen ,  einführt,  nicht  als 
Strecken,  wie  es,  der  rein  geometrischen  Vor- Buierschen  Trigonometrie 
entsprechend ,  z.  T.  bis  in  unsere  Zeit  herein  geschieht.  Man  sollte  nur 
ganz  nebenbei  die  goniometrischen  Zahlen  auch  als  Strecken  zeigen  (z.  B. 
um  die  Namen  Tangens  u.  s.  f.  zu  erklären)  und  den  Ausdruck  „gonio- 
metrisohe  Linien'  oder  „trigonometrische  Strecken',  der  sich  in  Lehrbüchern 
und  Tafelsammlungen  z.  T.  bis  jetzt  erhalten  hat,  ganz  vermeiden;  spielt 
doch  selbst  der  „Sinus  Mus'  (in  alten,  sexagesimal  eingerichteten  Tafeln 
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oft  :=  60  000  u.  s.  f.,  später  =  100  000  u.  s.  f..  in  jedem  Fall  eben  Halb- 
meseerlänge  in  dem  Mass,  in  dem  die  Längen  der  „trigonometrischen  Linien' 
angegeben  werden)  oft  bis  heute  eine  Bolle.  Vg'l.  darüber  n.  a.  auch 
Haentzsdhel,  Über  die  verschiedenen  Grundlegungen  in  der  Trigonometrie, 
Leipzig,  Dürr  1897. 

ß)  Man  hat  zwar  neuerdings  in  einigen  Tafelsammlungen  versucht, 
die  sog.  Antilogaiithmen  wieder  einzuführen,  z.  B.  in  der  vierstelligen 
Log.-Tafel  von  Hex  (Stuttgart  1885)  wenigstens  für  die  Zahlenlogarithmen ; 
anch  für  die  trigonometrischen  Zahlen  z.  B.  bei  Schubert,  Fönfstelligu 
Tafeln  und  Gegentafeln,  Leipzig  I89V.  Doch  ist  mit  Sicherheit  anzunehmen, 
dasa  diese  Binrichtung  nicht  mehr  allgemein  in  Gebrauch  kommen  wird  {zu 
der  zuletzt  genannten  Tafel  ist  noch  zu  bemerken,  dass  sie  für  den  prak- 
tischen Gebrauch,  der  häufig,  man  darf  s^en  in  der  Eegel,  sin  nnd  cos  als 
die  zwei  Projektionsfaktoren,  und  sodann  anch  tg  eines  nnd  desselben 
Winkels  gleichzeitig  erfordert,  so  dass  sie  zweckmässig  anf  derselben  Zeile 
der  Tafe!  nebeneinander  stehen,  äusserst  nnbeciuem  ist|. 

')  Die  Anordnung  wurde  nnd  wird  selbstverständlich  auch  anders 
gemacht;  doch  ist  die  angegebene,  die  besonders  von  den  fianzasiachen 
Geodäten  und  Astionomen  am  Ende  des  vorigen  und  Anfang  dieses  Jahr- 
hunderts empfohlen  wurde,  aus  vielen  Gi'ünden  die  bequemste. 

Zu  S.  44  und  8.  52  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  in  Deutschland 
als  Gauss  sehe  Log.  bezeichneten  Log.  anm  Anfeuohen  des  log  der  Summe 
oder  der  Differenz  zweier  durch  ihre  Log.  gegebenen  Zahlen  {Gauss  hat 
seine  Tafel  dieser  Art  in  der  Mob.  Corr.  [Zack],  Hovbr.  1813  veröffentlicht, 
s.  auch  Werke  Bd.  3.  S.  244  bis  246;  sie  wurde  von  MoUtaeiäe  aofgenommen 
in  der  Prasse  sehen  fönfstelligen  Logarithmentafel,  vgl  Änm,  2^))  von  Leonelli 
erfunden  worden  sind  {Gauss  a.  a.  0.;  „Die  Idee  dazu  hat  Leonelli,  so  viel 
ich  weiss,  zuerst  angegeben");  sie  tragen  aber  doch  auch  jenen  Namen  mit 
Recht,  da  Gauss  die  erste  zum  praktischen  Gebrauch  bestimmte  Tafel  be- 
rechnet nnd  veröffentlicht  hat,  während  Jjeonelli  an  14-stellige,  fllr  die 
praktische  Zahlenrechnung  nutzlose  Tafeln  dieser  Ai't  dachte.  Leoneüis 
Arbeit  erschien  zuerst  im  Jahr  XI  der  französ.  Republik  in  Bordeaux;  sie 
bildet  den  zweiten  Teil  der  Schrift:  ^Supplöment  logarithmigne".  Das  ganze 
„SnppWment"  hat  Hoüel  neu  herausgegeben  {2.  An3.  Paris  1876)  und  dabei 
ancn  den  Akademiebericht  von  Lalande  nnd  Delamh-e  über  die  Leonelli- 
sche  Arbeit,  vom  1.  Florötl  des  Jahrs  S,  sowie  einen  ergänzenden  Brief  von 
Leondli  an  Düambre  wieder  abgedruckt. 

8)  Die  einfache  nnd  naheliegende,  sehr  zweckml.ssige  Unterscheidung, 
für  , natürliche"  Zahlen  als  Dezimalzeichen  das  Komma,  fär  Logarithmen 
den  Punkt  zu  wfthlen,  ist  beim  trigonometrischen  Unterricht  an  der  Stutt- 
garter Polytechnischen  Schule  von  Fross  eingeführt  und  dann  von  Baw 
und  Schoder  konsequent  beibehalten  worden.  Seit  sie  Eingang  gefunden  hat 
in  die  5-stellige  Ga«sssche  Tafel  (vgl.  Änm,  ^;  in  der  ersten  Auflage  noch 
nicht  ganz  konsequent  durchgeführt,  woh!  aber  schon  von  der  zweiten  an) 
nnd  viele  neuere  geodätische  Werke,  z.  B.  das  Taschenbuch  der  Praktischen 
Geometrie  von  Jordan  (Stuttgart  1878)  und  seine  Neuauflagen  als  Hand- 
buch der  Vermessungskunde,  wird  sie  sehr  allgemein  befolgt.  —  Das  n  am 
Ende  eines  Logarithmus,  das  andentet,  dass  die  zugehörige  Zahl  negativ 
zu  nehmen  ist,  wird  von  Vielen  kleiner  (unten  als  Index)  angefügt,  z.  B. 
9.81  443« ,  oder  auch  eingeklammert,  9.81  443  (m).  —  Die  obige  Hegel  über 
Punkt  und  Komma  macht  seihst  die  in  Württemberg  jetzt  vielfach  anzu- 
treffende Unart  der  Schreibweise  «  =  2.14137,  sin«  =  9.69  897  statt  loga 
=  3.14  137  (also  a  =  138,47) ,  log  sinn  =  9.69897  (also  sin  «  -^  y) ,  oder 
statt  (im  Veriauf  einer  Rechnung)  a  |  9.14 137  |     und    sin  a  |  9.69897  I ,  wenn 
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auch  selbstverständlich  keineswegs  entscliuldliar,  so  doch  unschällich.  —  Die 

Äbküraimg  Eio^a=  7.85  863  (vielfach  auch  Cplloga  = oder  Ologa 

= )  oder  E(»|7.858ö3t  halte  ich  für  gana  unbedenklich,    wenn  mir 

auch  von  vielen  Seiten  hemerkt  worden  ist,  dass  für  die  Schule  vorzuziehen 
wSre,  dafür  log  ^  =^  7.85  863  -  10  und  -^  |  7.85  868  |  au  schreiben.  —  Die 
Andeutungen  über  praktisches  Eechnen  S.  55  und  56  gründen  sich  auf 
Eechnungsgewohnheiten,  die  der  Verf.  bei  seinem  Lehrer  und  Amtsvor^nger 
Sefioder,  einem  sehr  gewandten  Zahlenrechner,  angenommen  hat.  Ich  glaube, 
daes  kein  Schüler,  der  sie  sich  aneignet,  die  geringe  dazu  erforderliche 
Mühe  später  als  verloren  betrachten  wird. 

8)  nnd  lö)  Das  Eechensohema  in  der  Form,  die  im  Text  verwendet 
wird,  ist  von  Eaur  aus  der  Praxis  der  rechnenden  Geodäten  und  Astro- 
nomen in  den  trigonometrischen  Unterricht  eingeführt  worden.  Der  Ver- 
tikalstrich, der  Argumente  und  zugehörige  Logarithmen  trennt,  ist  die 
wichtigste  praktisch-rechnerische  Einrichtung;  er  bringt  Ordnung  in  die 
Rechnung,  lässt  die  Zahlen  beqnem  in  richtigen  Kolonnen  erscheinen  nnd 
macht  die  fortwährende  Wiederholung  des  Vorsatzes  log  Oberflössig.  Bei 
iVoss  sieht  z.  B.  die  Rechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  aus  Hypotenuse 
und  dem  Winkel  so  aus  {Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nnd  Poljgono- 
metrie,  Stuttgart  1840  8,  84)  wie  links;  das  5oiwsche  Schema  derselben 
Aufgabe  steht  rechts  daneben  ; 
a  =  1324,3  ,  ^  B  =  540  ig-  ig" ,7 
log h^3.031  1624  ;  b  =  1074.391 


log  Bin  B  =9.91)9 1760- 

loga=3.1219864 
log  cos  B= 9.7668917- 


10 


h 

3.031 1624 

b  =  1074,391 

smß 
cosß 

9.909  1760 
3.121  9864 
9.766  8917 

a  =  1324,3 

ß  =  540  18'  19",7 

c 

c  ^  774,244 

Dem  Test  hier  vorgreifend,  nämlich  beim  praktisch-trigonometrisch  wichtig- 
sten Fall  des  schiefwinkligen  Dreiecks  (gegeben  c  =  87  598'  [Pnss], 
y^  =  770 34' 14",  ^B  =  410  18'8l",  ZC  =  610  7'15")  steUt  sich  die 
Vergleichung  awischen  Pross  und  Baur  wie  unten ; 

Pross  (Trigonometrie  S.  110)  Baur  (5-stellig) 

log  a=4.989  8435  ;  a=97688,50. 
log  sin  Ä=9.989  6998-10 
log  0=4.942  4694 
Comp  log  sinC=0.057  6743 
log  ■    " 


6193—10 


a 

4.98  984 

a  =  97688 

"k 

9.98  970 
4.94  247 
0.05  767 
9.81  962 

0  =  87593 
«  =  770  84'  14" 
ß  =  410  18'  31" 
y  =  610  7  15" 

b 

4.81  976 

b  =  66033 

log  b=4,819  7630  ;b=66033,30. 
Man  vergleiche  mit  diesem  Bawr  sehen  Scliema  auch  das  von  Jordan  be- 
nützte (Taschenbuch  der  praktischen  Geometrie,  Stuttgart  1878,  S,  124 
[ebenso  in  den  spätem  Auflagen,  Handbuch  der  Verraessungskniide]) ;  ge- 
geben Seite  AC  und  die  Winkel: 

log  AB        3.09  199  Die  Vorsotznng  der  Silbe  log  vor  jede  Seite  oder 

loa  sin  Y  9.98  758  j^^sw  Sinus  sollte  eben  durch  den  Bumj- sehen  Ver- 
loQ  Ä  6  SM  188  tikilstnch  entbehrlich  gemacht  werden,  und,  abgesehen 
TPi^^  ,:^  tf  0.01353  ^0"  ^^''^  geringern  Sehreibwerk,  gewinnt  die  Üher- 
9.66  201  sichtlichkeit  des  ganzen  Rechensohemas  in  der  That 
2  7fi  h4''  ""^^^  duich  Weglassung  des  „log',  wie  wohl  die 
"  Vergleichung  dos  zweiten  und  dritten  Schemas  ge- 
"'■  "  1   Auflage  dieses  Buchs  (1885)  war  da«  zweite 


loffsi 
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iBaurscbe)  Schema  geijrauoht.  Seit  10  Jahren  setze  ich  meist  die  gegebenen 
Stocke  linke  vor,  xeehts  daneben  die  logarithmische  Rechnung  stätb  umge- 
kehrt. Dab«i  sind  nunmehr  die  natürlichen  Zahlen  und  die  logarithmische 
Rechnung  durch  eine  starke  Linie  getrennt.  „Eine  besonders  geformte 
Linie,  wie  z.  B.  Voglers  |,  (vgl  Geodätische  Übungen,  Berlin  1890,  und 
sonst)  ist  wohl  überfiflssig.  —  Bei  allen  Eechnnngen  des  Bnctas  sind  femer, 
wie  im  Teit  bemerkt  ist,  gegebene  Stücke  jetzt  fett  gedruckt,  aus  der 
Eeohnang  gefundene  unteretrichen.  Es  ist  sehr  zu  empfehlen,  auch 
in  der  Figur  eine  solche  Unterscheidung  zu  machen,  jedesmal  das  Gegebene 
stark  anzudeuten  (gegebene  Seiten  stark  ziehen,  Winkel  mit  starken 
■Winkelbfigen),  das  Gesuchte  aber  anzustreichen.  Bei  den  Figuren  des  Buchs 
konnte  dies  der  Kosten  der  Neuherstellung  wegen  nicht  durchgeführt  werden. 

Die  Aufstellung  für  die  Praxis  brauchbarer  guter  Rechen  Schemata 
ist  im  allgemeinen  Sache  längerer  Bechenöhung;  trotzdem  ist  es  eine  der 
allerbesten  Scholübuugen ,  mit  der  gar  nicht  früh  genug  begonnen  werden 
kann,  fflr  eine  bestimmte  Rechnung  das  Rechenschema  aufzustellen,  nachdem 
Grundsätze  über  die  Schemata,  wie  die  oben  angeführten,  besprochen  und 
eingeprägt  sind.  Zu  jenen  kommt  als  Hauptsatz  für  jedes  Rechenformnlar : 
möglichst  direkt  und  mit  mögliehst  wenig  Schreibwerk  (mit  Weglassung 
jeder  überflüssigen  Zahl,  besonders  womöglich  aller  Zahlen ,  die  bereits  ge- 
schrieben sind)  vom  Gegebenen  zum  Gesnchten !  Dieser  eigentlich  selbst- 
Terständliche  Grundsatz,  den  besonders  BauT  im  Trigonometrieunterrioht 
stets  betont  hat,  findet  sich  oft  genug  ausgesprochen,  wird  aber  in  der  Schul- 
trigonometrie noch  häufl^  yoUsländig  ausser  Acht  gelassen;  so  lange  dies 
geschieht,  werden  auch  die  Klagen  nicht  aufhören,  die  z.  B.  Grunert  erwähnt 
(Archiv,  Bd.  41,  1864,  S.  238):  ,Man  rechnet  mit  den  schönen  Tafeln  von 
Soüel  innerhalb  des  ihnen  angewiesenen  Kreises  der  Genauigkeit  mit  sehr 
grosser  Sicherheit,  und  muss  nur  auch  stets  die  Rechnungen  auf 
eine  zweckmässige  Weise,  indem  man  möglichst  wenig  schreibt, 
iinordneu,  worauf  namentlich  auch  bei  dem  Unterrichte  auf 
Schulen  weit  mehr  Rücksicht  und  Bedacht  genommen  werden 
sollte;  thäten  die  Lehrer  dies,  dann  würde  man  von  praktischen  und  tech- 
nischen Behörden  nicht  so  oft  die  Klage  hören,  dass  die  bei  ihnen  eintretenden 
Zöglinge  nicht  rechnen  können." 

Die  Anordnung  der  Fälle  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  §  8,  entspricht 
der  ziemlich  allgemein  üblichen;  vgl.  z.  B.  Heis,  Trigonometrie,  1.  Aufl., 
Kö!n  1867,  S.  56.{ 

11)  Diese  ioinwie sehe  Regel,  von  Baur  in  den  trigonometrischen 
Unterricht  eingeführt  und  in  der  neuern  trigonometrischen  und  geodiltischen 
Litteratur  (lange  vor  Erscheinen  der  1.  Aufl.  dieses  Buchs,  von  der  behaup- 
tet wurde,  sienabe  diese  Regel  zum  erstenmal  pubhzirt),  als  etwas  Selbst- 
verständliches festgehalten,  vgl.  z.  B,  Jordan,  Taschenbuch,  s.  oben,  S.  113, 
SMebaeh,  Geometerkalender  u.  s.  f.,  rlarf  als  eine  der  wichtigsten  prak- 
tisch-rechnerischen Regeln  bezeichnet  werden,  die  besonders  beim  allge- 
meinen rechtwinkligen  Dreieck  (im  Coordinaten System)  äusserst  bequem  ist. 
In  Deutschland  ist  die  Regel  wohl  zuerst  durch  Burcichardt  bekannt  ge- 
worden (der  bekanntlich  bei  L(äande  in  Paris  als  Gehilfe  thätig  war),  vgl. 
z.  B.  Mon.  Corr.  {Zach)  Bd.  1,  1798,  S.  235  (^Sobald  man  tang  A  hat'  . . . 
„Man  wählt  nämlich  unter  sin  A  und  cos  A  denjenigen,  der  der  grössere  ist 
und  zieht  ihn  dann  von  der  grossem  Seite  ab".  Die  Regel  kam  in  der 
Geodäsie  bald  in  allgemeinen  Gebrauch,  hat  sich  aber  allerdings  in  der 
Schulbüeheilitteratur  selbst  heute  noch  nicht  überall  einbürgern  kflnnen. 

lä)  In  der  1.  Aufl.  war,  der  Baurschen  Übung  entsprechend,  bei 
Sehnen,  Pfeilhflhen  n.  s.  f.  der  Centriwlnkel  mit  2«  bezeichnet;  ich  halte 
aber  nun  die  jetzt  gewählte  Bezeichnung  für  besser. 
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13)  Diese  Tabelle  nach  Eeuscltie  sen.  (Elemente  der  Trigonometrie, 
Stuttgart  1873,  S.  46)  mit  Verbesserung  einiger  kleiner  Fehler. 

11)  Diese  und  ähnliche  Kreisbogen- Aufgaben  sind  von  Baur  im  tri- 
g'onoinetrischeii  Unterricht  an  der  Stnttgarter  Polytechnischen  Schule  im 
Hinblick  aaf  technische  Anwendungen  mit  Vorliebe  behandelt  worden.  Zu 
bemerken  ist  dahei  noch,  dass  insbesondere  Baw  der  Urheber  der  konse- 
quenten Durchführung  des  Gebrauolis  der  Zahl  gO  =  -  —  hei  allen  Eeoh- 
nungen  am  Kreis  ist  [rgl.  Anm.  ^)]. 

IS)  Die  in  §  13  benutzte  geometrische  Einführung  der  trigonome- 
trischen Funktionen  beliebig  grosser  Winke],  mit  andern  Worten;  die  gleich- 
zeitige Betrachtung  der  Elemente  der  analjtdsehen  Geometrie  (rechtwinklige 
und  Polarcoordinaten)  und  der  Erweiterung  der  Goniometrie  vom  gewöhn- 
lichen rechtwinkligen  Dreieck  aus  auf  beliebige  Winkel  (Einführung  des 
, allgemeinen"  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  beliebigem  Winkel  und  mit  Vor- 
zeichen für  die  Katheten)  ist  bekanntlich  französischen  Ursprungs.  Coriolis 
hat  sich  wohl  um  diese  elementar-geometrische  Weiterbildung  der  Trigono- 
metrie das  grösste  Verdienst  erworben.  Im  Unterricht  an  der  Stuttgarter 
Polytechnischen  Schule  ist  diese  Betrachtungsweise  besonders  durch  die  von 
Qugler  besorgte  deutsche  Bearbeitung  der  ,Grunälehren  der  ebenen  Trigono- 
metrie, analytischen  Geometrie  und  Inflnitesiraairechnung"  von  Bdä/nger 
(Stuttgart  1847)  eingeführt  worden.  —  Es  ist  die  Frage,  ob  man  nicht  diese 
allgemeinen  Definitionen  der  goniomettischen  Punktionen,  die  die  Vor- 
zeiiien  sogleich  mit  einführen,  an  die  Spitze  auch  eines  elementaren 
Lehrgebäudes  der  Trigonometrie  stellen  sollte,  wie  es  a.  B.  BeuscMe  a.  a.  0. 
thut  (Vorwort:  Definitionen  x —  rcos<p,  y  —  >■  sm(p  für  die  Projektions- 
faktoren sin  und  öus  eines  beliebigen  Winkels;  ferner  S.  1  Ms  8),  ebenso 
Serret  iTrigonorarttrie ,  5.  Aufl.,  Paris  1875)  n.  v,  A.  Die  oft  geäusserten 
Bedenken  gegen  dieses  Verfahren,  die  Trigonometrie  auf  die  Grundbegriffe 
der  analytischen  Geometrie  zu  stützen ,  wie  sie  z.  B.  H.  Müller  in  seinen 
„Elementen  der  ebenen  Trigonometrie",  Meta  1886,  Vorwort,  ausspricht  (vgl. 
auch  Schwering  in  der  Besprechung  von  Spitz'  Lehrbuch  der  ebenen  Tri- 
gonometrie, SMömilch  Bd.  35,  1S90,  Hist.  Lit.-Abt.  S.  135/186,  wo  eben- 
falls das  Ausgehen  Tom  Coordinatenbegriff  bei  der  Definition  der  trigono- 
metrischen Funktionen  getadelt  wird,  weil  die  Definition  schon  nicht  im  Stand 
sei,  die  Funktionen  negativer  Winkel  und  ron  Winkeln  >  360"  zu  erklären; 
daan  endlich  Settwenng,  Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten,  Preiburg 
1893)  halte  ich  nicht  ftlr  bedeutend  im  Vergleich  mit  der  Thatsache,  dass 
man  mit  Kücksicht  auf  die  Eechnung  im  ebenen  Cooi'dinafensystem  (Eech- 
nunffen  der  Geodäsie  in  der  praktischen  Trigonometrie  und  Polygono- 
metrie)  eigentlich  mit  der  Erweiternng  der  gonio metrischen  Punktionen  auf 
beliebige  Winkel  nicht  früh  genug  beginnen  kann.  Immerhin  halte  ich  die 
jetzt  im  Buch  getroffene  (gegen  die  1.  Aufl.  abgeänderte)  Anordnung  für 
die  beste. 

15)  Der  vortreifliche  Ausdruck  Quadranten-Eelationen  stammt 
von  Reusehle  sen.  her  (a.  a.  0.  S.  6);  andere  Namen  sind  wenig  in  Gebrauch 
gekommen,  z.  B.  Münchown  (Trigonometrie,  Bonn  1826)  „Vertauschnngs- 
formeln  für  sin  und  cos*,  u.  s.  f. 

1')  Die  einfachen  Kegeln  über  eindeutige  Bestimmung  der  Eichtunga- 
winkel  aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  bei  der  Einführung  von 
Hilfswinkeln  (vgl.  z.  B.  §  19,  8)  bei  vielen  Aufgaben  der  Geod&sie  nnd 
sphärischen  Astronomie  stets  wiederkehren  und  die  zu  den  wichtigsten 
praktisch-trigonometrischen  Elementar -Werkzeugen  gehören,  sind  selbst- 
verständlich alt,  wenn  auch  in  der  Lehrbücher-Litteratuv  immer  noch  meist 
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ignoriert.  Wia  geläuüg  in  der  praktischen  Trigonometrie  (Geodäsie  nnd 
spliätischen  Astronomie)  diese  „eindeutige"  Einführung  der  Winkel  schon  am 
Anfang  des  Jahrhunderts  war,  aeigt  wohl  am  besten  der  Ausdruck  Sessels 
(bei  Auflösung  der  Aufgabe  des  Eückwärtseinschneidens  mit  Goordinaten, 
Mon.  Corr.  [üach]  Bd.  27,  8.  222,  März  1813:  „Die  Quadranten,  in  welchen 
man  die  Hilfswinfcel  A  nnd  B  zu  nehmen  hat,  heatimraen  aich  durch  die 
Zeichen  der  Zähler  nnd  Nenner  wie  immer'. 

16)  nnd  19)  Der  in  8)  gegebene  Nachweis  der  Allgemein giltigkeit  des 
Additionstheorems  für  sm  und  cos  schliesst  sich  vollständig  an  Serret  an 
{a.  a.  0.  5.  Aufl.,  Pai'is  1875,  S.  18  bis  20);  der  in  4,  nur  noch  angedeutete 
(der  in  der  1.  Aufl.  allein  gegeben  war  und  zusammen  mit  der  Ableitung 
des  Theorems  selbst  durch  Coordinaten  um  Wandlung  erhalten  wird)  ist  hier 
in  zweite  Linie  gestellt,  um  eben  nicht  allzuviel  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie zu  Hilfe  zu  nehmen.  Nebenbei  bemerkt,  war  jene  Darstellung  der 
Sache  genau  nach  Belanger-Chigler  (s.  oben,  S.  25  bis  27)  gegeben,  was  mit 
Eüoksicht  auf  Cantors  Besprechung  der  1.  Aufl.  {SMöntUeh.  Bd.  30,  Hist. 
Lit.-Äbt.  S.  110)  ausdrücklich  erwähnt  sei.  Zum  erstenmal  hat  einen  solchen 
Weg,  der  zur  Ableitung  des  Theorems  selbst  und  zugleich  zum  Nachweis 
der  Allgemeingiltigkeit  föhrt,  meines  Wissens  Sarrm  beschritten  (von 
Gm-ffomie  ausführlich  mii^eteilt  in  den  Ann.  des  Math.,  Bd.  XI,  S.  323)  und 
ihm  sind  Münckmo  (s.  oben,  1826,  S.  86  bis  90),  Laeroix-ldeler  (Trigono- 
metrie, Berlin  1822,  S.  326)  nnd  viele  Andre  gefolgt.  Diesen  Weg  ver- 
bessert hat  Grwnert  (Lehrbuch  der  ebenen,  sphärisehen  und  sphäroidischen 
Trigonometrie,  s.  Anm.  8),  1837)  nnd  mit  ihm  stimmt  der  BelaugersaYie 
ziemlieh  Oberein,  dem  dann  Baur  u.  v.  A.  gefolgt  sind. 

2«)  Systematisch  ist  dies  vielleicht  zuerst  von  Lambert  geschehen, 
vgl  Beyträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik,  11,  1,  Berlin  1770,  S,  133  bis 
139.  Die  im  Text  angegebenen  Formen  der  Gleichungen  sind  die  von  Uds 
(nur  in  etwas  andrer  Anordnung,  vgl.  a.  a.  0. ,  8.  237,  238);  vgl.  dazu 
auch  Grunert,  8.  37,  38,  Serrel,  S.  39  bis  48  u.  t.  A. 

21)  Der  ganze  analytisch  -  goniometi'ischo  Formeiapparat  in  grosser 
Vollständigkeit  ist  eine  Schöpfung  ZSuto- s ;  vor  ihm  gab  es  kaum  eine  analy- 
tische Behandlung  der  Kreisfimktionen,  auch  die  ganze  Goniometrie  war 
etwas  wesentlich  Geometrisches.  (Daneben  ist  auch  die  rationelle  Anwend- 
ung der  Trigonometrie  in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  ©iiers 
Verdienst,  wovon  noch  unten  die  Eede  sein  muss).  Man  darf  sagen,  dass 
so  ziemlich  alle  analytisch  -  goniometrischen  Formeln  der  Lehrbücher  nur 
Reproduktionen  Ewier  scher  Iiormeln  sind. 

22)  Die  Maskelynesche  Eegel  ist  in  Deutschland  ausser  durch  die 
CaWei sehen  7-stel!igenLogaiithmentafeln  besonders  bekanntgeworden  durch 
die  kleine  viel  benutzte  5-stellige  Tafel  von  Prasse  (zuerst  1810;  airater  neu 
bearbeitet  von  Mollweide,  Leipzig  1825,  [auch  5-atellige  Additions-  und  Sub- 
traktionstogarithmen  enthaltend,  vgl.  Anm.  ') ,  sogar  in  Frankreich  nachge- 
druckt], S.  75.  Als  Grenze  der  MasMymsehea  Kegel  bestimmt  hier  SfoU- 
weide  bei  7-stel)iger  Eechnung  ^U",  bei  5-stelliger  Rechnung  etwa  8i/a(i. 

28)  Auch  diese  Reihen  röhren  sämtlich  von  Euter  her  (Anm.  si)  und 
werden  so  ziemlich  in  jedem  Lehrbuch  mitgeteilt. 

24)  Diese  Andeutungen  sind  nicht  exakt  (auch  ohne  Rücksicht  auf 
komplexe  Veränderliche),  genügen  aber  für  das  praktische  Bedürfnis,  das 
dieses  Buch  befriedigen  soll  (vgl.  Vorwort). 

25)  §  21  und  22  gehören  eigentlich  der  algebraischen  Analysis  an, 
mögen  aber  als  gute  goniometrische  Eechenübung  hier  (wie  in  der  1.  Aufl.) 
trotz   der  wesentlich  praktischen   Ziele    dieses  Lehrbuchs   aufgeno 
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werden  (vg'l.  auch  Smret,  Anhang;  Beis;  ii.  s.  f).  Das  Verfahren  der  Dar- 
stellung der  komplexen  Zahlen  findet  sich  in  jedem  Lehrbuch  der  algebra- 
ischen Analysis  (vgl.  z.  B.  Behlätmleh,  Algebr.  Analjsis,  6.  Aufl.  Jena  1881). 

20)  Hier,  wo  die  geometriache  Bedeutung  der  Entwicklung  zurücktritt 
gegen  die  analytische,  wäre  es  an  sich  besser,  die  vorkommenäen  Winkel- 
grCssen  stets  in  Hatbmesserteilen  zu  nehmen  (2  n  statt  360"  u.  s.  f.  zu 
schreiben),  wie  es  z.  B.  Serret  durch  den  ganzen  analytisoh-goniometrischen 
Teil  seines  Buches  thut.  Da  es  sich  fär  uns  wesentlich  mit  um  numerische 
ßechnungsäbungen  unter  Anwendung  der  Iflgarithmentafel  bandelt,  ist  aber 
nach  dem  Vorgang  Baura  davon  abgesehen  und  Überall  das  Gradmass  bei- 
behalten. Der  Gang  der  Darstellung  der  Rechnung  mit  komplexen  Zahlen 
ist  nach  Serret,  Heis  und  SchlömÜch  gemacht;  das  Rechnungsschema  ist 
selbstverstilndlich  das  Baursche, 

2^)  Die  MoivrenAica  Miscellanea  aiialytica,  1730,  1.  Bd.  enthalten 
diesen  Satz,  der  einer  der  wichtigsten  der  Algebra  ist.  Die  Ootes  sehen  Sätze 
(§  21,  5)  sind  in  der  Harmonia  mensurarum  1722,  S.  114,  angegeben.  Die 
geometrische  Darstellung  der  Multiplikation  u.  s.  f.  kompleser  Zahlen  hat 
besonders  Gaim  gelehrt  (Gott.  GeL  Anz.,  Jahrg.  1831,  S.  64);  vgl.  zur  Ge- 
schichte der  komplexen  Zahlen  und  ihrer  Darstelinng  überhaupt  ürohisch, 
Ber.  Verh.  Sachs.  Gesellsch.  Wiss.,  Bd.  II,  S.  171. 

2ä)  Diese  Aufzählung  der  Einheits wurzeln  ist  ganz  nach  Sehlömildt, 
Höhere  Analjsis,  Bd.  1.,  5.  Aufl.  1881,  S.  356  bis  2S8  gemacht;  vgl.  auch 
Serret,  Trigonometrie  (s.  ob.)  Kap.  .5. 

29)  Über  die  geometrische  Darstellung  vgl.  Anm.  ^'). 

30)  §  32,  1  (mit  den  Bezeichnungen  u.  s.  f )  genau  nach  Serret,  a.  a.  0, 
S.  81;  Tgl.  ReuBchle  a.  a.  0.,  S.  86  bis  37.  Zu  2.  vgl.  Bäs  a.  a.  0-,  S.  328  bis 
229.  —  Vgl.  auch  Cagnoli,  Trigonometrie,  2.  Aufl.  der  französischen  Aus- 
gabe (von  Ghompre,  Paris  1808),  S.  213  bis  218,  Anhang  Tafel  V;  femer 
Mollweide.  Trig.  Aufl.  der  quadrat.  Gleichungen,  Mon.  Corr.  (ZatA)  Bd.  22, 
S.  48,  Juli  1810. 

Kl)  In  der  1,  Aufl.  war  nach  Baur  die  Form  a;ä4-Saie  +  26  =  0 
für  die  reduzirte  kubische  Gleichung  gewählt,  die  auch  BeuscUe  hat  (S.  87, 
(e3-t-3pa<-i-3g=0);  jetzt  ist  zu  der  Cnsnoit  sehen  Form  (a.  soeben  a.  0., 
S.  218)  zurückgekehrt,  x^  +  px-hq^^,  die  auch  Serret  hat  (S.  84  bis  m 
Anch  der  Text  folgt  vollstÄndig  Serret  und  Üeis,  nur  die  Ordnung  ist  z.  T. 
etwas  anders. 

32)  Dies  ist  die  Form  von  Serret  und  wohl  die  übersichtlichste.  Die 
sog,  Baur-Sdtoder stihe  Form,  die  nach  der  Versicherung  eines  Kollegen  in 
der  1.  Aufl.  zum  erstenmal  publizirt  gewesen  sein  soll,  findet  sich  bei 
Cagnoli  (a.  a.  0.,  z.  B.  Anhang  Tafel  V:  die  drei  Wurzeln  sind  2  YpJssin  A; 
—  2  ypfs  «»"  (600— -4) .  _  2  y Pia  sin  (600  ^  a]),  ebenso  heiBabinet  et  Housel, 
Calculs  pratiques,  Paris  1857,  S.  140  ff.,  ebenso  bei  Heis,  ebenso  bei  Reuschie 

I       =2yy«    I         =-2Vpsi  (60 j  =^2Vpsin[m  +  ~)y 

dasBpltl       Ib  bJBecAk 

38)  Fü     d          Ah              1         g    F  1     i  ei  1,   aus  Serret  ent- 

be       fü  6ml  H 

34)  D            fa«h    und         j  1 1      11  g  Ib  t       tändlich  erscheinende 

Bhgsttt          E(h(d  A  B,G  statt  a,  ß,  y  für 

dWklhttlM      df     h      d     hd  W  hl  1er  Bezeichnung  allein 

Eid          !  pi      1           11  t       (  gl.  Note  31),  auch  als 
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Schöpfer  der  rationellen  Trigonometrie  bezeichnen.  Ea  sind  auch  nach  Eukr 
dem  Formelapparat  äer  ebenen  Trigonometrie  i.  e.  S.  kaum  mehr  weseiit- 
liehe  VeryollaUndigungen  hinzuznfflgen  gewesen,  mit  Ausnahme  etwa  der 
MoUweide scheR  Gleichnngen.  Ich  habe  lange  geschwankt,  ob  ich  in  der 
2.  Änfl.  nicht  das  immer  noch  viel  gebranchte  Eider  sehe  A,  B,  0  für  die 
Dreiecltswinkel  annehmen  soD,  bin  aber  (besonders  nach  einer  Umfrage  bei 
den  wüi-ttembergi sehen  Lehranstalten)  doch  bei  k,  ^,  y  stehen  geblieben, 
vor  allem  mit  Eüoksioht  anf  das  sphärische  Dreieck,  wo  im  Sprechen 
,sm  gross  A'  u,  s.  f.  nnbeciuem  ist.  —  Was  die  Grnndformeln  des  ebenen 
Dreiecks  betrifft,  so  brancht  man  an  der  Hand  der  Figur  neben  a+ß+y=18(i'> 
nnr  noch  Eine,  z.  B.  den  Sinus-Satz  oder  den  FrojektioiiG-Satz,  um  dann 
alle  übrigen  Formeln  de^  Dreiecks  durch  Bechnung,  also  allgemein  giltig  für 
das  spitz-  und  das  stumpfwinklige  Dreieck  und  von  der  Figur  unabhängig 
ableiten  zu  können,  wie  ja  jetzt  auch  allgemein  verfahren  wird.  Vgl.  z.  B. 
Pross  im  Vorwort,  S.  VI,  seiner  Trigonometrie  (Stuttgart  1840),  Remchle 
a.  a.  0.  S.  91,  Sm-ret  a,  a.  0.  S.  96;  alle  nehmen,  wie  der  Text,  den  Sinus- 
Satz  als  einzige  Grundgleichung. 

35  nnd  'S)  Diesen  Satz  habe  ich  nach  Vorschlag  von  Prof.  Sauter  in 
Ulm  nur  noch  Projektions-Satz  genannt,  weil  nicht  jener,  sondern  der 
Pyfhag.  Lehrsatz  des  allgemeinen  ebenen  Dreiecks  aus  der  allgemein  als 
is-Satz  bezeichneten  ersten  Grundformel  des  sphärischen  Dreiecks  heim 
1  diesem  zur  Ebene  entsteht. 


S'!)  Die  Entwicklung  aller  weitern  Formeln  von  (2),  (3)  und  (4)  aus 
ist  wie  in  fast  allen  Lehrbüchern  gemacht,  vgl.  z.  B.  Eeusehle,  Heis  n.  a.  f. ; 
besonders  Serret  (Nr.  68  bis  77)  hat  als  Vorbild  gedient.  Die  Mollweide  sahm 
Formeln  sind  1808  aufgestellt  worden  (Mon.  Corr.  [Zach]  Bd.  18,  Not.  1808), 
Zu  der  Figur  für  die  M.  sehen  Gleichungen  s.  auch  M,  Wolf,  Grunerts 
Archiv,  1846.  Mollwäde  selbst  erinnert  bereits  an  diese  Figur:  ,Man 
erweiset  diese  und  ähnliehe  elegante  Sätze,  welche  in  einem  vollständigen 
System  der  Trigonometrie  nicht  fehlen  sollten,  ebenfalls  sehr  leicht  aus 
Betrachtung  der  Figur." 

38)  Die  allgemein  so  genannten  Nepei'  sehen  Gleichungen  (nach  Lord 
Notier  [Neper}  of  Merchiston,  dem  einen  Erfinder  der  Logarithmen  [neben 
Bür0]  so  genannt)  sind  von  ihm  am  Anfang  des  17,  Jahrhunderts  aufgestellt 
worden,  sollten  aber  eigentlich  Finkeschsr  Satz  heissen,  da  sie  Th.  Finke 
(oder  Finde)  in  seiner  Geometria  rotundi,  Basel  1583  (in  Form  einer  schwer- 
föliigen  „Analogie',  d.  b.  Proportion,  wie  alle  trigonometrischen  Sätze  70r 
Mder  ausgesprochen  wurden)  aufgestellt  hat.  'Auch  in  all'  den  zahlreichen, 
wenig  spätem  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  und  Geodäaie  findet  sich  der 
Satz  Tor  Neper,  z.  B.  m  den  Triangula  plana  von  Glavius  (1586,  S.  312), 
bei  Lansberff  in  der  Triangulorum  geometria  (1591,  S.  162)  {beide  unmittel- 
bar nach  Fir>lx  verl'ahrend),  in  dem  wichtigen  Werk  von  Barth.  Fitiseus, 
Trigononietiiae  libri  V  (1600;  S.  Buch,  5.  Satz:  ,üt  summa  duorum  laterum 
ad  differentiara  eoTundem:  ita  tangens  dimidii  summa«  duorum  oppositorum, 
ad  tangentem  düferentiae  infra  vel  supra  dimidium" ;  Beispiel  einer  Vor- 
Euiei- schon  „Analogie")  u.  s.  f. 

39)  Die  Einfahrung  von  s  oder  3  s  für  den  Dreiecksumfang  {2p  bei 
den  Franzosen,  vom  Anfangsbuchstaben  von  Perimeter)  ist  erst  etwas  nach 
der  Uule?- sehen  Reiorm  der  Trigonometrie  aufgekommen.  Aber  bereits  z.B. 
Pfldderer  hat  in  der  ,Ana!ysis  triangulorum  rectilineorum",  Tübingen  1785 
das  Zeichen  8— AB-^-BO-t-CA.  —  Merkwürdig  ist.  dass  noch  ziemlich 
lange  nach  Euler  statt  a,b,c  ;  Ä,  B,  C,  die  Seitenbezeichnungen  AB,..., 
die  Winkelbezeichnungen  ABC,...  sich  erhalten  konnten,  ja  daas  iwar 
Seiten  und  Winkel  je  mit  einem  Buchstaben  bezeichnet  werden,  diese  Buch- 
staben aber  nicht  borrespondirten. 
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550  Anmerkungen. 

*o)  Anordnung  der  Fälle  ganz  wie  bei  Seri'et  und  Belanger-Gugler. 

41)  Vgl.  z.  B,  Em,  S.  67.    Diese  Eegel  ist  sehr  wiciitig. 

*2)  Die  Anordnung  der  Auflösungen  dieses  Falls  ähnlich  wie  bei  Srnret, 
wobei  aber  möglichste  Vollständigkeit  angestrebt  ist.  Die  letzte  Gleichung 
für  a,  S.  233,  findet  sich  häufig  (z.  B.  Hm,  S.  71  und  72,  Jordan,  Hand- 
buch der  Vermessungskunde,  2.  Bd.,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1893,  S.  368  bis  369), 
dagegen  fast  nie  die  doch  gleichwertige  Formel,  die  man  von  der  zweiten 
Gleichung  (8)  ausgehend  erhalt. 

**)  Die  Anwendung  der  JfoiteflsiJe  sehen  Gleichungen  wird  z.  B.  bei 
Serret  (8.  113)  gelehrt  (und  es  fehlt  dort  nnr  die  LiiJawiesche  Regel), 
ebenso  bei  S-eis  und  Bemchle.  In  Baurs  Lehrgang  war  die  Anwendung 
der  Gleichangen  mit  der  i«I(HMie  sehen  Begel  (an  der  Hand  von  Fig.  50) 
selhEtTeiständlich  (sie  wird  z.  B.  mit  der  Lcäimde sehen  £egel  auch  fOr  die 
sphärischen  MoUwndeedien  (DeJamire  sehen)  Gleichungen  ausdrücklich 
angegeben  in  Brämnow,  Sphärische  Astronomie,  4.  Anfi..  Berlin  1881,  S.  7 
[ebenso  aber  auch  schon  in  der  1.  Aufl.]  und  ist  demnach  in  der  Ebene  nm 
so  mehr  selbstverständlich).  Vgl.  die  Bawrsche  Keohenregel  auch  bei  Jordan, 
Taschenbuch,  S.  295,  Handbuch,  H.  Bd.  (1.  Anfi.),  Stuttgart  1878,  S.  137 
(Bezeichnungen  Z,  N  für  Zähler  und  Kenner).  —  Trota  der  Aufstellung  der 
Formeln  durch  MoUweide  (Anni.  37)  hat  es  lange  gedauert,  bis  sie  auf  den 
Fall  IIa  der  Dreiecksberechnnng  wirklich  angewandt  wurden.  Vgl,  z.  B.  die 
Veröffentlichung  des  Preuss.  Geod.  Instituts;  Die  Europ.  Längengradmessong 
in  520  Br.,  II.  Heft,  Berlin  1896,  S.  49,  wo  die  3fo7iw«ide sehen  Formeln 
geradezu  Gerling  augeschrieben  werden  {ßerling,  Beiträge  zur  Geographie  Kur- 
heesena  etc.,  Kassel  1839,  S.  221);  s.  dazu  anch  Ästron.  Nachr.,  Ed.  3.  S.  233 
1824,  Nr.  62),  Gevling  s^  daselbst:  ,So  nützUeh  ich  diese  Formeln, 
welche  ich  vor  einigen  Jahren  auföUig  fand,  für  die  Ausführung  halt«,  so 
unwahrscheinlich  ist  mii  doch,  dass  sie  neu  sein  sollten,  weil  ihre  Ableitung 

aus  der  Gleichung  — —  —  — =- —  =  — —  gar  zu  nahe  liegt.     Ich  habe  sie 

aber  bis  jetzt  in  keinem  Lehrbuche  aufgefunden." 

Die  zweite  Bechnung  in  der  folgenden  Nr,  4)  ist  schon  oft  angegeben 
worden,  z.  B.  bei  Proxs,  Prakt.  Geometrie,  Stuttgart  1840,  S.  325,  bei 
Bäbinet  et  Housel  (s.  oben)  S.  60;  wie  der  Test  andeutet,  ist  die  Aufgabe 
keine  andere  als  die  oft  wiederkehrende  der  Bestimmung  zweier  Winkel  aus 
Summe  und  Smns-Verhältnis. 

i*)  Diese  naheliegende  Abkürzung  der  Schreibweise  und  Rechnung  findet 
sich  fast  überall  benutzt,  vgl.  z.  B.  Seis  S.  76  {q  für  den  Inkreishalbmesser). 
Die  Verwendung  des  , Schiebzetteis"  (besonders  durch  Schnder  in  ähnlichen 
Fällen  viel  gepflegt)  bei  Bechnung  der  tang  der  halben  Winkel  wird  unnötig, 
wenn  man  die  Snmmen  von  logs,  log  {s—a}  u.  s.  f.,  d.  h.  ktgr^  und  daraus 
logr  oben  (über  s)  anschreibt. 

*S)  Meis,  aus  dem  hier  manches  entnommen  ist,  ferner  die  verbreitetsten 
trigonometrischen  Übungsböcher,  z.  B.  ßeidt,  Sammlung  von  Anfgaben  und 
Beispielen  aus  der  Trigonometrie,  2.  Aufl.,  Leipzig  1877,  S.  130  ff.  geben 
solche  Beziehungen  in  grosser  Anzahl. 

48)  Dieser  Satz  stammt  her  von  Lemoine,  C.  B.  Bd.  CXVl  S.  31  (Kr. 
1  vom  2.  Jan.  1893),  in  allgemeinerer  Fassung  in  Nonv.  Ann.  Math.  Bd.  XII 
S.  20,  1893;  L.  Jiat  auf  diesem  Weg  30O  neue  Formeln  abgeleitet.  Für 
das  rechtwinklige  Dreieck  ist  er  nicht  ohne  weiteres  giltig.  Dagegen  lässt 
sich  die  Sache  auf  den  Baum  (Tetraeder)  ausdehnen. 

*')  Die  Behandlung  dieser  Aufgabe  war  in  der  ersten  Aufl.  durch  ein 
Versehen  falsch,  worauf  ich  von  mehreren  Seiten  aufmerksam  gemacht  worden 
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■18)  Diese  Aufgabe  ist  fßr  die  ebene  Geodäsie  wiclitig;  vgl.  z.  B. 
Jordan,  Handb.  der  Venness.,  2.  Bd.,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1893,  S.  689,  wo 
bei  der  Form  von  Fall  H»  1,  1)  S.  233  stehen  geblieben  ist.  Diese  ist  auch 
am  bequemsten,  wenn  man  nur  den  Logarithmus  der  berechneten  Entfernung 
braucht,  sonst  ist  die  Reduktion srechuang  nach  S.  276  im  Vorteil. 

48)  ffine  besondereTetragonometrie  ist  vielfach  aufgestellt  worden ; 
ausführlicher  wohl  zuerst  von  Biärnsen,  Introductio  in  Tetragonometriam, 
Kopenhagen  1780.  Die  möglichen  Vierecksaufgaben  sind  bei  Lambert,  Bej- 
tr^  etc.  II,  l.,  Berlin  1770,  S.  175,  183  au%ez&falt. 

50)  nnd  51)  Der  folgende  §  28  über  Parallelogfamm  und  Trapez  schlieset 
sich  an  Meis  an;  ebenso  ist  §  29,  Sehnenviereck  und  Tangenten  Viereck,  nach 
Serret  nnd  Ileis  bearbeitet. 

52)  Die  leisten  Gleichtmgen  des  §  30,  Andeutungen  über  die  Bezieli- 
angen  zwischen  Winkeln  und  Seiten  beliebiger  Polygone,  geben  diese  npoly- 
gonometrischen  Grundgleichungen"  in  der  Form  wieder,  in  der  sie  {nach 
Anfiingen  bei  Lambert)  in  den  Arbeiten  über  Polygonometrie  von  Leasell 
(De  resolutione  polygonorum  rectilineorum  in  den  Abhandl.  der  Petersburger 
Äiademie  für  1775  und  76)  und  besonders  von  UHuilier  (Polygonomöäie 
ou  de  la  Mesure  des  Pigares  rectilignes,  Genf  1789)  verwendet  worden. 

Besonders  mit  dem  Werk  von  L'Hmltei-  waren  alle  Aur^aben  der 
Polygonometrie  erledigt  und  es  war  damit  das  Lehrgebäude  der  ebenen 
Trigonometrie  in  allen  wesentlichen  Teilen  vollständig  abgeschlossen.  Der 
ebenen  Trigonometrie  im  engern  Sinn  (und  ebenso  der  sphärischen  Trigono' 
metrie)  hatte  schon  früher  Euler  ihre  endgiltige  Form  gegeben.  Spätere 
konnten  nur  noch  wenige  Sätze  von  grösserer  Bedeutung  hinzufügen  (vor 
allem  die  Motepeide  sehen  Gleichungen  des  ebenen,  die  Delambre-MoUweide- 
öauss sehen  Gleichungen  des  sphärischen  Dreiecks);  wohl  aber  musste  ge- 
rade für  die  polygonometrischen  Aufgaben  noch,  um  sie  geodätisch- praktisch 
genügend  verwendbar  zu  machen,  eine  andere,  vereinfachte  Rechnungsform 
eingrführt  werden  und  diese  einfache  Rechnung  für  Polygonzü^e  und  Poly- 
gone ist  erst  um  die  Mitte  dieses  Jahrhunderts  völlig  ausgebildet  worden. 
0.   W.  Bamr  hat  wesentlichen  Anteil  daran,  vgl.  die  Anm.  3i)  und  3ä), 

53)  Es  ist  wohl  kaum  notwendig  auszusprechen,  dass  mit  diesen 
.geodätischen  Aufgaben"  kein  Teil  emes  Lehrbuchs  der  Geodäsie  gegeben 
werden  soll;  sie  soUen  auf  die  Geodäsie  nur  vorbereiten.  Eine  solche 
spezielle  Vorbereitung  wird  aber  nicht  nur  überall  im  geodätischen  Unter- 
richt willkommen  geheissen  werden,  sondern  sie  ist  z,  B.  an  der  Stutigarter 
Technischen  Hochschule,  wo  für  den  geodätischen  Unterricht  der  Techniker 
der  verschiedenen  Bichtungen  verhüitnismässig  wenig  Zeit  ausgesetzt  ist, 
notwendig.  Sie  bt  auch  in  der  tTittelschule  leicht  möglich;  haben  sich  doch 
in  der  letzten  Zeit  wieder  Stimmen  dafür  ausgesprochen,  geradezu  eine 
elementare  praktische  Geometrie  an  die  Mittelschule  zu  vei^flanzen  (vgl. 
z.  B:  Israel-  HoUswart,  Grundlagen  und  Methoden  des  tabell.  Eechnens  etc., 
Progr.  Gvran.  Frankfurt  1895,  S.  44  bis  57).  Ich  weiss  von  mehreren  Stutt- 
garter Hittelschalen  (denen  ich  z.  B.  ältere  Theodolite  aus  der  geodätischen 
Sammlung  der  Technischen  Hochschule  abgegeben  habe),  mit  welchem  Interesse 
die  Schüler  einfache  praktisch -geometrische  Aufgaben  verfolgen,  und  ich 
kann  das  Verfahren  eines  hiesigen  ßealschnl-fiofessors,  der  von  seinen 
Schülern  kleine  Aufnahmen  mit  Winkelspiegel  und  Messstangen  machen 
und  berechnen  lässt  und  das  Zustandkommeu  eines  Horizontale  inkeli  als 
den  Unterschied  zweier  Eichtungen  praktisch  am  Theodolit  ieigt  nur 
zur  Nachahmung  in  der  Mittelschule  empfehlen.    Ein  solches  Veilahr^n  ist 
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558  Änmerkungün. 

gewiss  iiesser,  als  wenn  der  wissenschaftlichea  „reinen"  Mathematik  nooli 
mehr  Ranm  in  der  Mittelschule  gegeben  würde.  Wenn  Schüler  zwei  oder 
drei  Jahre  lang  mit  Winkeln  rechnen  sollen,  die  meist  auf '  und  "  angegeben 
werden  (so  dass  der  geteilte  Zeichenhalbkreie  nichts  mehr  zn  ihrer  ErkErung 
liefert),  so  ist  nur  ihre  Qednld  zu  bewundem,  wenn  sie  nicht  verlangen, 
wenigstens  eine  Vorstellung  davon  bekommen  zu  können,  wie  denn  nun 
praktisch  ein  solcher  Winkel  Yon  48*85'  oder  48 '' 35' 20"  zwischen  zwei 
Geraden  auf  dem  Peld  gemessen  wird.  So  Tiel  zur  Erklärung  der  „geo- 
d&tischen  Aufgaben",  die  sich  bekanntlich  in  so  ziemlich  allen  Trigonometrie- 
Lehrbäohem  finden  (in  den  deutschen  meist  als  Aufgaben  aus  der  ,Feldniess- 
kunst",  in  den  französischen  als  ,,Opörations  sur  le  Terrain');  dass  im  vor- 
liegenden Buch  etwas  weiter  gegangen  wird  als  sonst  üblich  ist,  wird  durch 
seine  Bestimmung  wohl  genügend  erklärt. 

^)  Vgl.  dazu  n.  a.  Jordan,  Handbuch  der  Vermess.  2.  Bd,,  4.  Aufl., 
1898,  S.  369.  Auch  fßr  manche  der  fönenden  Aufgaben,  besonders  in  der 
Mr.  3,  ist  mit  auf  die  Lehrbücher  der  Geodfisie,  z.  B.  das  eben  genannte, 
an  verweisen. 

5ÖJ  Diese  Aufgabe  hat  hier  die  in  Stuttgart  von  Pross  her  über- 
kommene Form  (ebenso  die  Anwendung  S,  313);  vgl.  &uch  Jm-dim,  Taschen- 
buch, 1873,  8.  55  und  die  sjÄtem  Auflagen  als  Handbuch  der  Yermess., 
z.  B.  in  der  4.  Aufl.  des  2.  Bds.  (s.  oben)  S.  91. 

Dnders   e)    vgl.    das    eben 

S')  Die  Form  der  Rechnung  {S.  317)  ist  die  Baursctie,  zuerst  veröffent- 
licht in  dem  Taschenbuch  von  Jordan  (s.  oben)  S.  245.  Übrigens  wird  sich 
Jeder,  der  beim  rechtwinkligen  Dreieck  u.  s.  f.  den  Nutzen  des  Bau»' sehen 
Formulars,  besonders  des  Vertikalstrichs,  kennen  gelernt  hat,  ein  solches 
Schema  wie  S.  317  selbst  entwerfen. 

58)  ßechnungsform  und  Bezeichnungen  sind  die  von  Baur,  der  die 
sehr  aweckmässigen  Benennungen  (Seiten  OA  =  a,CB  =  'b,  Winkel  zwischen 
beiden  =  y,  gemessene  Winkel,  als  Gegenwinkel  von  a  und  &  in  den  beiden 
Dreiecken,  a  nnd  ß)  nach  dem  Vorgang  älterer  deatscher  und  französischer 
Lehrbücher  angenommen  hat :  Fross  a.  B.  (Trigonometrie  1840,  8.  196)  hat 
als  , mittlem"  Punkt  ebenfalls  C  {Winkel  daselbst  y) ,  dann  aber  G  A  —  h, 
GB  =  ffl  als  Gegenseiten  von  B  und  A  in  dem  gegebenen  Dreieck  ABC, 
die  gemessenen  Winkel  als  Gegenwinkel  von  a  und  6  sind  r  und  ß ,  Un- 
bekannte die  Viereckswinkei  in  A  und  B;  Briot  und  Bouquet  haben  in  den 
Lesens  de  Trigonometrie  (9.  Aufl.,  Paris  1884,  S.  104  bis  105,  aber  ebenso 
in  der  1.  Aufl.)  genau  die  Baursche  Bezeichnnng  (s.  auch  nuten  Barck- 
hardt).  Die  trigonometrische  Geschichte  dieser  praktisch  sehr  wichtigen 
Aufgabe  reicht,  wie  der  Text  andeutet,  jetzt  bald  300  Jahre,  auf  Snd  und 
mi  Schickhart,  zurück.  Die  symmetrische  Behandlung  und  die  Benützung 
des  Hilfewinkels,  die  jetat  die  Auflösung  so  bequem  machen,  sind  allerdings 

i'Bngem  Datums  (erst  100  Jahre  alt).  Iianibert  hat  in  den  „Bejträgen'  I, 
lerlin  1765,  S.  75,  nur  den  einen  Viereckswinkel,  z.  B.  bei  A,  als  Unbe- 
kannte ic  genommen,  übrigens  für  sc  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 
i0  6  xtgiti  —  x)  =  m:n  beigestellt ,  so  dass  auch  hier  ein  Hilfewinkel  die 
bequeme  log.  Aufl.  geliefert  hätte.  Ein  solcher  Hilfswinkel  ist  aber,  so 
oft  auch  die  Aufgabe  behajidelt  wurde,  erst  später  eingeführt  worden,  wie 
es  scheint  ziemlich  gleichzeitig  von  Delambre,  Surckhardt,  BolmefAirger 
u.  A.  Die  Aufl.  von  Burckkairdt  (Mon.  Corr.  [Zaeh]  Bd.  4,  S.  359 ,  1801) 
ist  diese:  Ä,B,C  sind  die  gegebenen  Punkte;  a,  6,  c,  Ä,  B,  C  Seiten  und 
Winkel  dieses  gegebenen  Dreiecks;  D  ist  der  zu  bestimmende  Punkt,  in 
dem    IX   und  ji    {Gegenwinkel   von    a   nnd  ö)  gemessen  sind.     Er  setzt  nun 
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tgy^  "^— f!  ^"'^  erhält,  wenn  58  den  Winkel  in  B  im  Dreieck  BCD 
bedeutet ; 

und  damit  alles  weitere  nach  dem  SKWS-Satz.  Ihnlich  Terilhrt  Bohmn- 
herger  (in  der  Ebenen  Trigonometrie  von  P/feiifcrer,  Tübingen  1803.  S.  283; 
in  besserer  Symmetrie  aber  S.  295).  In  der  Folge  ist  dann  bald  die  Sym- 
metrie der  Anflöanng  allgemein  hergestellt  worden,  indem  die  beiden  ganz 
gleichwertigen  unbekannten  Viereck  swinkel  bei  A  und  B  als  Unbekannte 
genommen  werden  (so  z.  B.  bei  Pross,  Trigon.,  Stuttgart  1840,  S.  19-5)  nach 
dem  Vorgang  von  Gauss,  Geiiing  u.  A.  (Tgl.  Coordinatenauflösnng,  Gauss  in 
Ästron.  Nachr.  Nr.  6,  Gerling  (auch  zur  sog.  Hafiseti  sehen  Anfg.)  in  Astron. 
Nachr.  Nr.  62  (Äug,  1824,  S.  231)  u.  e.  f.).  Übrigens  gab  die  vollständig 
^mmetrisehe  Auflösung  in  der  heutigen  Anordnung  bereits  DelarrAre  (vgl, 
CagnoU{-GhoJn^i)  Trigonometrie,  Paris  1808,  8.  211  ff.  und  dazu  Vorwort 
S.  VIH). 

sa)  60)  mid  61J.  Änch  die  sog.  Hiwisewsche  Aufgabe  hat  eine  linge 
Geschichte,  über  die  in  der  Textanmerkung  einiges  angedeutet  ist  Die  im 
Test  angewandten  Bezeichnnngen  sind  ebenfalls  die  JBowj- sehen,  >gl  dazu 
Reuschle,  a.  a.  0.  S.  67,  wo  eine  noch  etwas  symmetrischere  Bezeichnung 
gewählt  ist.  Die  Einföhrung  des  m  fflr  gleichzeitige  Auflösung  det  Auf 
gäbe  in  Form  der  Eückvfärts-  und  der  Vorwärts-Binschneide  Aufgabe  rührt 
von  jßaiM-  her.  Eine  symmetrische  Auflösung  der  Aufgabe  mit  dem  Hilts- 
winkel  findet  sich  bei  Böhnenberger-Pfkiderer  a,  a,  0,  S.  217,  noch  lym- 
metrisoher  (und  dem  beutigen  Gang  der  Btwr  sehen  AufL  Toliständig  ent 

S rechend)  bei  Pross  (Trigonometrie,   Stuttgart  1840,  S.  Iö4)     Vgl   auch 
jte  58)  (Geling). 


sobald  die  Auflösung  jener  Viereeksaufgabe  verstanden  ist.  Vgl.  z.  B.  Pross, 
Trigonometrie,  Stuttgart  1840,  S.  201  n.  ff.,  (die  jeinfeche"  und  die  belie- 
bige Erweiterung;  die  2.  Aofl.  8.  303  ist  gana  symmetrisch  und  entspricht 
vollständig  unarem  hent^en  Gang),  Sds  a.  a,  0.  S.  243.  Aus  der  neuem 
geodätischen  Litteratur  seien  (mit  Eflcksicht  auf  die  Bemerkung  von  Jordan, 
Zeitsehr.  für  Vermesa,  1894,  S.  452)  nur  etwa  angeführt :  Bahn,  Land- 
messung. Berlin  1886,  S.  350;  Baule,  Vermessungskunde,  Leipzig  1890, 
S.  192. 

es)  Vgl.  Umimer ,  Zeitsohr.  für  Vermess,  1895.  S.  609  bis  612  (mit 
Coordinaten). 

6^)  Über  diese  Sechsectsaufgabe  s,  Lambert  (s.  oben  I,  1765,  S,  72, 
77,  81,  Fig.  13  and  18,  Tafel  I);  Heis  (S.  245),  Pross  (Trig.  1840,  S.  211) 
folgen  Lambert,  der  die  zwei  im  Test  als  Unbekannte  genommenen  Winkel 
(f  und  tp  einführte.  Über  die  Aehtecksaufgabe  vgl.  ebend.  S.  186  ff.,  Fig. 
45  und  47. 

65)  Vgl,  dazu  Jordan  Bd.  2,  4.  Aufl.  1893,  S.  314  und  316, 
69)  Vgl.  auch  Heis  a.  a,  0.  S,  942;    auch   sonst  vielfach  behandelt 
ST)  Ebenfalls  oft  behandelt,  vgl,  z.  B.  JVoss,  Trigon    *5  231    Fig   12'' 
Das  im  Test  angeführte  Zahlenbeiispiel  ist  das  iVosssche 

63)  Wenige  so  grundlegende  praktisch-trigonometiische  Dinge  habon 
so  viele  verschiedene  Namen  nnd  Bezeichnungen  eihalten  wie  ier  bei  jeder 
trigonometiischen    Rechnung    im    Coordinatensystem    iviedeikphrendc  Picht 
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Tingswinkel.  In  Südcleatsehianä,  in  der  bayrischen  und  wflrttembergi sehen 
LanüeETermessung',  war  in  den  ersten  Jahrzehnten  dieses  Jahrhunderts  der 
Name  Direlitionawinkel  im  Gehraacli,  der  aber  bald  zweckmässig  vollende 
in  Eichtungswinkel  umgesetzt  wurde.  In  der  Trigonometrie  von  Män- 
choTB  (1826)  heisst  der  Winkel  ßestimmnngswinkel  (einer  Richtung); 
Nordwinkel  war  in  Dentschiand  wohl  nirgends  im  Gebrauch  (s.  übrigens 
unten  die  Katasterbezeichnung  in  Württemberg),  wohl  aber  SUdwinkel  in 
Österreich ,  wo  man  die  a-Axe  geodätischer  Coordinatensysteme  (wie  in 
Deutschland  z.  B.  in  Baden,  vgl.  Text)  in  den  Stldzweig,  nicht  wie  sonst  in 
Deutschland  in  den  Nordsweig  des  iSulIpunktmeridians  legt.  Die  Bezeich- 
nung ist  aber  eigentlich  nur  für  Punkte  der  .■c-Axe  selbst  richtig,  s.  u. 
Neben  Richtungswinkel  wurde  auch  das  Wort  Azimut  Tielfach  gebraucht; 
unnötigerweise  und  sogar  unrichtigerweise,  obgleich  es  sich  freilich  um  Azi- 
mutalwinkel  handelt.  Kan  müsste  eigentlich  immer  sagen:  trigonometrisches 
Azimut.  Obgleich  der  Feldmesser,  der  fortwährend  mit  Eichtungswinkeln 
rechnet,  mit  (astronomischen)  Azimuten  selten  oder  nie  zu  thun  hat  und  also 
eine  Verwechslung  nicht  zu  fürchten  ist,  so  hat  doch  das  Wort  Azimut  (einer 
terrestrischen  Eiditung)  die  ganz  bestimmte  Bedeutung;  Winkel,  den  diese  vom 
Standpunkt  ausgehende  Bichtnng  mit  dem  Meridian  des  Standpunkts  ein- 
schliesst.  Dieser  Meridian  und  die  Parallele  z-a+x,  von  der  aus  der  Rich- 
tungswinkel zu  zählen  ist,  sind  aber  nicht  identisch  und  so  weichen,  in  jedem 
Punkt  ansserhalb  der  ^-Axe  und  um  so  mehr,  je  grösser  die  Entfernung  des 
Standpunkts  von  der  x-Axe  ist,  Richtungswinkel  nnd  Azimut  einer  Richtung 
uni  einen  gewissen  Betrag,  die  sog.  Meridiankonvergenz  (vgl.  S.  498)  von  ein- 
ander ab.  Warum  also  denselben  Namen  fflr  zwei  Dmge,  die  nicht  dasselbe 
sind?  Es  ist  selir  zu  begrüssen,  dass  man  wieder  mehr  und  mehr  auf  den 
Namen  Richtungswinkel  sich  einigt.  Einer  der  am  wenigsten  geeigneten 
Ausdrücke  dafür  ist  Neigungswinkel  oder  Neigung  (C.  F.  Gauss  he- 
nOtzt  dieses  Wort  gelegentlich,  daneben  aber  auch  Azimut  [Azimut  in  piano] 
nnd  Richtungswinkel);  jener  Ausdruck  ist  bei  der  preussischen  Kataster- 
Verwaltung  eingeführt  worden.  Azimut  war,  durch  G.  W.  Baur  eingeführt, 
beim  württembergischen  Kataster  im  Gebrauch,  wo  jetzt  ebenfalls  Richtungs- 
winkel benützt  wird.  —  Nun  vollends  die  Bezeichnungen:  In  der  ersten 
Anfl.  dieses  Buchs  war  [dem  Trigonometrie-Unterricht  von  Baur  entsprechend) 
für  den  Richtungswinkel  der  Strecke  AB  eingefahrt  {X,  AB);  es  ist  aber  jetzt 
X  als  selbstverständUch  weggelassen  nnd  die  /oriiansche  Bezeichnung  {A  B) 
(bereits  in  dem  Taschenbuch  von  1873  eingeführt)  angenommen.  Die  jetzige 
Bezeichnung  des  württerabe^schen  Katasters  n.AB  (ohne  Klammern)  ist 
wohl  nicht  zur  allgemeinen  Einfllhrung  zu  empfehlen  (früher  war  in  Würt- 
temberg, vgl.  Kohler,  Die  Landesvermessung  des  Königreichs  Württemberg, 
Stuttgart  1858,  als  die  Hauptaxe  noch  nach  Osten  vom  Nullpunlct  aus 
angenommen  wurde  OAB,  später,  als  sie  durch  den  Nullpuntt  gegen  Nord 
gelegt  wurde.  NaB  im  Gebrauch,  S.  1S6  bis  193);  wenn  m.^fl  bedeuten 
soll:  Nord,  AB,  so  ist  es  ausserhalb  der  a;-Aie  um  so  mehr  unrichtig,  je 
grösser  y  wird  (s.  oben),  soll  es  hei ssen  Null,  AB,  so  wärera.  besser  durch 
X .  zu  ersetzen ;  in  jedem  Fall  ist  das  n .  überflüssig.  Wenig  zweckmässig 
erscheint  ferner  auch  die  Bezeichnung  des  preussischen  Katasters,  die  daran 
festhält,  jeden  Richtungswinkel  mit  Einem  Buchstaben  und  zwar  «  (Neigung) 
zu  bezeichnen,  so  dass  für  den  Richtungswinkel  {AB)  ^schrieben  wird;  »i', 
was  zu  vielen  Unzuträglichkeiten  beim  Schreiben  und  im  Druck  führt.  Die 
älinliche  Bezeichnung  Uj^  für  [Pj  Pj),  die  z.  B,  Sdikbach  benützt,  ist  schon 
aus  Granden  der  allgemein  angenommenen  mathematischen  Zeichensprache 
kanni  zulässig. 

63)  Die  im  Text  sogleich  folgende  Betrachtungsweise  des  , allgemeinen' 
ebenen  rechtwinkligen  Dreiecks  (Dreieck  mit  Vorzeichen  für  die  Katheten 
und  deshalb  zwischen  0"  und  360o,  nicht  nur  zwischen  0"  und  90"  liegendem 
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Winkel)  ist  Tielleicht  am  meisten  geeignet  für  die  Einführung  des  Anföngers 
in  die  einfachen  „Aufgaben  im  rechtwinkligen  Cooidinatenajstein'.  Die 
zwei  Grundaufgaben  sind  in  der  B(i«rscheii  Form  behandelt  (von  wenigen 
Abänderungen  ahgeeehenji  ygl.  Jordan,  Taschenbuch  1873,  8.  112/113,  Hand- 
buch der  Vermess.  2.  Bd.,  4,  Anfl.  1893,  S.  227  bis  232).  Den  Coordinaten- 
rechnnngen  diese  für  praktische  Anwendung  he<iuemste,  weil  gobranchsbereite, 
einfach  "zu  merkende  imd  jeden  Zweifel  ansschliessende  Form  gegeben  zu 
haben,  ist  eines  der  wichtigsten  Verdienste  Baurs. 

70)  Zu  Aufgabe  3)  vgl.  auch  F.  G.  Gauss :  Die  trigon,  und  polygen. 
Rechnungen  in  der  Feldmefiskunst,  2.  Aufl.  Halle  1893,  S.  107;  Jordan,  Bd.  2., 

4.  Anfl.  1893,  S.  246.  Gauss  (ebenso  Jordan)  rechnen  ohne  die  Winkel 
(AB)  und  (DG),  doch  ist  es  bequemer,  diese  Winkel  zu  Terwenden,  wenn 
man  nicht  mit  einer  Rechenmaschine  rechnen  kann  oder  will.  Zu  Äufg.  4) 
vgl.  Gauss  a,  a.  0.  8.  112,  Jordati  a.  a,  0.  S.  243  bis  244. 

Es  mag  hier  auch  bei  Gelegenheit  der  obigen  Bemerkung  an  Aafg.  3), 
aber  nur  anhangsweise,  darauf  aufmerksam  gemacht  sein,  dass  neuerdings 
dem  Ersatz  der  logarithmisch-trigonometrisehen  Rechnungen  (des  Gebrauchs 
der  Logarithmentafel  also)  durch  arithmetisch -trigonometrische  Rechnung 
(unter  Benützung  einer  Rechenmaschine)  viel  das  Wort  geredet  wird.  Der 
Verfasser  hat  wiederholt  vergleichende  Versuche  gemacht,  die  grosse  Zeit- 
ersparnis aber,  die  dadurch  gewonnen  werden  soll,  nicht  bestätigt  gefunden 
(wie  ich  denn  auch  sonst  die  Brtahrnng  gemacht  habe,  dflss  mir  selbst  geübte 
Rechenmaschinen-Eeehner  bei  Multiplikationen  u.  s.  f.,  die  ich  logarithmisch 
rechne,  nicht  folgen  können).  Anders  könnte  die  Vergleichnng  freilich  aus- 
fallen, wenn  einmal  unsre  jetzigen  Rechenmaschinen,  die  bekanntlich  ihrem 
Wesen  nach  Additionsmaschinen  sind,  durch  wirkliche  Multiplikations' 
masohinen  (zu  denen  Seiimg  einen  Anfang  gemacht  hat)  ersetzt  werden 
können.  An  eine  allgemeine  Einführung  des  Verfahrens  (das  den  gonio- 
metrischen  Zahlen  selbst  an  Stelle  ihrer  Logarithmen,  „den  wichtigsten 
mathematischen  Funktionen  wieder  mehr  zu  ihrem  Rechte  verhilft',  Jordan 
im  Vorwort  znr  Kenansgabe  des  Opus  Palatinum,  Sinus-  und  Cosinus-Tafeln 
von  10"  zu  10"  [7-stcllig]  Hannover  1897)  ist  jedenfalls  so  lange  nicht  zu 
denken,  als  der  Preis  einer  guten  Rechenmaschine  verhältnismässig  sehr 
hoch  ist.  Für  die  Zwecke  dieses  Buchs  muse  es  ohnehin  an  dieser  Anmer- 
kung genügen. 

^1)  Die  Behandlung  dieser  wichtigsten  Triangulirungsaufgabe  (bis  au 

5.  360)  ist  genau  die  vonBaur;  vgl.  Jofdam,  Taschenbuch,  1873;  S.  123  bis  124. 
Die  Znsätze  S.  361  sind  hier  selbstverständlich  nicht  im  Sinn  praktischer 
Rechnungen,  sondern  im  Sinn  von  Übungen  anfzufassen.  Immerhin  wird  es 
nicht  ohne  Interesse  sein,  zu  sehen,  dass,  wie  man  die  Aufgabe  des  Rückwärts- 
einschneidens  auf  verschiedene  Art  vollstündig  auf  VorwSrtseinschneiden  zu- 
rückführen kann  (s.  z.  B.  S.  366  und  Anm.  's))  man  auch  (theoretiBch)  die 
Aufgabe  des  Vorwärtseinschneiden s  auf  einen  EUckwärtsschnitt  zurückführen 

'ü)  Vgl.  Jordan,  Taschenbuch,  S.  126;  ebenso  in  den  spätem  Auf- 
lagen. Diesen  nächstliegenden  Weg,  mit  Hilfe  der  g'egebenen  Coordinaten 
die  Aufgabe  zuerst  auf  die  Snelliussche  Aufgabe  (ausserhalb  des  Coordinaten- 
systems)  zurückzuführen,  giebt  schon  Bohnenherger  1803  an  {P/Ieirferer s 
Trigonometrie  S.  294). 

'S)  Vgl.  z.  B.  Bammer,  Zeitschr.  für  Vermess.  1895,  8.  599  bis  600. 

'*)  Die  Litteratur  der  Aufgabe  des  Eückwartsein Schneidens  ist  immer 
noch  in  raschem  Wachstum  begriffen;  es  genüge  die  Zusammenstellung  bei 
Jordan  zu  erwähnen,  ferner  etwa  die  Abhandlung  von  Runge,  Zeitschr.  für 
Vermess.  1894,  8.  204  (Rechen maschine),  Sossna,  ebend.  1896,  S.  269,  288 
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und  471  (ebenso)  za  nennen.  Vgl.  znr  Aufgabe  des  Eöckw&rteemschneidens 
im  Coordinatensjstein  auch  Gtrlinfi,  Die  pothenotische  Aufgabe  in  praktischer 
Beziehung,  Marhnrg  1840. 

Töj  Diese  elegante  Anflösung  (von  Oerling  in  der  soeben  erwähnten 
Schrift  ganz  nach  Gaitss  vorgetragen,  S.  12,  Beispiel  S.  15;  auch  Grunert, 
aJ  a.  0.,  S.  126  bis  131  folgte  1837  der  ffaussschen  Lösung),  die  im 
geodätischen  Unterricht  in  Stuttgart  von  Baur  und  SiAoder  eingeführt  und, 
vom  ersten  kaum  abgeändert,  lange  Zeit  auch  praktisch  benützt  wurde, 
stammt  bekannthch  von  Gauss  {Schumachers  Astron.  Nachr^  1,  Bd.  S.  84) 
und  von  Bessd  her  (Obei  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geometrie,  Mon. 
Corr.  [Zach]  Bd.  27,  S,  222,  März  1813);  Tgl.  auch  die  Bemerknngen  von 
Mollic^de  dazu  (ebend.)  Bd.  27,  S.  506,  Juni  1813.  M.  verweist  anf  Pfieiderer 
[sollte  Bohnenberffer  heissen];  Aufl.  von  Bm-ekhardt,  Käfitner  a.  a.  werden 
erwähnt;  endlich  wird  Delambre  citirt,  der  die  Aufgabe  in  der  Besselmltsa 
Form  auflöst  [d.  h.  mit  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  und  des  gesuchten 
Punkts];  „aber  freilich  sind  seine  Formeln  nicht  geschmeidig").  Es  mag 
dies  aasdiücklich  erwähnt  sein,  weil  sich  demnach  keineswegs  die  erste  Auf- 
lage dieses  Buchs  der  „erstmahgen  Veröffentlichung  einer  Baur-Sehoder  sehen 
Aufgabe'  schuUig  gemacht,  sondern  nur  eine  Gauss-Bessel  sehe  Auflösung 
reproduzirt  hat.  Es  ist  keine  „Scftorfei-ache  Willkür",  dass  bei  dieser 
Auflösung  die  Winkel  (Biobtungen)  vom  .änssersten  Punkt  links'  aus  gezählt 
werden,  sondern  eine  Gousssche  und  5essei sehe  Übung  {die  sieh  schon  bei 
SneUius  findet  und  nach  heutigen  Begriffen  gerade  bei  dieser  Aufgabe  nahe 
genug  liegt,  da  man  hier  die  Winkel  meist  „ans  Eichtnngen"  [, in  Sätzen"] 
ermittelt  und  nicht  unabhängige  Winkel  miaat.  Doch  ist  auf  diese  praktisch- 
geodätische Angelegenheit  hier  nicht  weiter  einzugehen), 

'ö)  Vom  Verf.  in  der  Zeitschr.  für  Vermees.  1895,  S.  603  angegeben 
[vgl.  auch  die  Anmerkung  daselbst  mit  den  Citaten:  Phil.  Transactions,  1671, 
Weyer,  Annale»  der  Hydrogr.  1882,  S.  537,  F.  G.  Gauss,  Trigonometrische 
und  Polygon.  Rechnungen  etc.  (s.  oben)  S.  94,  Jordati,  Handbuch  (s.  oben) 
S.  307,  Dfäher.  Zeitschr.  für  Vermess.  1888,  S.  140,  Glm&m,  Astron.  Nachr. 
Bd.  18,  S.  367,  1841).  Die  Sotisrnsehe  Anfi.  steht  ebenfalls  im  Bd.  18 
der  Astron.  Nachr. 

77)  Erste  Art  a.  bei  Jordan  a.  a.  0.  (4.  Aufl.  1893 ,  S.  312) ;  die 
zweite  Art  vom  Verf.  in  Zeitschr.  für  Vermess.  1895,  S.  609  bis  611  ange- 
geben (vgl.  Anm.  63).  Die  Aufgabe  wird  oft  als  JllareJsche  bezeichnet 
(nach  Marek  1875,  vgl.  Jordan  a,  a.  O.j. 

'8)  Vgl.  z.  B.  Ptüler,  Zeitschr.  für  Verm.  1897,  S.  385 ;  doch  ist  dies 
nicht  von  praktisch-rechnerischer  Bedeutung. 


80)  Die  Verwendung  von  , Schiebzetteln"  ist  in  aolchen  Fällen  be- 
sonders von  Schoder  empfohlen  nnd  mit  grossem  Erfolg  für  die  Eeohnnngs- 
Sicherheit  benutzt  worden,  vgl.  Anm.  ^*);  aie  ist  auch  von  Ändern  schon 
öffentlich  empfohlen  worden,  vgl.  a.  B.  Schleback  in  seinem  „Geometer- 
kalender'  schon  vor  16  Jahren  u.  a.  f. 

si)  und  82}  Die  Berechnung  des  polygonalen  Zugs  ist  vollatändig  nach 
BauT  gegeben ,  nur  sind  die  Bezeichnungen  und  andere  Einzelheiten  etwas 
abgeändert.  Die  Pohgonometrie  in  diese  einfache  und  für  die  Rechnung 
so  überaua  bequeme  Form  gebracht  zu  haben,  iat  wohl  das  hauptsächlichste 
trigonometrische  Verdienst  Baurs.  Die  Polygonzöge  werden  in  der  Land- 
messnng  seit  etwa  75  Jahren  in  ausgedehnterem  Masse  verwendet  (vgl. 
F.  G.  Gaus»  a.  a.  0.  S.  370;  zu  dieser  Aufzählung  ist  jedoch  zu  bemerken. 
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dass  in  Württemberg  schon  lange  TOr  der  EmfBhrung  der  eigentlichen  Po- 
lygonzüge für  die  Kleinraessung  {1871)  die  Polygonistening  thatsächlioh  be- 
nätzt wordsD  WM.  Insbesondere  sind  die  „trigonometrischen*  Funkte  der 
württembergisohen  Schwarz waldthäler  auf  diesem  polygono metrischen  Weg 
der  , Stationierung*  bestimmt  worden,  Tgl.  darüber  KMe/r,  Landesver- 
messung Württembergs  [s.  oben]  S.  209  ff.,  so  dass  Wflrtterabeig  zu  den 
Staaten  gehart,  die  mit  am  frühesten,  nicht  zu  denen,  die  aro  spätesten 
TOB  der  Polygonmessang  Gebraucli  gemacht  haben;  „polygonometrische 
Trianguliemng",  KoMer  S.  211).  Hier,  bei  den  praktischen  Rechnungen 
der  Landmessmig,  hat  sich  allmählich  jene  Form  der  Rechnung  heraus- 
gebildet, die  jede  Folygonseite  nebat  dem  zugehörigen  Bichtanga winket  für 
sich  betrachtet,  und,  obgleich  diese  Bichtungswinkel  allerdings  nichts  andres 
sind,  als  die  Summe  der  vorhergehenden  Polygonwinkel  (von  einer  Ansahl 
mal  1800  abgesehen),  so  den  ünsammenhang  mit  den  andern  Seiten  für  die 
Rechnung  gleichsam  löst,  die  i'S'fwKerachen  Winkelsnmmen  aufgiebt.  Als 
Ursprungszeit  des  JBour  sehen  Rechnungsformnlars  ist  schon  etwa  Ende  der 
50er  Jahre  ku  bezeichnen ;  zum  erstenmal  publiziert  ist  diese  Becbnungs- 
weise  von  Baw  selbst  in  der  vorletzten  „Technischen  Anweisung"  für  die 
württembergischen  Eataatermessungen ,  sodann  von  Jordan,  Taschenbuch 
(b.  oben)  S.  114  bis  117.  Seitdem  ist  diese  Form  der  Zugrechnnng  überall 
angenommen  worden.  Die  Sache  ist  anch,  sobald  die  zwei  „Grnndanfgaben' 
gut  begriffen  und  eingeübt  sind,  so  einlach,  dass  die  Rechnung  des  offenen 
Zugs  mit  den  für  beliebte  Winkel  giltigen  Bezeichnungen  eigentlich  ein 
Corollar  jener  Grundaufgaben  bildet.  Jedenfalls  kann  man,  sobald  eine  An- 
zahl von  Zügen  duichgerechnet  ist,  fest  von  jedem  Schüler  die  Berech- 
nungen des  geschlossenen  Polygons  selbst  finden  lassen,  da  dabei  zur 
Zugreebnung  und  den  allgemein  giltigen  Beziehungen  der  zwei  Gmndaafgaben 
nur  noch  eine  DreiecksauflOsnng  aus  einer  Seite  nnd  den  Winkeln  oder  aus 
den  drei  Seiten  hini'akommt,  vgl.  Anm.  33). 

«3)  Auch  hier  sind  die  Rechnungen  nach  Baw  schem  Muster  geführt; 
sie  sind  als  Übungsau%aben  zu  betrachten,  sobald  die  zwei  Grundaufgaben 
und  die  Rechnung  des  offenen  Zugs  genügend  aufgefasst  ist  (s.  Anm.  ^') 
und  82).  Die  Aufzählung  der  drei  Vielecksaufgaben  ist  schon  bei  L'Smliei- 
vorhanden  (a.  a.  0.  von  S.  36  an ,  wobei  der  1.  nnd  einfachste  Fall  bei 
jeder  Aufgabe  stets  der  im  obigen  Text  allein  behandelte  mit  „vereinigter 
Lage  der  Stücke'  ist;  bei  L'Ruilier  sind  nur  die  oben  als  1.  und  2.  be- 
zeichneten Aufeaben  vertauecht).  Man  vgl.  u.  A.  die  Rechnung  des  Bei- 
spiels zum  8.  Fall  (Nenneck)  bei  L'Smliei;  S.  68  bis  71,  mit  dem  Beispiel 
zum  8.  Fall  im  Text  S,  391  ff.  Die  L'Huüier  sehe  Form  der  Polygono- 
metrie  ist  in  den  meisten  Eiern entar-Lehrbüchern  beibehalten,  vgl.  z.  B. 
Dienger,  Ebene  Polygonometrie ,  Stuttgart  1854  (Anordnung  der  drei  Fälle 
wie  im  Test),  Sjnts,  Lehrbuch  der  ebenen  Polygonometrie,  Leipzig  1866, 
auch  Heis  a.  a.  0.  S.  96  n.  b.  f.;  denn  obgleich  in  der  Regel  die  Rich- 
tungswinkel verwendet  werden  (bei  Dienger  z.  B.  Bezeichnung  w,  ohne  be- 
sondem  Namen),  werden  sie  doch  stets  direkt  als  Summe  von  2,  3,  4  .  . 
Polygonwinkeln  genommen,  statt  dass  vollständig  auf  sie  übergegangen 
wird ,  d.  h.  das  Vorhergehende  nicht  mehr  in  Betracht  kommt  (vgl.  a.  B. 
bei  Dimger  den  3.  Abschnitt,  bei  ^its  den  6.  Abschnitt).  Vgl.  anch  die 
altern  Darstellangen  der  Polygonometrie  von  Müncliow  (a,  a.  0.  S.  102, 
seine  Grundgleichnngen  lauten: 

y..,  =  y.  +  s„sink,^,, 
wo  j  die  Seitenlängen  und  k  die  Bestimmungswinkel  bedeuten),  von  Grunert 
(a.  a.  0.),  von  Pro^s  (Trig.  und  Polyg,,  von  S.  258  an,  besonders  S.  276  ff,), 
von  Black  (a.  a.  0.)  u,  s.  f. 
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84)  Es  giebt  eine  Reihe  besondrer  Abhancllungon  darüber,  die  aber 
alle  (wie  der  ganze  g  42  im  Sinne  der  geodätischen  Trigonometrie)  njcht 
Ton  grosser  Bedeutung  sind  im  Gegensatz  zur  Bechnnng  des  „Zugs"  §  40 
(und  besonders  des  .angeschlossenen  Zugs",  dessen  Behandlung  aber  der 
Oeodlsie  vorbehalten  bleibt).  L'Suilier  betrachtet  diese  andern  Fälle  zieinlich 
vollständig.  Ganz  in  derselben  Art  behandelt  diese  Sache  z.  B.  Neil,  Über 
die  Lcsang    polygonometriseher   Aufgaben ,    Zeitschr,    für   Vermess.    1893, 

5.  489  u.  s.  f. 

85)  Kann  beim  ersten  Studium  ganz  flliergangen  werden.  Die  Sache 
ist  aber  pralitisoh  sehr  wichtig  und  deshalb,  obgleich  erst  die  Differential- 
cecbnong  schärfere  Begriffe  und  Beweise  liefern  kann,  doch  schon  mit  Bück- 
sicht  darauf  nicht  ganz  wegzulassen ,  dass  das  vorliegende  Euch  auch  an 
Solche  sich  wendet,  die  gleichsam  einen  zweiten  Kursus  in  der  Trigonometrie 
als  Vorbereitung  auf  Geodäsie  n.  s.  f.  durchmachen  wollen.  Vgl.  auch  z.  B. 
äeis  a.  a.  0.  S.  248  bis  251  u.  s.  w.  Geschichtlich  sind  zu  bemerken; 
Cagnoli,  VondenendlichenDifferenzeninderTrigonometrie,Mem.Soc,Italiana, 
Bd.  7,  Modena  1800,  Mollweide,  Beitrag  zu  der  trigonometi'ischen  Diffe- 
renzenrochnung,  Mon.  Gorr.  [Zach\  Bd.  15,  S.  441,  1807  u.  s.  f.  Auf  Diffe- 
rentialformeln in  der  Polygone nietrio  geht  der  Test  nicht  ein,  vgl.  darüber 
z,  B;  OerUng,  Die  Ausgleichungsrechnungen  in  der  practischen  Geometrie, 
Hamburg  1843,  S.  334  bis  340. 

88)  Diese  wohl  am  meisten  symmetrische  Form  der  Differential- 
gleichungen für  den  4.  Fall  glaube  ich  zuerst  aufgestellt  zu  haben;  vgl. 
Zeitschr.  f.  Vermessungsw,  1895,  S.  165  oben. 

87  und  83)  In  der  Regel  werden  nur  der  Cos-Satz  (cos  a  =  . . .)  und  der 
Si«-Satz  (sma  sinß  =  . . .)  als  die  zwei  Grundformeln  des  sphärischen  Drei- 
ecks angegeben;  die  dritte  der  Gleichungen  (5)  ist  aber,  wenn  man  die 
Formeln  durch  räumliche  Coordinatenum Wandlung  gewinnt,  zunächst  ganz 
gleichberechtigt.  Diese  im  Text  gegebene  Ableitung  der  drei  Grundforineln 
ist  denn  auch  ganz  genau  auf  dem  Weg  erhalten,  der  in  der  sphärischen 
Astronomie,  jetzt  der  wichtigsten  Anwendung  der  sphärischen  Trigonometrie 
(die  aus  jener  hervoigegangen  ist)  seit  langer  Zeit  stets  benützt  worden  ist. 
Man  kann  z.  B.  die  Abhandlungen  Sessels  aufschlagen,  wo  man  will,  wo 
von  einem  sphärischen  Dreieck  die  Rede  ist,  findet  man  drei  Grund- 
gleichnngen  von  der  Form: 

st«  o  sin  fi  — 

sin  (T  cos  (»  = 

und  nicht  nur  die  zwei  ersten  davon.  Die  Ableitung  im  Text  folgt  speziell 
der  Darstellung  von  Brämtüiv  (SpMrische  Astronomie,  4.  Aufl.,  Berlin  1881, 
-  S.  1  bis  4;  ganz  ebenso  schon  in  der  1.  Aufl.)  und  diese  Ableitung  der  Grand- 
formeln findet  sich  auch  geradezu  in  allen  andern  Lehrbüchern  der  sphärischen 
□der  sphärisch  -  praktischen  Astronomie  (vgl.  z.  B.  das  umfassendste  Werk 
dieser  Art,  Ohauvenet,  Spherical  and  Fractical  Astronomy,  Bd.  1.,  S.  28, 
Bowie  dessen  Treatise  on  Plane  and  Spherical  Trigonometry).  Die  1.  Anfi. 
des  vorliegenden  Buches  hat  nur  etwas  in  der  praktischen  Astronomie  seit 
Jahrzehnten  mit  Rocht  als  selbstverständlich  Angesehenes  auch  der  Schule 
znfllhren  wollen;  es  sei  dies  deshalb  erwähnt,  weil  Catttor  (s.  oben)  diese 
Ableitung  besonders  hervorgehoben  hat.  Wie  sehr  der  zugleich  mit  der 
Ableitung  der  ßrundformeln  zu  gewinnende  Beweis  ihrer  Allgemeingiltigkett 
(wenigstens  für  die  hier  genBgende  Voraussetzung  von  Seiten  und  Winkeln 
<;  180*1)  willkommen  ist,  kann  z.  B.  die  Diskussion  der  coS'Formel  in  der 
berübmton    Abhandlung   von   Lagrange   (Journal   de   Tfilcole  Polytechnique, 

6.  Heft,  1799)  zeigen,  ferner  die  Notiz  von  Gauss  (Werke,  4.  Bd  ,  Göttingen 
1873,  S.  401  ff.).  —  Giiuss  hat  liier  vier  Grnndformeln ;  als  einzige  Haupt- 
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grnndformel  d  ent  (alles  wie  liei  Lagrange)  der  Cos -Satz;  aus  ihr  wird  der 
iM  ^atz  abgeletet;  eodann  cos Ä  =  — co»BcosG  + sinBsinGeosa,  und 
p  dich  cosaorts B  =  ct3 0 «SM fl  —  cfoCsm S  (Gl.  (IV),  (S)  des  Testes).  Wenn 
an  der  letzten  Gleichnng  der  4.  Gomss sehen  Qrnndformel,  in  der  Form; 
•nn  B  ctg  0  =  ctg  e  sin  a  —  cos  a  eos  B,  links  für  sin  B  das  gemäss  dem  Sui- 

Satz  damit  gleiche : setzt  und  die  ganze  Gleichung  mit  sin  o  dnrch- 

mnltipliziert,  so  erhält  man  swi6co8C=  coscsiwo  — siwccosacosü,  d.  h. 
eine  unsrer  örundgleichungen  (III)  und  zwar  (D).  Es  ist  also  eigentlich  kein 
grosser  Unterschied  zwischen  den  Gauss  sehen  vier  Grandfermeln  und  der 
Auffitasnng  des  Textes,  an  den  drei  Grundgieiohungen  daselbst  tritt  nnr 
unere  (VII)  als  4.  hinzu.  Nun  ist  aber  (VII)  im  Polardreieck  dasselbe,  was  (I) 
im  ursprünglichen  Dreieck  ist  und  kann  deshalb  nicht  als  koordinierte 
Grundformel  gelten,  man  müsete  denn  als  5.  Grundformel  die  der  4,  Oauss- 
schen  ebenso  im  Polardreieck  entsprechende  cos  Äeosb=  ^ctgCsin  A  + 
ctgcsinh  [unsre  (VI)  (3)]  oder  besser  die  ebenso  wie  oben  durch  den  Sin- 
Satz  daraus  zu  gewinnende  {(V)  (8))  aufstellen,  und  hätte  dann  also  fünf 
Grondgleiehungen ,  nämlich  uiisre  (!)  bis  (III),  sowie  die  mit  Hilfe  des 
Polardreiecks  dazutretenden,  (nur  5,  weil  der  Si'mw- Satz  sich  selbst  polar 
entspricht).  Die  „Gaussschen  vier  Grundform  ein"  haben  sich  in  manchen 
Lehrbüchern  bis  heute  erhalten;  Tgl.  z.  B.  auch  Ldska,  Formelsammlung, 
Braunschweig  1888—94,  S.  441.  —  Die  Lagrange-Gams  sähe  Betrachtung  des 
Ausgehens  von  der  einen  cos-Pormel  als  Hauptgrundformel  ist  zuerst  von 
Qua  angestellt  worden  [Trigonometrie  sphörique  in  den  Möm.  Acad.  Paris 
1783)  und  seinen  Beweis  haben  dann  eben  Lagrange  und  Gavss,  wie  oben 
angedeutet  ist,  vereinfacht;  ferner  ist  zu  erwähnen,  dass  Euler  (s.  n.)  in 
seiner  ersten  Abhandlung  über  sphärische  Trigonometrie  von  1753  (deutsch 
in  Ostwalds  Klassikern.  Nr.  73,  Leipzig,  Engelmann  1896,  S.  23)  ebenfalls 
vier  Grundformeln  hatte  ond  zwar  genau  die  vier  oben  genannten  Gauss- 
schen,  in  der  zweiten  Abhandlung  von  1779  (s.  ebend.  S.  41  bis  42)  aber  drei 
Grundformeln  und  zwar  die  drei,  die  wir  nun  durch  Coordinatennmwandlung 
erhalten  (ebend.  Nachwort  S.  64  u.  35),  obgleich  er  seine  zweite  Ableitung 
mit  Hilfe  einer  stereometrischen  Betrachtung  gewinnt,  die  aber  selbstverständ- 
lich auch  als  Coordinatenumwandlung  aufgefasst  werden  kann.  Vgl.  auch  die 
Ableitung  des  Additionstheorems  für  sin  und  cos  in  der  Ebene  an  der  Hand 
der  Figur  S.  137  oder  durch  Coordinatenumwandlung  S.  141;  beide  Auf- 
gaben entsprechen  einander. 

Bei  Gelegenheit  dieses  Exkurses  über  die  Grundformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  ist  daran  zu  erinnern,  dass  wir  (S.  407)  die  an  sich  geometrisch 
keineswegs  notwendige  Voraussetzung  gemacht  haben,  dass  Winkel  und  Seiten 
des  Dreiecks  <  180"  sind.  In  der  sphärischen  Astronomie  wird  zwar  diese 
Voraussetzung  gelegentlich  bei  Seite  gelassen  (z.  B.  Stundenwinkel  und 
Azimut  von  0"  bis  3600  gezählt,  vgl.  §  62),  doch  reichen  wir  auch  hier  mit 
joner  Voraussetzung  aus  (vgl.  §  68  und  g  65  bis  Sohluss).  Man  könnte 
für  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  (Winkel  zwischen  den  aufeinander- 
folgenden Grosskreisbögen)  auch  eine  andere  Zählweise  einführen,  die  nicht 
die  Innenwinkel  des  „eigentlichen"  Dreiecks  als  Winkel  erscheinen  lässt, 
sondern  deren  Supplemente.  Wir  bleiben  aber  hei  dem  im  Text  angenommenen 
Gebrauch  stehen,  weil  das  einfachste  , eigentliche"  Dreieck  für  unsere  prak- 
tischen Zwecke  vollständig  ausreicht  und,  wie  eben  angedeutet,  nicht  nur 
,in  der  Geodäsie,  wo  eben  die  inneren  Dreieckswiiikel  unmittelbar  abgelesen 
werden"  (??;  Study,  Sphär.  Trigon.  etc..  Abb.  Math.  Phys.  Kl.  Sachs.  Ges. 
Wiss..  20.  Bd.,  Nr.  2,  Leipzig  1893,  S.  92  u.). ,  Über  die  allgemeine  Betrach- 
tung des  sphärischen  „Dreiecks",  die  dem  mathematischen  Studium 
überlassen  bleiben  mag,  vgl.  MöMas,  ,über  eine  neue  Behandlungs weise  der 
analytischen  Sphärik"   (aus  1846)  und  „Entwicklung  der  Grundformeln  der 
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sphärischen  Trigonometrie  in  grössfcmöglichec  Aligemeiiiheit'  (aas  1S60), 
beide  in  Bd.  2  der  Werke;  femer  Study,  a.  a.  0.;  u.  s.  f. 

Der  am  Schlnss  des  Torletzten  Absatzes  genannte  Euler  wurde,  beson- 
ders durch  die  awei  dort  angegebenen  Abhandlungen  von  1753  und  1778,  der 
Reformator  der  sphärischen  Trigonometrie  vor  allem  (vgl.  auch  Anm.  ^i) 
und  34],  die  vor  und  nach  ihm  eigentlich  zwei  gam  verschiedene  Disziplinen 
darstellt.  Die  Bezeichnungen  (a,  b,  c  für  die  Seiten,  für  die  gegennbei- 
liegenden  Winkel  A,  B.  (7|  würden  fast  alleio  aasreiohen,  ihn  als  Schöpfer 
der  modernen  sphärischen  Trigonometrie  erscheinen  zu  lassen;  denn  damit 
erst  wurde  es  mißlich,  die  trigoncmetriseheii  Beziehungen  in  der  Sprache 
der  Änalysis  auszudrücken  (wenn  er  auch  einzelne  Vorgänger  darin  gehabt 
hat,  z.  B.  Kresa  in  Prag,  F.  Steyer  in  Peterebui^  u.  s.  f.),  erst  damit 
konnten  an  Stelle  der  alten  „Analogien'  (Proportionen]  des  sphärischen  Drei- 
ecks, deren  schwerlallige  Sprache  oft  für  einen  einzigen  Satz  eine  ganze  Seite 
erfordert  (s.  Anm.  3«))  unsere  jetzigen  trigonometrischen  , Formeln'  treten, 
die  dasselbe,  äbersicbtlioh  und  leicht  merkbar,  auf  einer  Zeile  sagen.  Man 
verdankt  aber  Euler  auch  höchst  wichtige  Formeln,  z.  B.  die  zur  Rechnung 
der  Winkel  ans  den  drei  gegebenen  Seiten  und  umgekehrt.  Mit  Eulers 
Beform  war  die  praktische  sphärische  Trigonometrie  im  wesentlichen  ab- 
geschlossen; von  spätem  Formeln  stellen  nur  die  L' Suilier  sehe  Excessformel 
und  die  damit  zusammenhängenden  Formeln,  der  Legendi'ese}ie  Satz,  sowie 
die  I>dambre--Mollii>eide-Cfaitsssciieii  Gleichungen  noch  praktisch  wichtige 
Vervollständigungen  des  Pormelayparata  vor.  Was  nach  Gauss  noch  hinzu- 
kam und  in  unsem  Tagen  noch  hinzukommt,  hat  fast  alles  nur  theoretisches 
Interesse,  beeinflusst  dagegen  die  Anwendungen  der  Trigonometrie  (in 
Geodäsie  und  sphärischer  Astronomie)  nicht  merkliob;  vgl.  auch  das  Vorwort. 

88)  Auch  die  anschauliche  geometrische  Ableitung  der  Gvundformeln 
mit  Hilfe  des  aufgeklappten  Dreikants  führt  also  abermals  auf  die  drei 
oben  festgehaltenen  Grund  formein,  die  man  durch  räumliche  Coordinaten- 
transformation  findet.  Der  Verf.  hat,  was  der  Anmerkung  S.  416  hinzugefügt 
sein  mag,  diesen  Beweis  seinen  Schülern  stets  an  zwei  kongruenten  Dreikant- 
Modellen  gezeigt,  von  denen  das  eine  fertig  zusammengeklebt  ist,  das  andere 
aber  aufgeklappt  weiiien  kann  und  die  Strecken  von  Fig.  134  eingeschrieben 
enthält.  Diese  Ableitung  geht  auf  Boscovich  zurück  (Construetion  plane  de 
la  Trigonometrie  sph^rique  in  Bd.  III  der  Werke).  —  Erwähnt  sei  zu  g  47 
noch,  dass  der  in  1)  gegebene  Nachweis  der  ,Haupl^undfonnel"  der  Xn^t-owje- 
ache  ist  (vgl.  auch  Setvet,  a.  a.  0.  S.  I3S),  und  dass  ich  diesen  , andern 
Herleitungen'  vor  alten  andern  gerne  die  von  Helmert  aus  den  Differential- 
formeln beigefügt  hätte  (Höhere  Geodäsie,  1.  Bd.,  Leipzig  1880,  S.  72  bis  75), 
wenn  dies  die  tJnteiTichtsstufe,  für  die  dieses  Lehrbuch  bestimmt  ist,  zu- 
gelassen hätte. 

SO)  Name  nach  Vorschlag  von  Prof,  Eberhardi  gewählt. 

91)  Die  Gleichung  (VII)  in  2,  ist  im  Polardreieck  {durch  4,  eingeführt.) 
nichts  andres,  als  die  (I)  im  nrsprünglicben  Dreieck  und  kann  deshalb,  so 
wichtig  sie  ist,  nicht  ds  vierte  Grundformel  gelten  (vgl.  darüber  Anm,  87) 
und  88).  Eine  der  ersten  trigonometrischen  Anwendungen  des  Polardreiecks 
scheint  SnelUm  gemacht  zu  haben.  Bei  3,  dieses  Poiagraphen  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  das  seit  Anwendung  der  Logarithmeu  naheliegende  Bestreben 
der  .Verwandlung  von  Summen  in  Produkte"  (durch  Einfahrung  des  Hilfs- 
winkels) die  Urakehrung  der  „Prostaphäresis"  ist,  die  zuvor  eine  so  grosse 
Rolle  spielte:  man  suchte  vor  der  Einführung  der  Logarithmen  in  die 
praktische  Rechnung  Produkte  und  Quotienten  in  Summen  und  Differenzen  zu 
verwandeln  und  sich  so  auch  ohne  Logarithmen  den  Vorteil  zu  verschaffen, 
den  nun  eben  diese  gewähren.  Bekannt  ist  z.  B.  für  das  rechtwinklige 
sphärische  Dreieck  die  Verwandlung  von  sin 6  —  mi a.smß  (Kathete  aus 
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Hypotennw  Tind  Winkel),  in  sinb  =  \  [sin  (900  ~  a  +  {()  -  sin  {90" - a -- (f)']; 
'lip  iTi  2  erwähnte  Formel  cos  n  =  cosb  cos  c  +  sinb  sine  cos  a  hat  z.  B. 
Biiryi  (der  eine  der  Erfinder  der  Logarithmen  [nelwn  Neper,  s.  Anm.  »sy, 
wie  B  Wolf  ms  einem  Caaseler  Manuscript  BürgiB  nachwies)  1590  in  die 
Foim  gebiacht :   set^e  cosx  =  j  [cos  {b  —  e}  —  eos  (ft  +  c)] ,    so  wird 

eos«  =  licos(b~c)  +  cos{b  +  c)  + Costa -^)  +  cosia  +  ^)]; 
bei  der  piostapbäretischen.  Verwandlung  der  Formel,  die  a  in  n,  6,  c  aas- 

drutU  Icnia  — ~~ir~' — ^ — ]'    waren  allerdings   nur   die  zwei  Multi- 

phkatitnen    nicht  aber  die  Division  erspart,  nämlich 

^^^^_2<ma~oos(b-c)-eos{b-hc) 
cos  (b  —  c)  —  cos  (b  +  e) 
\„'l    Mulf   Astronomie,  Bd.  1.,  Zürich  1890,  S.  227. 

02)  Die  Ableitung  der  Delambre sehen  {MoUteeiäe sehen,  Gawssschen) 
Gleichungen  genau  nach  Brünmw,  a.  a.  0.,  der  MoUweide  folgt.  Andere 
gehen  tod  den  (altern)  JVep^r  sehen  Gleichungen  aus  (sehr  einfach  z.  B. 
Ghartres  in  Nature  [London]  1889,  Oct.  31,  S.  644),  ..Der  Name  D.  Öl. 
wird  neuerdings  auch  in  Deutschland  meist  gebraucht.  Über  das  Vorzeichen 
+  bei  den  D.  Gl.  (bei  Dreiecken  mit  Seiten  nnd  Winkeln  z.  T.  >  180») 
s.  g.  B,  bei  Helviert,  Höhere  Geodäsie,  1,  Bd.,  Leipzig  1880,  S.  79;  ferner 
über  ihre  Bedentnng  bei  ^Igemeinerer  Anffassiuig  der  sphärischen  Dreiecke 
bei  St^dy  a.  a.  0.  S.  127  Ms  131.  —  Die  in  ä,  folgenden  JVeyer  sehen 
Gleichungen  finden  sich  in  Neper»  Mirifici  logaritiiniorum  canonis  descrip- 
tio,  1614,  II,  S. 

93)  Vgl.  KU  der  letzten  Form  z.  B.  Baiüauä,  Cours  d' Astronomie, 
1,  Bd.,  Paris  1893,  8.  226. 

fl*)  Die  wichtigsten  Formeln  dieses  §  ((XIII)  und  (XVI))  sollten  nach 
Mder  benannt  werden,  der  allerdings  2s  =  ti+&  +  o  und  2a  —  et  +  ß  -h  y 
noch  nicht  einführte  (s  ist  aber  jetzt  seit  bald  100  Jahren  allgemein  im 
Gebrauch;  die  Bezeichnung  a  liegt  ebensonahe  und  wird  i,  B,  von  Heuschle 
rnii  Seis  benützt).  Den  Kamen  Ee-kensinus  hat  Jungha/nn  in  seiner  Te- 
traedrometrie  1862  eingeführt. 


86)  und  9')  Der  wichtige  Satz  über  die  Fläche  des  sphärischen  Drei- 
ecks mit  bekannten  Winkeln  (gleich  seinem  Eicesa)  kommt,  wie  es  scheint, 
auerst  in  der  »NouveUe  invenüon"  von  Qiri^d  1629  vor.  Die  Ableitung 
der  Formeln  in  3,  nnd  4,  sehliesat  sich  besonders  an  Serret,  S.  157  bis  160 
an  (s.  Schluss).  Die  berühmte  Excessformel  IXX)  (Inhalt  in  den  Seiten 
ausgedrückt)  wird,  nach  Legendres  Zeugnis,  allgemein  nach  L'Rtiüier  he* 
nannt.  ~  Die  Ableitung  in  8,  ist  nicht  ganz  ohne  Benützung  von  Ennst- 
griffen,  aber  trotzdem  wohl  einfacher  als  der  von  8.  Giimther  versuchte 
„methodische  Beweis',  Zeitschi,  für  das  Realsohn! wesen,  Bd.  12,  S.  466  bis 
470;  besonders  die  Einführung  von  ^  durch  die  Beziehung  t—a+ß+y—lSO'' 
liegt  ja  nahe  genug.  Diese  Ableitung  des  Bscessformel  selbst  ist  ganz  nach 
Prou^tet  gemacht  (Houv.  Ann,  Bd,  15,  S.  91,  1856),  vgl,  dazu  LeeoinU, 
Le^ns  sur  la  thfcrie  des  fonctions  circulaires,  Paria  1858,  S.  258, 

98)  Die  Ged&chtnisregel  wurde  in  dieser  Form  stets  auch  von  Baut 
eingeprägt.  Die  sog,  A'epwsche  Regel,  noeh  in  der  ersten  Auflage  enthalten, 
ist  mindestens  überflüssig. 
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99)  Aoordtinng  der  Fälle  genau  wie  bei  Serret. 

100)  Ebenso;  auch  Heis  u.  Ä.  haben  diese  Ordnung.  Ebenso  finden 
sich  dort  die  verschiedeneu  Arten  der  Auflösung,  z.  B.  sind  l).und  2)  beim 
I.  Fall  =  1)  und  2)  bei  SHs;  die  8)  (zweite  vollständige)  Auflöenng  giebt 
Heis  nicht,  wohl  aber  findet  sie  sich  a.  B.  bei  Serret.  der  auf  die  wertvolle 
Eeohenprobe  hinweist  (Beispiel  S,  174  bis  175  nach  beiden  Methoden), 

101)  Der  Ausdrack  „Sphärischer  Defett"  stammt  von  Remehle  sen. 
her  {a.  a.  0.  8.  101). 

loa)  Die  Auflösung  in  dieser  Form,  mit  diesen  sehr  bequemen  Be- 
zeichnungen {Z,N,  Zähler,  Nenner,  Z',N')  und  mit  der  Anwendung  der 
Lalaadesdben  Eegel  ist  von  Baur  angegeben  worden  (in  der  Litteratnr 
finden  sich  diese  Bezeichnangen  wobi  zuerst  bei  Jordan,  Taschenbuch  1873, 
S.  329  tind  in  den  spätem  Auflagen,  z.  B.  Handbuch,  3.  Bd.,  Stnt^art  1878, 
S,  26/27,  wo  die  £aM»-sche  Bedinungsregel  angegeben  ist).  Wo  sonst  die 
Delamfr?-« sehen  Gleichungen  zur  Rechnung  benützt  werden,  fehlt  meist  die 
iirfoHdesche  Eegel  (vgl.  i.  B.  TMs,  a.  a.  0.,  S.  131),  die  die  Anwendung 
jener  Gleichungen  so  bequem  und  sicher  macht;  sie  findet  sich  aber  sehr 
ausrührlich  entwickelt  (mit  Zahlenbeispiel)  bei  Brünnovi,  a,  a.  0.  (4.  Aufl., 
1881,  S.  7,  ganz  ebenso  aber  auch  in  den  frtlhem  Auflagen). 

103)  Die  Verwendung  von  Z,  N,  Z',  N'  ist  hier,  als  dem  Polarfall 
des  vorigen  Falls,  selbstverständlich  (vgl.  über  die  ßedinangaregel  die  An- 
merkung Nr.  lOS). 

104)  Die  Determination  ist  nach  Baiw  angeordnet;  vgl.  auch  Serret 
(S.  193),  Heis  (S.  184)  und  Grohmann,  Über  das  sphärische  Dreieck,  wovon 
zwei  gleichartige  Stücke  und  ein  Gegenstück  gegeben  sind,  Zeitschr.  f.  d. 
Itealsehulw.,  11.  Jahrg.,  12  Heft, 

105)  Die  Einführung  von  m  und  «,  m'  und  n'  ist  nach  Serret  (S.  183 
bis  1S8,  M  N,  M'  N'),  übrigens  in  der  leicht  abgeänderten  Schoderschen 
Form  gemacht. 

los)  Vgl.  die  Noten  104)  und  105)  zum  vorigen  Fall  als  dem  I'olarfall 
dieser  Aufgabe;  zur  Determination  e.  auch  Ifeis,  S,  186  bis  1S7. 

101]  Solche  Gleichungen  finden  sich  in  grosser  Anzahl  bei  Heis 
(S.  264  bis  267),  dem  hier  Jfclmches  entnommen  ist.  Vgl.  auch  Unferdinger, 
Das  sphärische  Dreieck  dargestellt  in  seinen  Beziehungen  zum  Kreise, 
örtmerts  Archiv,  Bd.  29,  S.  479,  Bd.  33,  S.  14,  Bd.  42,  S.  479.  Wenn  in 
diesem  Bach  hauptsächlich  auf  formale,  nicht  vorwiegend  auf  praktische 
Dinge  Bücksicht  zu  nehmen  wäre,  so  hätte  ich,  durch  einen  Tadel  S.  Gün- 
tfiers  veranlasst  (Versuch  einer  schulmäasigen  Behandlung  der  Lehre  von 
den  Kreisen  des  sphärischen  Dreiecks.  Zeitschr.  für  math.  und  nat.  Unter- 
richt [Hoffmann]  Bd.  SVII,  S.  241  ff.),  u.  a,  auch  die  Aufnahme  solcher 
Beziehungen  in  grösserer  Vollständigkeit  und  Symmetrie  angestrebt.  Mit 
Rücksicht  auf  den  Zweck  des  Buchs  glaubte  ich  aber  hier  nichts  ändern 
zu  sollen. 

108)  Zu  diesem  §,  3,  bis  5,  vgl.  auch  Leeimtte,  Legons  (s.  ob.)  S,  233 
bis  254  (zu  8,  5)  S.  256,  263  bis  266).   Der  Ausdruck  für  sin  *  [und  cos  i] 


1831),  -y  =  ^-— %  (Text  S.  292)  entsprechende  Sata  ist  von  GoUele  auf- 
gestellt worden  (Nouv,  Ann.  1849,  S.  440);  vgl.  dazu  Brocard.  Nouv.  Ann. 
^11)  Bd.  IS,  S.  284,  Juni  1896.  Vgl.  ferner  Lexell,  De  proprietatibus  cir- 
culorum   in    superf.    sphaer.   desetiptum ,    Acta  Petrop.    für   das   .Tahr  1782, 
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g  13;  Busengeiger,  Einige  Sätze,  den  Inhalt  sphärischer  Dreiecke  tetieffeiid 
(Zeitsohr,  für  Astron.  u.  s.  f.  [BohneiA&rger  und  Idndettau],  Bd.  6,  S.  314  ff., 
Töbingen  1818;  zeigt  die  i'üwiiiej-sche  Exoessforme!  des  sphärischen  Drei- 
ecks als  gpezial&ll  der  Formel  von  Lexell  fQr  den  Excess  des  sphär.  Ereis- 
yierecks);  Strehlke  im  Archiv  der  Mathematik  (Ch-unert),  Bd.  35,  8.  111; 
Bd.  41,  Lit.  Ber.  CLXIl.  S.  9  his  11 ;  Baur,  Das  Sehnenviereck  in  der  Ebene 
und  auf  der  Kugel  (Sehlömach,  Bd.  6,  S,  221  bis  234,  anch  in  Math,  und 
Geod.  Abhandlungen,  Stuttgart  1890,  S.  87);  n.  s.  f. 

108)  Diese  Plächeninhalts-Änalogie  zum  Pythagoräischen  Sats  des 
ehenen  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  alt,  und  nicht  erst  in  den  letzten  Jahren 
aufgefunden  (Schlömilehs  Zeitsohr.,  Bd,  38,  S.  383);  schon  Descartes  soll 
den  Satz  gekannt  iiaben,  vgl.  femer  &ua  in  MSra.  AeaA.  Sc.  Paris  von  1783 
(spezieller  Fall_  eines  Satsiea,  den  Tinsean  1774  der  Pariser  Akademie  mit- 
geteilt hat). 

HO)  Im  AnschluBs  an  Heis  (S,  283  bis  288)  und  EmsMe  (S,  105  bis 
108);  beide  folgen  JunghaMh,  Tetraedrometrie,  zwei  Teile,  Gotha  1863  und 
1863.  Vgl.  auch  dees.  Verf.:  ,Die  Analogie  der  tetraedrometrischen  und 
der  trigonometrischen  Grundgleichungen",  Perleberg  1866. 

1")  Dasselbe  Beispiel  wie  bei  Reusehle  S.  104  (aber  mit  etwas  an- 
dern  Coordinaten). 

112)  Aufg.  4)  aus  einer  der  letzten  württenib.  realist.  Prof.- Prüfungen ; 
über  die  Erweiterung  vgl.  auch  Hei/er  im  Civ.-Ing. ,  Bd.  41  (1895)  Heft  5 
(bei  Gelegenheit  einer  kartographiBchen  Aufgabe). 

Uäj  Die  Aufg.  2)  ist  in  der  sphärischen  Astronomie  zu  einer  gewissen 
Berühmtheit  gekommen,  vgl.  z.  B.  Wolf,  Handbuch  der  Astronomie,  IT.  Bd., 
Zürich  1892—93,  S.  122  bis  124  mit  reicher  Litteratur;  die  Olöerssche 
Losung  verlangt  ^nur'  20nMJiges  Eingehen  in  die  Logarithmentafel,  fast 
ebenso  langwierig  (aber  immer  noch  die  beste)  ist  die  nahezu  gleichzeitige 
von  Bessel  {vgl.  Abhandlungen,  herausgeg.  von  Engelmanrt,  Bd.  I,  Leipzig 
1875,  S.  316  bis  317). 

114)  Vieles  davon  lässt  sich  Überaus  elementar  (als  Ckirollar  der 
sphärischen  Trigonometrie)  darstellen.  Der  Verfasser  hat  dies  versucht  in 
einem  Teil  seines  Buchs  „Über  die  geographisch  vriehtigsten  Kartenprojek- 
tionen', Stuttgart  1889,  auf  das  verwiesen  sei. 

115)  Der  berühmte  Satz  von  Legendre  ist  enthalten  in  den  Möm, 
Acad.  Sc.  Paris  1787  („Sur  les  Operations  trigonomötriques  etc.').  Die  erste 
eingehende  Begründung  seines  Satzes  hat  L.  aber  erat  12  Jahre  später  ge- 
geben in  der  Einleitung  zu  Delambres  „Möthodes  analjtiques'.  Die  Ent- 
wicklung ist  die  gewöhnliche  bis  auf  Glieder  mit  r*  im  Nenner,  wie  sie  z.  B. 
Pross  angegeben  hat  [s.  den  Schlnss  dieser  Anm.);  vgl.  auch  z.  B.  Jordan, 
Handbuch,  IL  Band ,  Stuttgart  1878 ,  S.  126  ff.  Der  Beweis  könnte  nach 
Gl.  (2)  abgebrochen  werden;  denn  da  der  Winkel  a  (und  «i)  vor  den 
übrigen  nidits  voraus  liat,  während  das  in  (2)  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Korrektionsglied  ein  in  den  Seiten  vollständig  symmetrischer  Aus- 
druck ist,  also  auch  bei  ß  und  y  genau  gleich  wiederkehrt,  so  kann  der 
Satz;  gleiche  Verteilung  des  Eszesses  aof  die  drei  Winkel,  schon  hier  als 
bewiesen  gelten.  Höhere  Glieder  der  Entwicklung  als  die  mit  r*  im  Nenner 
kommen  für  die  Zwecke  dieses  Buches  nicht  in  Betracht. 

Eigentümlich  und  hier  vielleicht  noch  anzumerken  ist,  dass  man 
in  Deutschland  lange  von  dem  Legendre  Bchen  Satz  (der  nur  ein  spezieller 
Fall  eines  für  beliebige  Flächen  giltigen  ist)  nichts  wissen  wollte,  da 
man  seine  Annäherung  stark  unterschätzte,  vgl.  z.  B.  selbst  Jiurekhardl 
(damals  in  Paris)   in  den   Allg.   geogr.  Ephemeriden,  3.  Bd.  (1799)  S.  192 
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